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Передмова

Математика є теоретичним фундаментом комп’ютерних наук, i тому їй при-
дiляється велика увага при пiдготовцi фахiвцiв у цiй галузi. Дискретна мате-
матика займає тут центральне мiсце, оскiльки саме з неї виростають три гiлки
програмної iнженерiї — алгоритми, програми, структури даних. Добре закладе-
ний математичний фундамент освiти студента-iнформатика дає можливiсть в
подальшому навчити його методам оцiнки складностi алгоритмiв, пiдбору опти-
мальної структури даних i створенню ефективного та прозорого коду програми.

Цей посiбник розрахований в першу чергу на тих, хто тiльки починає свiй
шлях в комп’ютерних науках — на студентiв першокурсникiв (фрешiв). Деяким
з них спочатку досить важко пояснити для чого взагалi їм потрiбна матема-
тика i що iнформатика — це не швидке клацання по клавiатурi комп’ютера.
Матерiал, що викладається, спирається лише на шкiльнi курси математики та
iнформатики. При цьому нагадуються деякi, особливо важливi, поняття цих
курсiв. Всi основнi теореми наведенi з повним доведенням, оскiльки саме вони
i дають справжню глибину розумiння матерiалу. Пiдбiр задач, наведений пiсля
кожного роздiлу, також має сприяти цьому розумiнню.

Пiсля курсу "Основи дискретної математики"студент має прослухати насту-
пнi математичнi курси — лiнiйна алгебра та аналiтична геометрiя, алгебра i
теорiя чисел, теорiя алгоритмiв та математична логiка, теорiя ймовiрностей та
математична статистика, а також курси з iнформатики — основи комп’ютерних
алгоритмiв, принципи роботи комп’ютерних систем, основи програмування та
алгоритмiчнi мови, органiзацiя баз даних i знань, системи кодування iнформа-
цiї, функцiональне програмування, логiчне програмування, якi весь час звер-
таються до понять та теорем дискретної математики.

Саме тому передбачається, що цей посiбник стане настiльним довiдником
студента-iнформатика протягом усього його навчання i в бакалавратi, i в магi-
стерiумi.
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Вступ

Найважливiшим вмiнням, яким повинен володiти фахiвець з комп’ютерних на-
ук, є вмiння логiчно мислити, яке, з одного боку, дається вiд природи, а з iншого
потребує вдосконалення i шлiфування. Саме з логiки i починається посiбник.
При опрацюваннi цього роздiлу слiд особливу увагу звертати на вiдокремленнi
синтаксису вiд семантики — правил написання логiчних формул вiд їх iнтерпре-
тацiй. Пiсля викладення найпростiшої моделi логiчних мiркувань — числення
висловлювань, розглядається числення висловлювальних форм, що мають iн-
терпретуватися, як предикати. Цей перехiд еквiвалентний переходу вiд арифме-
тики до алгебри в шкiльному курсi математики, коли пiсля роботи з конкре-
тними числами, з’являються змiннi x, y, z, . . ., яким можна надавати довiльних
значень з деякої множини — областi iнтерпретацiї.

Другий роздiл присвячений методу математичної iндукцiї та рекурентним
спiввiдношенням. Слiд зазначити, що в школi мало або зовсiм не придiляє-
ться уваги методу математичної iндукцiї, який є потужним засобом доведення
математичних теорем, i без грунтовного розумiння його природи важко зро-
зумiти не тiльки доведення, а i змiст самих теорем. Цей метод подається як
логiчний наслiдок числення предикатiв на множинi натуральних чисел, що є
по сутi багатократною iтерацiєю вiдомого логiчного наслiдку modus ponens.
Рекурентнi спiввiдношення дають простий i ефективний метод генерування по-
слiдовностей (масивiв), вiдповiдний технiчний пристрiй називають авторегре-
сiйним фiльтром. В той же час для потреб якiсного аналiзу часом необхiднi явнi
формули для обчислення її елементiв по номеру в послiдовностi. Розв’язанню
так званих лiнiйних рекурентностей присвячена друга частина цього роздiлу.
Зокрема, тут можна знайти явнi формули для чисел Фiбоначi.

Третiй роздiл присвячений теорiї множин i починається з парадокса Рассе-
ла, який показує, що занадто широке i легковажне вживання слiв "сукупнiсть
елементiв довiльної природи", як "означення"поняття множини може привести
до отримання суперечностей в самому фундаментi математики. При вивченнi
цього матерiалу слiд пам’ятати, що зображення множин за допомогою дiаграм
Ейлера-Вена є просто iлюстрацiями, якi можуть бути джерелом гiпотез та iдей,
а не математичними доведеннями. Особливу увагу придiлено декартовим до-
буткам множин та їх вiдображенням. Адже такi важливi поняття як n–арна
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операцiя, визначена на множинi, або поняття автомата, як математичної моделi
механiчного обчислювального пристрою, зручно формулювати саме в термiнах
декартових добуткiв множин.

Жоден курс дискретної математики не обходиться без комбiнаторики. Її мо-
жна розглядати як науку про пiдрахування кiлькостей елементiв в скiнченних
множинах, що описанi якимось, часом дуже складним способом. Присутнiсть
в цьому роздiлi класичної ймовiрнiстi є природною, оскiльки розв’язання вiд-
повiдних задач все одно зводиться до комбiнаторики, крiм того, елементи саме
такої теорiї ймовiрностi входять зараз в шкiльнi програми.

Поняття про потужнiсть множин, як узагальнення поняття кiлькостi елемен-
тiв скiнченної множини, є дуже важливим i для iнформатикiв. Адже множина
кодiв програм, якi пишуться в скiнченному алфавiтi, є злiченною, а множина
всiх нескiнченних двiйкових послiдовностей має бiльшу потужнiсть — контi-
нуум. Це означає, що для "бiльшостi"послiдовностей не iснує програм, якi б
їх генерували. Взагалi, для iнформатикiв бiльш природною моделлю контiнуу-
ма є саме множина всiх нескiнченних двiйкових послiдовностей, нiж множина
дiйсних чисел.

Вiдношення, записи, поля є основними поняттями в базах даних та базах
знань. При цьому вiдповiднi характеристичнi предикати є просто запитами, чи
належить даний запис даному вiдношенню. Операцiї над вiдношеннями роз-
глядаються в шостому роздiлi. Особливу увагу придiлено спецiальним типам
вiдношень — вiдношенню еквiвалентностi та вiдношенню часткового порядку.
Щодо останнього, то з цим вiдношенням програмiсти мають справу постiйно,
адже початковi данi для роботи програми та й тi данi, що поступають по ходу її
роботи, потрiбно весь час впорядковувати в структури так, щоб цi данi можна
було швидко знаходити i використовувати для подальшої роботи.

Роль графiв в комп’ютерних науках важко переоцiнити. Файловi структури
на носiях пам’ятi комп’ютерiв, коди комп’ютерних програм, гiпертексти, iнфор-
мацiйнi системи та бази даних, всiм їм вiдповiдають певнi графи. Робота з цими
структурами зводиться до побудови ефективних алгоритмiв пошуку на графах
або встановлення їх iзоморфiзму. В цей роздiл включено тiльки початковi вi-
домостi про графи — ейлеровi та гамiльтоновi графи, дерева, планарнi графи,
деякi задачi розфарбування графiв.

Зауважимо, що цей посiбник присвячений в першу чергу математичним осно-
вам. Знайомству з алгоритмами розв’язання конкретних масових задач, таких
як з’ясування до якого класу вiдноситься дана формула логiки, впорядкування
масивiв, побудова ейлерових та гамiльтонивих циклiв, пошуки на графах еле-
ментiв з певними властивостями або знаходження оптимальних шляхiв, зокрема
найкоротших, присвяченi наступнi курси, зокрема, курс "Основи комп’ютерних
алгоритмiв".
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Роздiл 1

Елементи математичної логiки

Логiка, як аналiз методiв побудови мiркувань та логiчних висновкiв, вини-
кла в древнiй Грецiї i її становлення пов’язують в першу чергу з Аристоте-
лем (384–322 до н.э.). Математична формалiзацiя Аристотелевської логiки була
здiйснена англiйським логiком Дж. Булем (1815-1864), якого вважають заснов-
ником математичної логiки. Числення висловлювань є найпростiшою моделлю
логiчних мiркувань людини.

1.1 Числення висловлювань

Наступнi означення не є строгими i носять умовний характер.

Означення 1.1.1. Висловлювання це твердження, якому за певних обставин
можуть бути наданi значення iстина або хиба. Таке спiвставлення називає-
ться iнтерпретацiєю висловлювання.

Просте висловлювання це висловлювання, яке не можна подати як сполу-
чення певних бiльш коротких висловлювань.

Складенi (непростi) висловлювання будуються з простих за допомогою рi-
зних сполучникiв "або", "та","отже"та iнших.

Простi висловлювання будуть позначатись малими латинськими лiтерами
a, b, c, ..., а непростi будемо позначати великими лiтерами A,B, C,F ,G, . . . . На-
далi запис типу F = F(a, b, c) буде означати, що висловлювання F складається
з простих висловлювань a, b, c.

Приклади
1. На Марсi iснує життя.
2. Сьогоднi сонячна погода.
3. Простих чисел скiнчена кiлькiсть.
4. Та рiчка страшною мов вiдьма була.
5. Або дощик або снiг.
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6. Якщо йде дощ, то на небi хмари.
7. Вiдомо, що якщо йде дощ, то на небi хмари i дорога мокра, а зараз дорога

суха, отже, дощу i хмар немає.
Останнi три висловлювання не є простими. Бо висловлювання 5 "складає-

ться"з простих: "буде дощ"та "буде снiг", а висловлювання 6 стверджує, що
просте висловлювання ”на небi хмари” є наслiдком простого висловлювання ”на
небi дощ”. Дiйсно, хмари на небi є єдиною можливою причиною дощу, i тому,
якщо вiн iде, то ми робимо висновок про їх наявнiсть на небi. Останнє складене
висловлювання є прикладом ще бiльш складного логiчного наслiдку.

Вивчення рiзних типiв логiчних наслiдкiв з часи Аристотеля довгий час вва-
жалося основною задачею логiки.

Не є висловлюваннями питальнi та окличнi речення: ”Чи iснує життя на
Марсi?”, ”Героям слава!”.

Означення 1.1.2. Двохелементна множина T = {iстина, хиба} називає-
ться областю (множиною) iстинностi. Використовують також наступнi
позначення:
T = {true, false}, T = {1, 0}.

Iнтерпретацiєю простого висловлювання a називається приписування йо-
му значення iстинностi I(a) ∈ T.

Iнтерпретацiя складеного висловлювання F = F(a, b, c, . . .) проводиться в
два кроки:

1) простим висловлюванням a, b, c, . . ., що входять у формулу F , довiльним
чином приписуються значення iстинностi

a → I(a), b → I(b), c → I(c), . . . I(a), I(b), I(c), . . . ∈ T;

2) пiсля цього значення iстинностi I(F) ∈ T однозначно вираховується
виходячи з логiчного сенсу сполучникiв висловлювання.

1.1.1 Операцiї над висловлюваннями. Операцiї над висловлюваннями це
математична формалiзацiя сполучникiв, за допомогою яких будуються складенi
висловлювання.

Визначити логiчну операцiю означає задати правило, яке за значеннями
iстинностi висловлювань, що сполучаються, однозначно визначає значення iстин-
ностi висловлювання, що отримано внаслiдок такого сполучення (виконання
логiчної операцiї).

1. Диз’юнкцiя. Еквiвалентнi назви—”логiчна сума”, ”або”, ”OR”. Позначає-
ться A ∨B Правило iнтерпретацiї (iнша назва–таблиця iстинностi)
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I(B)
I(A) 0 1

0 0 1

1 1 1

2. Кон’юнкцiя. Еквiвалентнi назви — ”логiчний добуток”, ”i”, ”AND”. По-
значається A ∧B або A&B.

Правило iнтерпретацiї:

I(B)
I(A) 0 1

0 0 0

1 0 1

3. Iмплiкацiя. Еквiвалентна назва — ”логiчний наслiдок”.
Позначається A → B. Правило iнтерпретацiї:

I(B)
I(A) 0 1

0 1 1

1 0 1

При цьому A називають умовою (достатньою для B) або антецедентом , а
висловлювання B наслiдком або консеквентом. Також говорять що умова B

є необхiдною для A.

4. Еквiвалентнiсть. Тодi i лише тодi, або необхiдна i достатня умови:
A ↔ B. Правило iнтерпретацiї:

I(B)
I(A) 0 1

0 1 0

1 0 1

Умова B є необхiдною ( A → B ) i достатньою (B → A) для A. В математицi
теореми такого характеру називають критерiями.

5. Заперечення. Частка "НЕ"позначається ¬A, з таблицею iнтепретацiї:

I(A) 0 1

I(¬A) 1 0
.

6. Виключне або. В українськiй мовi зв’язка або може використовуватись як

для означення альтернативи ”або a або b”, так i для бiльш жорсткої форми —
”або тiльки A або тiльки B”, тобто пiдкреслюється неможливiсть одночасного
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виконання тверджень A i B. Таке значення зв’язки ”або” моделює операцiя
”виключеного або”. Еквiвалентна назва — ”XOR”. Позначається ⊕

Правило iнтерпретацiї:

I(B)
I(A) 0 1

0 0 1

1 1 0

.

Цi операцiї моделюють вiдповiднi сполучники мови. Але формально можна
ввести i iншi логiчнi операцiї.

Питання. Скiльки iснує бiнарних операцiй над висловлюваннями?

1.1.2 Синтаксис. Правила написання речень називають синтаксисом. В чи-
сленнi висловлювань замiсть речень вводять поняття формули наступним чи-
ном:

1) a, b, c... — (простi висловлювання) є формулами;
2) Якщо A,B -формули, то ¬A,¬B, (A) ∗ (B) також є формулами. ( тут ∗

означає будь-яку з вищенаведених зв’язок) При цьому, A та B називаються
пiдформулами формули (A) ∗ (B) .

Отже, тепер ми строго визначили, який вид може мати формула

F = F(a, b, c, . . .)

числення висловлювань.

Приклад 1.1.1. Запишемо на мовi числення висловлювань твердження
”якщо на небi хмари, то iде дощ, але якщо вiє вiтер, то дощу немає”. Розiб’ємо
це складне речення на простi, лiтерою a позначимо просте висловлювання”на
небi хмари”, b — ”буде дощ”, c — ”вiє вiтер”. Тодi за допомогою логiчних опера-
цiй кон’юнкцiї, iмплiкацiї i заперечення наше твердження можна записати
у виглядi такої формули:

(a −→ b) ∧ (c −→ ¬b).

Кожнiй формулi числення висловлювань можна поставити у вiдповiднiсть її
синтаксичне дерево. Воно будується наступним чином. Коренева вершина дере-
ва вiдповiдає заданiй формулi. Якщо ця формула є простим висловлюванням,
то дерево побудоване. Iнакше, ця вершина з’єднується з двома новими вершина-
ми, що вiдповiдають пiдформулам, якi з’єднанi головною (останньою) зв’язкою
∗ , яка вживалася при побудовi початкової формули. Далi, кожну з цих двох
вершин, якщо вiдповiднi їм пiдформули не є простими висловлюваннями, знов
з’єднуємо з двома новими вершинами, що вiдповiдають пiдформулам, з’єднаним
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головними зв’язками вiдповiдних пiдформул. I так далi, будуємо новi вершини
дерева доти, доки не дiйдемо до пiдформул, що є простими висловлюваннями.

Приклад 1.1.2. Побудуємо синтаксичне дерево, що вiдповiдає формулi
(((x1 ∨ ¬x2) ∧ (¬x3 ∨ x4)) → x5)

x
1 2
x )(( ( 3

x
4
x )) 5

x

x
1 2
x )( ( 3

x
4
x ) 5

x

x
1 2
x

3
x

4
x

1
x

2
x

2x

3
x

4
x

3x

Використовуючи правила iнтерпретацiї логiчних операцiй (зв’язок) можна
кожнiй формулi F = F(a, b, c, . . .) ставити у вiдповiднiсть її таблицю iстин-
ностi, яка має вигляд:

I(a) I(b) I(c) ... I(F)

∗ ∗ ∗ . . . ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . ∗

(1.1)

де I(a), I(b), I(c), ... пробiгають всi можливi значення iстинностi ∗ = 0, 1 , а
I(F) обчислюється по даному набору значень за правилом iнтерпретацiї.

Приклад 1.1.3. Побудуємо таблицю iстинностi формули

F = (a −→ (a −→ b)) ∨ b.

Для цього розiб’ємо на пiдформули, для яких побудуємо промiжнi таблицi
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iстинностi. Це полегшує побудову основної таблицi.

a b a −→ b a −→ (a −→ b) F

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 1 1 1

(1.2)

Означення 1: Формула F називається тотожно-iстиною (тавтологiєю)
, якщо I(F) = 1 незалежно вiд способу iнтерпретацiї простих висловлювань що
входять в неї.

Зауважимо, що формула F з прикладу 1.1.3 не є тавтологiєю, оскiльки iснує
iнтерпретацiя (a = 1, b = 0), при якiй формула F набуває значення 0.

Означення 2: Формула F називається тотожно-хибною, якщо I(F) = 0
незалежно вiд способу iнтерпретацiї простих висловлювань що входять в неї.

Означення 3: Iнтерпретацiя простих висловлювань I(a), I(b), I(c), . . . нази-
вається моделлю формули F = F(a, b, c, . . .), якщо I(F) = 1

Означення 4: Формула F називається виконливою , якщо вона має при-
наймнi одну модель i не є тотожно-iстинною.

Приклад 1.1.4. Формула виду

(A → B) ↔ (¬B → ¬A)

є тавтологiєю на якiй базується метод доведення теорем "вiд супротивного".

Лема 1.1.1. (Правило пiдстановки.)
Якщо формула F = F(a, b, c, . . .) є тотожно-iстинною (тотожно-хибною)

i A,B, C, . . .− довiльнi формули числення висловлювань, то формула
F̃ = F(A,B, C, . . .) також є тотожно-iстинною (тотожно-хибною).

Доведення очевидне.

Означення 1.1.3. Формула F називається логiчним наслiдком формул
H1,H2,H3, . . . ,Hn, якщо для довiльної iнтерпретацiї I простих висловлю-
вань, що входять в цю формулу з рiвностей

I(H1) = I(H2) = . . . = I(Hn) = 1 випливає, що I(F) = 1.

Це будемо записувати наступним чином

H1,H2, . . . ,Hn |= F .

Запис |= F означає, що F є тавтологiєю.
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1.1.3 Основнi типи логiчних наслiдкiв.
1. Правило modus ponens:

A,A → B |= B,

2. modus tallens :
A → B,¬B |= ¬A

3. Правило силогiзму:

A → B,B → C |= A → C

4. Метод (правило) резолюцiй:

X → F ,¬X → G |= F ∨ G
або

X ∨ F ,¬X ∨ G |= F ∨ G
5. Правила введення диз’юнкцiї i кон’юнкцi:

A |= A ∨ B B |= A ∨ B A,B |= A ∧ B

6. Правила вилучення диз’юнкцiї i кон’юнкцiї:

A ∧ B |= A, A ∧ B |= B, A ∨ B,¬A |= B, A ∨ B,¬B |= A

7. Правила зняття подвiйного заперечення i його введення:

¬(¬A) |= A, A |= ¬(¬A).

Теорема 1.1.1. Наступнi твердження є рiвносильними

1. H1,H2, . . . ,Hn |= F ;

2. Формула (H1 ∧H2 ∧ . . . ∧Hk) → F є тотожно-iстиною;

3. Формула H1 ∧H2 ∧ . . .Hk ∧ ¬F є тотожно хибною;

4. Формула ¬H1 ∨ ¬H2 . . .¬Hn ∨ F є тотожно-iстиною.

Доведення. Для доведення теореми покажемо, що справедливим є такий
ланцюг iмплiкацiй 1. → 2. → 3. → 4. → 1.

1. → 2. Припустимо, що формула F є логiчним наслiдком формул
H1, H2, . . . ,Hn. Покажемо, що формула (H1∧H2∧. . .∧Hk) → F є тотожно-
iстиною. Припустимо, що це не так. Це означає, що iснує така iнтерпретацiя
I простих висловлювань, якi входять в цю формулу, що I((H1 ∧H2 ∧ . . .∧
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Hk) → F) = 0. Звiдки, використовуючи властивiсть iмплiкацiї i кон’юнкцiї,
отримаємо I(H1) = I(H2) = . . . = I(Hn) = 1 i I(F) = 0, що неможливо,
оскiльки формула F є логiчним наслiдком формул H1, H2, . . . ,Hn. Отри-
мали суперечнiсть, а отже формула (H1 ∧ H2 ∧ . . . ∧ Hk) → F є тотожно-
iстиною.

2. → 3. Формула H1 ∧ H2 ∧ . . .Hk ∧ ¬F може набувати значення iстина
для деякої iнтерпретацiї I тодi i тiльки тодi, коли I(H1) = I(H2) = . . . =
I(Hn) = 1 i I(¬F) = 1, тобто I(F) = 0. А це неможливо, оскiльки формула
(H1∧H2∧. . .∧Hk) → F є тавтологiєю. Отже формулаH1∧H2∧. . .Hk∧¬F
є тотожно хибною.

3. → 4. Якщо формула H1 ∧ H2 ∧ . . .Hk ∧ ¬F є тотожно хибною, то для
будь-якої iнтерпретацiї I, якщо I(H1) = I(H2) = . . . = I(Hn) = 1, то
I(¬F) = 0. Припустимо, що для деякої iнтерпретацiї I формула (¬H1 ∨
¬H2 ∨ . . . ∨ ¬Hn ∨ F) набуває значення 0. Це можливо тодi i тiльки тодi,
коли I(¬H1) = I(¬H2) = . . . = I(¬Hn) = I(F) = 0, звiдки I(H1) =
I(H2) = . . . = I(Hn) = 1 i I(F) = 0, але оскiльки виконується твердження
3., то для цiєї iнтерпретацiї I з того, що I(H1) = I(H2) = . . . = I(Hn) = 1
повинно випливати I(¬F) = 0. Отримали суперечнiсть. Отже формула
¬H1 ∨ ¬H2 . . .¬Hn ∨ F тотожно iстина.

4. → 1. Те, що формула ¬H1 ∨ ¬H2 ∨ . . . ∨ ¬Hn ∨ F є тотожно iстиною
означає, що для довiльної iнтерпретацiї I з умови I(¬H1) = I(¬H2) =
. . . = I(¬Hn) = 0 випливає I(F) = 1. Тобто, для довiльної iнтерпретацiї I
якщо I(H1) = I(H2) = . . . = I(Hn) = 1, то I(F) = 1. А це, за визначенням
логiчного наслiдку, означає, що формула F є логiчним наслiдком формул
H1, H2, . . . ,Hn.

Означення 1.1.4. Двi формули X i Y називаються еквiвалентними, якщо
для будь-якої iнтерпретацiї I має мiсце I(X ) = I(Y). Еквiвалентнiсть формул
позначається таким чином X ' Y.

Зручно ввести в розгляд нульарнi зв’язки - логiчнi константи - 0,1, якi за
означенням завжди iнтерпретуються як 0 та 1 вiдповiдно. Тодi для формул F ,
що є тотожно-iстиними (тотожно-хибними формулами) будемо мати
F ' 1 (F ' 0).

Теорема 1.1.2. Наступнi твердження є рiвносильними.

A). X ' Y ;

Б). таблицi iстинностi формул X ,Y збiгаються;
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В). формула X ↔ Y є тавтологiєю.

Наступнi еквiвалентностi перевiряються безпосередньо за допомогою таблиць
iстинностi:

1) iдемпотентнiсть або закон поглинання:

(X ∧ X ) ' X ' (X ∨ X );

2) комутативнiсть:
(X ∧ Y) ' (Y ∧ X );

(X ∨ Y) ' (Y ∨ X );

3) асоцiативнiсть:
((X ∧ Y) ∧ Z) ' (X ∧ (Y ∧ Z));

((X ∨ Y) ∨ Z) ' (X ∨ (Y ∨ Z));

4) дистрибутивнiсть:

((X ∧ Y) ∨ Z) ' ((X ∨ Z) ∧ (Y ∨ Z));

((X ∨ Y) ∧ Z) ' ((X ∧ Z) ∨ (Y ∧ Z));

5) доповнювальнiсть:

(X ∨ ¬X ) ' 1, (X ∧ ¬X ) ' 0, ¬(¬X ) ' X ;

6) виключення iмплiкацiї та еквiвалентностi:

X ↔ Y ' (X → Y) ∧ (Y → X );

(X → Y) ' (¬X ∨ Y);

7) закони де Моргана:
¬(X ∧ Y) ' (¬X ∨ ¬Y);

¬(X ∨ Y) ' (¬X ∧ ¬Y).

З наведених законiв випливає
принцип двоїстостi числення висловлювань:

якщо двi еквiвалентнi формули (F ' G) мiстять лише зв’язки ¬,∨,∧, то за-
мiною зв’язок ∨ на ∧ i ∧ на ∨ в обох формулах отримаємо еквiвалентнi формули
F̃ ' G̃.
Лема 1.1.2. (Правило пiдстановки.) Якщо маємо еквiвалентнiсть формул

F = F(a, b, c, . . .) ' G = G(a, b, c, . . .)

i A,B, C, . . .− довiльнi формули числення висловлювань, то маємо еквiвален-
тнiсть таких формул F̃ = F(A,B, C, . . .) ' G̃ = G(A,B, C, . . .).

Доведення очевидне.
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1.1.4 Диз’юнктивна та кон’юнктивна нормальнi форми. Введемо такi
позначення для простих висловлювань

aε =

{
a якщо ε = 1;
¬a якщо ε = 0

;

Означення 1.1.5. 1. Формула виду

aε1
1 ∧ aε2

2 ∧ . . . ∧ aεk

k (1.3)

називається елементарною кон’юнкцiєю (кон’юктивним одночленом),
а формула виду

aε1
1 ∨ aε2

2 ∨ . . . ∨ aεk

k (1.4)

елементарною диз’юнкцiєю (диз’юнктивним одночленом). При цьому
допускається, що k = 1, тодi елементарна диз’юнкцiя (кон’юкцiя) не мi-
стить зв’язки ∨, (∧).

2. Формула, яка є диз’юнкцiєю елементарних кон’юнкцiй, тобто має вигляд

F1 ∨ F2 ∨ ... ∨ Fn,

де Fi− формули виду (1.3), називається диз’юнктивною нормальною фор-
мою ДНФ.

Формула, яка є кон’юнкцiєю елементарних диз’юнкцiй, тобто має вигляд

F1 ∧ F2 ∧ ... ∧ Fn,

де Fi− формули виду (1.4), називається кон’юнктивною нормальною фор-
мою КНФ.

Теорема 1.1.3. Будь-яка формула числення висловлювань еквiвалентна де-
якiй ДНФ та КНФ.

Доведення. Спочатку зауважимо, що якщо формула F є елементарною диз’юн-
кцiєю (кон’юнкцiєю), то вона вже має вигляд ДНФ (КНФ), а еквiвалентна їй
формула F ∧ F (F ∨ F) є вiдповiдною КНФ (ДНФ).

В загальному випадкув для доведення теореми наведемо алгоритм зведення
довiльної формули F до ДНФ та КНФ.

Алгоритм:
1. За допомогою властивостi 6) виключити зв’язки →,↔ з формули F ;

2. Користуючись законами де Моргана та еквiвалентнiстю ¬(¬X ) ' X вне-
сти зв’язку ¬ в дужки так, що пiсля неї мають стояти тiльки простi висловлю-
вання;

3. Застосувавши закони дистрибутивностi, зробити диз’юнкцiю (кон’юнкцiю)
зовнiшньою зв’язкою i отримати ДНФ (КНФ). Якщо ж зв’язки диз’юнкцiї або
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кон’юнкцiї вiдсутнi, то ми маємо елементарну кон’юнкцiю або диз’юнкцiю i слiд
скористатися зауваженням на початку доведення.

4. Використовуючи першi двi властивостi з 5), а також еквiвалентностi

X ∨ 1 ' 1,X ∨ 0 ' X ,X ∧ 1 ' X ,X ∧ 0 ' 0,

X ∨ (X ∧ Y) ' X , X ∧ (X ∨ Y) ' X .

спростити отриманi ДНФ, КНФ.

Зведення формули до еквiвалентної їй ДНФ чи КНФ є одним з методiв пе-
ревiрки, до якого класу вона вiдноситься.

Приклад 1.1.5. Побудуємо ДНФ i КНФ формули

F = (x → y) ↔ (y → x).

Спочатку за допомогою властивостi 6 виключимо еквiвалентнiсть

((x → y) → (y → x)) ∧ ((y → x) → (x → y),

далi, за допомогою цiєї ж властивостi, замiнимо iмплiкацiю диз’юнкцiєю i
запереченням

(¬(¬x ∨ y) ∨ (¬y ∨ x)) ∧ (¬(¬y ∨ x) ∨ (¬x ∨ y)),

а потiм використовуючи закони де Моргана внесемо ¬ в дужки так, щоб знак
заперечення стояв перед простими висловлюваннями

((¬¬x ∧ ¬y) ∨ (¬y ∨ x)) ∧ ((¬¬y ∧ ¬x) ∨ (¬x ∨ y)).

Враховуючи еквiвалентнiсть ¬(¬X ) ' X i закони дистрибутивностi, може-
мо написати такий ланцюг еквiвалентностей

((x ∧ ¬y) ∨ (¬y ∨ x)) ∧ ((y ∧ ¬x) ∨ (¬x ∨ y) '
' ((x ∨ (¬y ∨ x)) ∧ (¬y ∨ (¬y ∨ x)) ∧ (y ∨ (¬x ∨ y)) ∧ (¬x ∨ (¬x ∨ y)) '

' (¬y ∨ x) ∧ (¬y ∨ x) ∧ (¬x ∨ y) ∧ (¬x ∨ y).

Використовуючи закони поглинання (див. еквiвалентнiсть 1), отримаємо

(¬y ∨ x) ∧ (¬x ∨ y).

Ми побудували КНФ початкової формули. Щоб отримати ДНФ, використа-
ємо ще раз закони дистрибутивностi i поглинання:

(¬y ∨ x) ∧ (¬x ∨ y) ' (¬y ∧ (¬x ∨ y)) ∨ (x ∧ (¬x ∨ y))

' ((¬y ∧ ¬x) ∨ (¬y ∧ y)) ∨ ((x ∧ ¬x) ∨ (x ∧ y)) ' ((¬y ∧ ¬x) ∨ (x ∧ y))

Остання формула є ДНФ формули F .
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1.1.5 Бульовi функцiї.

Означення 1.1.6. Бульовим вектором називається впорядкований набiр
нулiв та одиниць: (∗, ∗, . . . , ∗), ∗ = 0, 1, довжина набору називається розмiр-
нiстю вектора;

Бульовою функцiєю ( на честь англiйського логiка Дж. Булля ) f =
f(x1, x2, ..., xn) вiд n змiнних називається закон або правило яке ставить у
вiдповiднiсть кожному бульовому вектору або 0 або 1.

Питання: Скiльки iснує бульових векторiв розмiрностi n? Скiльки iснує бу-
льових функцiй вiд n змiнних?

З шкiльного курсу математики вiдомо, що найпростiший спосiб задання фун-
кцiї це табличний. Для бульових функцiй таблиця буде мати вигляд

x1 x2 x3 . . . xn f(x1, . . . , xn)

0 0 0 . . . 0 ∗
1 0 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
... ... ... ... . . . ∗
1 1 1 . . . 1 ∗

(1.5)

Бачимо, що таблиця бульової функцiї має такий же вид як i таблиця iстин-
ностi формули числення висловлювань (1.1). Таким чином, кожнiй формулi
числення висловлювання можна спiвставити бульову функцiю, таблиця якої
збiгається з таблицею iстинностi формули. З iншого боку, можна вважати, що
кожна бульова функцiя f вiд n− змiнних визначає операцiю над висловлю-
ваннями, яка набору висловлювань A1,A2, . . . ,An ставить у вiдповiднiсть ви-
словлювання F(A1,A2, . . . ,An), iстиннiсть якого однозначно вираховується по
набору I(A1), I(A2), . . . , I(An) за таблицею (1.5).

Означення 1.1.7. Набiр логiчних зв’язок називається повним, якщо для до-
вiльної бульової функцiї iснує формула числення висловлювань, складена iз за-
стосуванням зв’язок тiльки з цього набору, така, що її таблиця iстинностi
збiгається з таблицею значень даної бульової функцiї.

Теорема 1.1.4.
1. Кожний з наборiв логiчних зв’язок: {¬,∧,∨}, {¬,→}, {¬,∨}, {¬,∧} є

повним.
3. Набiр {→,↔,∨,∧} не є повним.

Доведення. Для доведення повноти набору {¬,∧,∨} запропонуємо наступний
алгоритм побудови потрiбної формули по таблицi (1.5) функцiї f. Якщо функцiя
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є тотожний 0, тобто f ≡ 0, то в якостi такої формули можна взяти довiльну
тотожно-хибну формулу, наприклад a∧¬a. Припустимо, що функцiя f приймає
ненульовi значення. Кожному рядку таблицi (1.5), в якому ∗ = 1 спiвставимо
елементарну кон’юнкцiю (1.3) за правилом εi = 1, якщо на i− й позицiї цього
рядка стоїть 1 i εi = 0 в протилежному випадку. З’єднавши отриманi одночлени
через диз’юнкцiї отримуємо потрiбну формулу у виглядi ДНФ. Ця процедура
побудована на тому, що елементарна кон’юнкцiя iнтерпретується як 1 тодi i
тiльки тодi, коли кожен спiвмножник iнтерпретується як 1.

Питання: Якою має бути ця процедура, щоб отримана формула була у ви-
глядi КНФ?

Повнота системи зв’язок {¬,→} випливає з еквiвалентностей, якi легко пе-
ревiряються,

X ∨ Y ' ¬X → Y ;

X ∧ Y ' ¬(X → ¬Y),

а також властивостi 6) на ст.11. Для решти наборiв довести самостiйно.
Для доведення неповноти системи зв’язок {→,↔,∨,∧}, зауважимо, що будь-

яка формула записана тiльки за їх допомогою, має таку властивiсть: якщо всi
простi висловлювання, що входять в неї будуть проiнтерпретованi як 1, то таким
же буде значення iнтерпретацiї i на всiй формулi. Припустимо, що зв’язку ¬
можна виразити, через зв’язки вказаного набору. Тодi має мiсце еквiвалентнiсть

¬x ' F (x, y, . . .),

де формула F записана тiльки за допомогою зв’язок iз вказаного набору. Проiн-
терпретуємо всi простi висловлювання x, y, ... як 1, тодi значення iнтерпретато-
ра на лiвiй формулi є 0, а на правiй, як зазначалося є 1. Отримана суперечнiсть
доводить п. 2.

Означення 1.1.8. ДНФ (КНФ) формули F називається досконалою ДДНФ
(ДКНФ), якщо кожна її елементарна кон’юнкцiя (диз’юнкцiя) мiстить по
одному разу усi простi висловлювання, що входять у формулу F .

Легко бачити, що за алгоритм, запропонований при доведеннi повноти набо-
ру {¬,∧,∨} , можна отримати формулу як у виглядi ДДНФ так i ДКНФ. Тим
самим доведено

Наслiдок 1.1.1. Будь-яка формула, яка не є тотожно-хибною (тотожно-
iстинною), еквiвалентна ДДНФ (ДКНФ).

Приклад 1.1.6. Побудуємо ДДНФ i ДКНФ формули

F = (x → y) ↔ (y → x).
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Спочатку побудуємо таблицю iстиностi цiєї формули

x y I(x −→ y) I(y −→ x) I(F)

0 0 1 1 1

1 1 1 1 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 0

(1.6)

Для побудови ДДНФ випишемо рядки, для яких I(F) = 1 i вiдповiднi їм
елементарнi кон’юнкцiї за правилом описаним в доведеннi теореми (1.1.4).
Рядку (0, 0) буде вiдповiдати елементарна кон’юнкцiя (¬x∧¬y) , а рядку (1, 1)
— (x ∨ y). Отже ДДНФ формули буде

(¬x ∧ ¬y) ∨ (x ∧ y).

Для побудови ДКНФ випишемо рядки, для яких I(F) = 0, i для кожного та-
кого рядка побудуємо елементарну диз’юнкцiю за таким правилом: εi = 1,
якщо на i− й позицiї цього рядка стоїть 0 i εi = 0 в протилежному випадку.
Потiм з’єднаємо отриманi одночлени через кон’юнкцiї i отримаємо потрiбну
формулу у виглядi КНФ. Отже, формула F набуває значення 0 на векторах
(1, 0) i (0, 1), вiдповiднi елементарнi диз’юнкцiї — (¬x ∨ y) i (x ∨ ¬y). Таким
чином ДКНФ формули F буде

(¬x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬y).

Питання: Чи будуть повними системи зв’язок {¬,↔}, {¬,⊕}?
Введемо в розгляд ще двi логiчнi операцiї:
X|Y -штрих Шефера.- приймає значення "хиба"тiльки коли X та Y iстиннi;

стрiлка Пiрса (або стрiлка Лукаcевича), X ↑ Y яка приймає значення 1 тiльки
коли X та Y хибнi.

X Y X|Y X ↑ Y

0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 0

Теорема 1.1.5. Системи, що мiстять тiльки одну зв’язку {|}, {↑} є повни-
ми.

Довести теорему самостiйно.
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Релейно-контактнi схеми.
Релейно-контактнi схеми складаються з включаючих та розмикаючих реле,

якi будуть зображуватися наступним чином:

a

a

Перше реле замикає ланцюг, якщо на нього подано сигнал 1 (I(a) = 1).
Друге реле в цiй ситуацiї ланцюг розриває. Сама схема утворюється шляхом
композицiї паралельних

a

b

та послiдовних

a b

з’єднань. При цьому I(a) = 1 означає, що всi реле, позначенi лiтерою a, зами-
кають схему, а тi, що позначенi ¬a її розмикають. Таким чином кожнiй релейно-
контактнiй схемi можна спiвставити бульову функцiю, яку часто називають
функцiєю провiдностi схеми, значенням якої, при даних станах вмикаючих та
розмикаючих реле, є 1, якщо ток проходить через схему (лампочка горить),
i 0 в протилежному випадку. Очевидно, що таблиця бульової функцiї провiд-
ностi вищенаведеного паралельного з’єднання збiгається з таблицею iстинностi
формули a ∨ b, a таблиця бульової функцiї провiдностi послiдовного з’єднання
збiгається з таблицею iстинностi формули a∧b. Важливою iнженерною задачею
є побудова по таблицi значень бульової функцiї вiдповiдної релейно-контактної
схеми. В принципi цю задачу розв’язує запропонований вище алгоритм побудо-
ви ДДНФ (ДКНФ). Але отриманi схеми можуть бути далекими вiд оптималь-
них. Задача мiнiмiзацiї таких схем або бульових функцiй є давньою складною
задачею i в загальному випадку не має розв’язку. Тобто не iснує загального ал-
горитму, який би за таблицею функцiї провiдностi будував схему з мiнiмальною
кiлькiстю реле.
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Приклад 1.1.7. Спростити схему
a

b d

c d

d

d

a

b

b

c

c

Випишемо формулу F , що вiдповiдає заданiй схемi.

F = a ∨ (((b ∧ c) ∨ (c ∧ ¬d)) ∧ a) ∨ (b ∧ c ∧ d) ∨ (b ∧ ¬c ∧ d).

Використовуючи тотожнiсть X ∨ (Y ∧ X ) ' X можемо спростити першу
частину формули:

a ∨ (((b ∧ c) ∨ (c ∧ ¬d)) ∧ a) ' a.

Використовуючи закони дистрибутивностi i поглинання iншу частину фор-
мули F можна переписати у виглядi:

(b ∧ c ∧ d) ∨ (b ∧ ¬c ∧ d) ' ((b ∧ d) ∧ (c ∨ ¬c) ' (b ∧ d).

Отже формула F є еквiвалентною формулi

a ∨ (b ∧ d),

а спрощена схема, вiдповiдно, буде мати вигляд
a

b d

1.2 Висловлювальнi форми i предикати.

Наведемо добре вiдомий силогiзм Арiстотеля.

Людина є смертною, Сократ — людина,
|=

отже, Сократ — смертний.
Введемо позначення для простих висловлювань: Людина смертна — a, Со-

крат — людина b, Сократ — смертний c. Тодi на мовi числення висловлювань
маємо такий логiчний наслiдок

a, b |= c,
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який, очевидно, є неправильним (I(a) = I(b) = 1, I(c) = 0). Причиною цього
є надзвичайно бiднi виразнi можливостi числення висловлювань, як матема-
тичної моделi логiчних мiркувань людини. Бiльш складною моделлю логiки є
числення висловлювальних форм або предикатiв.

Означення 1.2.1. Висловлювальна форма - це твердження, в якому пропу-
щенi певнi слова; пiсля заповнення порожнiх мiсць назвами елементiв з пев-
ної множини D висловлювальна форма стає висловлюванням.

Приклад 1.2.1. a) " є простим числом", тут D може бути множиною
натуральних чисел N;

b) " є людиною", D− множина живих iстот;

c) " є братом ",D− множина людей;

d) "число бiльше за число ", тут D може бути множиною дiйсних
чисел R;

e) "сумою чисел та є число ", тут D може бути множиною
дiйсних чисел R;

f) "висловлювання є логiчним наслiдком висловлювань , , ,"тут
D є множина формул числення висловлювань.

Зауважимо, що пiдстановка 6 ∈ D = N у висловлювальну форму a) дає
висловлювання "6 є простим числом", а пiдстановка iмен людей "Микола"та
"Оксана"у висловлювальну форму c) дає висловлювання "Микола є братом
Оксани". Надалi ми будемо записувати висловлювальнi форми у виглядi A(x),
B(y), F (x, y), R(x, y, z), де змiнним x, y, z можуть надаватись значення з мно-
жини D пiсля чого отримуємо висловлювання

A(d1), B(d2), F (d2, d3), R(d4, d5, d6), di ∈ D, i = 1, 2, . . . , 6.

Означення 1.2.2. Кiлькiсть змiнних, вiд яких залежить висловлювальна
форма, називається її арнiстю .

Так, у наведених вище прикладах ми маємо висловлювальнi форми арностi 1
(унарнi висловлювальнi форми) у випадках a), b), висловлювальнi форми арно-
стi 2 (бiнарнi висловлювальнi форми) у випадках c), d), висловлювальнi форми
арностi 3 (тернарнi висловлювальнi форми) у випадках e), f). Зауважимо, що
якщо надати певним змiнним значень, то арнiсть форми знижується. Напри-
клад, якщо R(x, y, z)− тернарна висловлювальна форма i покласти x := d1 ∈
D, то отримаємо бiнарну форму R(d, y, z), а якщо x := d1, z := d3 ∈ D, то
маємо унарну форму R(d1, y, d3). Природно вважати звичайнi висловлювання
(формули числення висловлювань) висловлювальними формами арностi 0.
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Означення 1.2.3. Визначити дiю iнтерпретатора Ic на висловлювальнiй
формi
A(x1, x2, . . . , xn) означає описати iнтерпретацiю всiх висловлювань, якi вона
задає. Тобто слiд спiвставити кожному набору (d1, d2, . . . , dn), di ∈ D, еле-
мент I(A)(d1, d2, . . . , dn) ∈ {0, 1}. Отже, результатом дiї iнтерпретатора
Ic на висловлювальну форму A є предикат Ic(A) — функцiя, яка приймає
значення в областi iстинностi {0, 1}.
Означення 1.2.4. Функцiя, яка ставить у вiдповiднiсть кожному набору
(d1, d2, . . . , dn), di ∈ D, елемент з множини {0, 1} називається n–мiсним (n–
арним) предикатом визначеним на множинi D.

Найпростiшою формою визначення предикату Ic(A)(d1, d2, . . . , dn) є табли-
чний

I(x1) I(x2) I(x3) . . . I(xn) Ic(A)(I(x1), . . . , I(xn))

d11 d12 d13 . . . d1n ∗
d21 d22 d23 . . . d2n ∗
d31 d32 d23 . . . d3n ∗
... ... ... ... . . . ∗
dk1 dk2 dk3 . . . dkn ∗

. (1.7)

Тут (di1, di2, di3 . . . din) пробiгає всi можливi набори (d1, d2, . . . , dn), di ∈ D, k =
|D|n, ∗ = 0, 1.

Таким чином, щоб проiнтерпретувати висловлювальну формуA(x1, x2, . . . , xn)
як предикат, треба обрати область iнтерпретацiї — множину D, i спiвставити
цiй формi предикат Ic(A) вiдповiдної арностi, визначений на цiй множинi. Са-
ме тому, надалi, замiсть числення висловлювальних форм будемо говорити про
числення предикатiв.

1.2.1 Операцiї над висловлювальними формами (предикатами) Лег-
ко бачити, що всi введенi ранiше операцiї над висловлюваннями природним
чином переносяться на висловлювальнi форми. Враховуючи попереднє озна-
чення, зрозумiло що значить проiнтерпретувати формули виду A(x, y, z, . . .) ∗
B(x, y, u, v, . . .), де ∗− одна з бiнарних зв’язок числення висловлювань або фор-
мулу ¬A(x, y, z, . . .).

Крiм цих операцiй вводяться операцiї квантування.

Означення 1.2.5. Якщо A(x1, x2, . . . , xn)- висловлювальна форма арностi n,

то за означенням, висловлювальна форма F(x2, x3, . . . , xn) = ∀x1A(x1, x2, . . . , xn)
арностi n− 1 має iнтерпретуватися наступним чином:

1. надати вiльним змiнним x2, x3, . . . , xn формули F значень з множини D;
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2. для обраних значень x2 := d2, x3 := d3, . . . , xn := dn проiнтерпретувати всi
висловлювання з множини {A(d, d2, d3, . . . , dn)|d ∈ D};

3. якщо принаймнi для одного значення d ∈ D результатом iнтерпретацiї
висловлювання A(d, d2, d3, . . . , dn) є 0, то висловлювання F(d2, d3, . . . , dn)
iнтерпретується як 0, якщо ж для всiх значень d ∈ D, результатом
iнтерпретацiї висловлювання A(d, d2, d3, . . . , dn) є 1, то висловлювання
F(d2, d3, . . . , dn) iнтерпретується як 1.

Означення 1.2.6. Якщо A(x1, x2, . . . , xn)- висловлювальна форма арностi n,

то за означенням, висловлювальна форма F(x2, x3, . . . , xn) = ∃x1A(x1, x2, . . . , xn)
арностi n− 1 має iнтерпретуватися наступним чином:

1. виконати пункти 1 та 2 з попереднього означення;

2. якщо принаймнi для одного значення d ∈ D результатом iнтерпретацiї
висловлювання A(d, d2, d3, . . . , dn) є 1, то висловлювання F(d2, d3, . . . , dn)
iнтерпретується як 1, якщо ж для всiх значень d ∈ D, результатом
iнтерпретацiї висловлювання A(d, d2, d3, . . . , dn) є 0, то висловлювання
F(d2, d3, . . . , dn) iнтерпретується як 0.

Зрозумiло що треба змiнити в означеннях, щоб проiнтерпретувати формули
∀xiA(x1, x2, . . . , xn), ∃xiA(x1, x2, . . . , xn), i = 2, 3, . . . , n.

1.2.2 Синтаксис числення висловлювальних форм (предикатiв). В
численнi висловлювань найпростiшими були формули, якi не мiстили логiчних
зв’язок, якi ми називали простими висловлюваннями. Аналогiчним чином в
численнi предикатiв визначаються атомарнi формули, з яких за допомогою ви-
щенаведених операцiй будуються складенi формули.

1. якщо A(x1, x2, . . . , xn)− висловлювальна форма, що не мiстить логiчних
зв’язок, i t1, t2, ..., tn певнi функцiї вiд однiєї або багатьох змiнних, що ви-
значенi на множинi D i приймають значення в множинi D (їх називають
термами), то формули виду A(t1, t2, . . . , tn) є формулами числення вислов-
лювальних форм, якi називають атомарними;

2. якщо F(x, y, . . .), G(x, y, u, . . .) є формулами числення висловлювальних
форм, то i формули
(F(x, y, . . .)) ∗ (G(x, y, u, . . .)), ∀xF(x, y, . . .), ∃yF(x, y, . . .),∀yG(x, y, . . .),
∃xG(x, y, . . .) будуть також формулами числення висловлювальних форм.
Тут ∗ ∈ {∨,∧,→,↔}.

З означення синтаксису випливає, що формула F числення висловлювальних
форм (предикатiв) має такий вигляд

F = F (A(t1, t2, . . .), B(t1, t2, . . .), C(t1, t2, . . .), . . .) . (1.8)
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Тут A,B,C, . . . — атомарнi формули (простi висловлювальнi форми), t1, t2, . . .
— функцiї вiд змiнних x1, x2, x3 . . ., зокрема можливо ti = xj.

У випадку коли всi атомарнi формули мають арнiсть 0, тобто вони є прости-
ми висловлюваннями, маємо просто формулу числення висловлювань.

Змiнна, що входить у формулу i не попадає пiд дiю жодного квантора нази-
вається вiльною, в протилежному випадку вона називається зв’язаною.

Приклад 1.2.2. Формула ∀yA(x, f(x, y)) → B(x) є формулою числення пре-
дикатiв, в якiй A(x, f(x, y)) i B(x) — атомарнi формули, x, y — змiннi (x –
вiльна, y — зв’язана), f — функцiональна константа.

Розглянемо виразнi можливостi цiєї мови на прикладах i спробуємо записати
на нiй такi твердження:

Приклад 1.2.3. 1) "всi корови люблять сiно;"
2) "не всi акули нападають на людей."

Цi твердження можна подати як висловлювальнi форми, якщо ввести такi
простi унарнi висловлювальнi форми:

K(x)− ”x” є коровою, LC(x)− ”x” любить сiно, A(x)− ”x” є акулою,
At(x)− ”x” нападає на людей. А тепер спробуйте записати твердження 1), 2)
на мовi висловлювальних форм.

Наведемо тепер приклади з математики.

Приклад 1.2.4. Послiдовнiсть дiйсних чисел an є обмеженою.
Послiдовнiсть дiйсних чисел an є монотонна.
Послiдовнiсть дiйсних чисел an є збiжною.

Введемо висловлювальну форму ”x < y число x менше за число y i функцiю
f(x, y) = |x − y|, визначенi на множинi всiх дiйсних чисел. Тодi маємо такi
висловлювальнi форми

∃c∀n(an < c) ∧ (−c < an);

(∀n∀m((n < m) → (an < am))) ∨ (∀n∀m((n < m) → (am < an))) ;

∃A ∀ε ∃n∗ ∀n ((0 < ε) ∧ (n∗ < n)) → (|an − A| < ε).

1.2.3 Семантика числення висловлювальних форм (предикатiв).

Означення 1.2.7. Iнтерпретацiя формули F здiйснюється за такою схемою:

1) Обирається множина D− область iнтерпретатора.
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2) Визначаються iнтерпретацiї всiх атомарних формул, що входять у фор-
мулу, шляхом спiвставлення їм довiльних предикатiв вiдповiдної арно-
стi, визначених на множинi D (див. означення 1.2.3).

3) Оскiльки, замiсть змiнних в предикат можна пiдставляти функцiї, якi
приймають значення в областi D, то слiд їх також визначити, напри-
клад табличками їх значень.

4) Користуючись правилами iнтерпретацiї логiчних зв’язок визначається
дiя iнтерпретатора на самiй формулi, тобто висловлювальна форма iн-
терпретується як вiдповiдний предикат Ic(F), будується таблиця ви-
гляду (1.7).

5) Визначається iнтерпретацiя Iv вiльних змiнних, яка вiльним змiнним
формули F надає певних значень з областi D, тобто обирається набiр
(d1, d2, . . . , dn), di ∈ D : Iv(xi) = di, пiсля чого з таблицi (1.7) визначає-
ться значення I(F) ∈ {0, 1}.

Приклад 1.2.5. Побудуємо яку-небудь iнтерпретацiю формули

F = ∀yA(x, f(x, y)) → B(x)

з попереднього прикладу.
1. Оберемо трьох-елементну область D = {a, b, c}
2. Визначимо бiнарний предикат A на цiй множинi:

y
x a b c

a 1 0 0

b 0 0 1

c 0 1 0

Визначимо унарний предикат B

a b c

1 0 0

3. Спiвставимо функцiональнiй константi f функцiю Ic(f) : D ×D → D,

яку ми задамо таблицею:

y
x a b c

a b c c

b a a b

c b b b
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4. Складемо таблицю предиката Ic(∀yA(x, f(x, y)) → B(x))

a b c

1 1 0

5. Якщо вiльну змiнну x як b (Iv(x) = b), то I(F) = 1, а якщо покласти
Iv(x) = c, то маємо I(F) = 1.

Означення 1.2.8. Означення тотожно-iстинної, виконливої, тотожно-хибної,
еквiвалентних формул, а також логiчного наслiдку, данi ранiше для числення
висловлювань, дослiвно переносяться на числення висловлювальних форм.

Зауважимо тiльки, що довiльнiсть тут полягає у виборi довiльної множини
D (п. 1 означення iнтерпретацiї довiльної формули), довiльних предикатiв для
iнтерпретацiї атомарних формул, п. 2, довiльних функцiй однiєї або багатьох
змiнних, визначених на D, якi приймають значення теж в цiй множинi п.4,
виборi довiльних значень для присвоєння вiльним змiнним п. 5.

Повернемося тепер до силогiзму Аристотеля i спробуємо сформулювати цей
логiчний висновок через висловлювальнi форми. Для цього введемо вислов-
лювальнi форми: Людина(x) x є людиною, Смертний(x) x є смертним, тодi
силогiзм запишеться наступним чином:

∀x(Людина(x) → Смертний(x)),Людина(Сократ) |= Смертний(Сократ).

Дiйсно, якщо
I( ∀x (Людина(x) → Смертний(x))) = 1, то
I( Людина( Сократ) → Смертний(Сократ)) = 1, тодi за modes ponens маємо

Людина(Сократ) → Смертний(Сократ),Людина(Сократ) |= Смертний(Сократ).

Теорема 1.2.1. Двi формули F1,F2 числення предикатiв еквiвалентнi тодi i
тiльки тодi, коли формула F1 ↔ F2 є тотожно-iстинна.

Всi еквiвалентностi числення висловлювань мають мiсце i в численнi преди-
катiв.

Приклад 1.2.6. Доведемо таку еквiвалентнiсть формул числення предика-
тiв

(∀xA(x)) ∧ (∀xB(x)) ' ∀x(A(x) ∧ B(x)).

Покладемо F = (∀xA(x))∧(∀xB(x)), G = ∀x(A(x)∧B(x)). Припустимо, що
для деякої iнтерпретацiї I маємо I(F) = 1. Тодi для цiєї iнтерпретацiї маємо
I(∀xA(x)) = I(∀xB(x)) = 1, Звiдки, для всiх d ∈ D будемо мати I(A(d)) =
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1, I(B(d)) = 1, а отже I(A(d) ∧ B(d)) = 1. Таким чином отримуємо, що
I(G) = 1.

Припустимо тепер, що для деякої iнтерпретацiї I маємо I(F) = 0. Це
означає, що або I(∀xA(x)) = 0 або I(∀xB(x)) = 0. Не втрачаючи загальностi
будемо вважати, що виконується перша рiвнiсть. З неї випливає, що iснує
елемент d∗ ∈ D : I(A(d∗)) = 0. Звiдси отримуємо, що I(A(d∗)∧B(d∗)) = 0, а
отже I(G) = 0. Цим еквiвалентнiсть формул доведена.

Наведемо також iншi приклади еквiвалентностей числення предикатiв

¬∀xA(x) ' ∃x¬A(x),

¬∃xA(x) ' ∀x¬A(x),

Вправа 1.2.1. Перевiрити, що формули наведенi вище є еквiвалентностями.

Вправа 1.2.2. Перевiрити, чи справдi мають мiсце наступнi еквiвалентно-
стi:

(∀xA(x)) ∨ (∀xB(x))
?' ∀x(A(x) ∨ B(x)),

∀x∀yA(x, y)
?' ∀y∀xA(x, y),

∀x∃yA(x, y)
?' ∃y∀xA(x, y),

∃x∀yA(x, y)
?' ∀y∃xA(x, y)?

1.3 Задачi

1. Наступне складне речення розкласти на простi висловлювання i записати
за допомогою логiчних зв’язок:
a) Ведмiдь зможе поїсти меду тодi i тiльки тодi, коли вiн полiзе на дерево,
i на цьому деревi будуть жити дикi бджоли.
b) Якщо я пiду в лiс i побачу там ведмедя, то сильно злякаюсь, а якщо я
сильно злякаюсь, то забуду про зустрiч з другом, отже, щоб не забути про
зустрiч з другом, я не пiду до лiсу.

2. Побудувавши таблицi iстиностi, перевiрити, чи будуть такi формули тав-
тологiями:
a) (d ↔ c) → (d → c),
b) (c → ¬d) → (d → ¬c),
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c) ((c → d) → c) → d,

d) (a → b) → ((a ∨ c) → b),
e) (a → (b → c)) ↔ (b → (a → c)).

3. Методом вiд супротивного пересвiдчитися, чи будуть тавтологiями такi
формули:
1) (p1 → p2) → ((p1 ∨ p3) → (p2 ∨ p3)),
2) ((¬p1 ∨ p2) ∧ (p1 ∨ ¬p2)) → ((p1 → (p2 ∨ p3)) → (p1 → p3)),
3) (p1 → p2) → ((p2 → p1) → (p1 ↔ p2)),
4) ((p1 → p2) ∧ (p3 → p4)) → ((p1 ∨ p3) → (p2 ∨ p4)),
5) ((p1 → p2) ∧ (p3 → p2) ∧ (p4 → p2)) −→ ((p1 ∧ p3 ∧ ¬p4) → p2),
6) ((p1 → p2) ∨ (p1 → p3) ∨ (p1 → p4)) −→ ((p1 → (p2 ∨ p3 ∨ p4)).

4. Чи є логiчними такi мiркування: а) якщо Петров є членом нашої коман-
ди, то вiн обов’язково хоробрий i добре володiє технiкою удару. Але вiн не
належить до нашої команди. Отже, вiн або не хоробрий, або ж не володiє
технiкою удару; б) В спортивному клубi мiста Кумертау є такi правила:
той, хто не займається в шаховiй секцiї, не може займатись в секцiї пла-
вання. Кожен, хто вiдвiдує заняття з шахiв, повинен вiдвiдувати також
секцiю плавання i спортивної гiмнастики. Отже, кожен, хто займається в
секцiї плавання в цьому клубi, повинен вiдвiдувати заняття зi спортивної
гiмнастики.

5. Чи є логiчними такi мiркування: а) студент не складе екзамен, якщо погано
до нього пiдготується. Якщо ж вiн не складе екзамен, то не буде отриму-
вати стипендiю. Отже, якщо студент погано пiдготується до екзамену, то
вiн не матиме стипендiї; б) якщо x − 2 =

√
x− 2, то x2 − 4x + 4 = x − 2.

Але остання рiвнiсть має мiсце лише тодi, коли (x− 2)(x− 3) = 0, а це ви-
конується лише в тому випадку, коли x = 2 або x = 3. Отже, x = 2 i x = 3
- коренi початкового рiвняння, тобто з x = 2 випливає

√
x− 2 = x− 2, а з

x = 3 випливає x− 2 =
√

x− 2.

6. Чи є логiчними такi мiркування: а)намiчена атака пройде вдало, якщо по-
чнеться несподiвано для суперника, або ж якщо його позицiї будуть погано
захищенi. Захопити його зненацька можна лише тодi, коли вiн досить без-
печний. Але якщо його позицiї погано захищенi, то вiн не буде безпечним.
Отже, атака не вдасться; б) якщо

√
2 - рацiональне число m

n (нескоротний
дрiб), то m2 = 2n2. Найвищий степiнь двiйки, який є дiльником m2 —
парний. Оскiльки з рiвностi m2 = 2n2 випливає, що m2 дiлиться на 2, то
цей степiнь бiльше двох. Отже, m дiлиться на 2. А тому n — непарне, тоб-
то найвищий степiнь двiйки, на який дiлиться 2n2, дорiвнює 1 (<2). А це
неможливо, бо m2 = 2n2. Таким чином,

√
2 iррацiональне число.
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7. Чи буде повною така схема логiчних зв’язок {∧,↔, 0}; ?
8. Використовуючи перетворення в алгебрi логiки, пересвiдчитися, що фор-

мули
1)(¬(x1 ∨ x2) → (x1 ∧ x2 ∧ x3)) ∨ ¬(x1 ∧ x3),
2)((x1 → x2) ∧ (x3 → x4) ∧ (x5 → x6)) → ((x1 ∧ x3 ∧ x5) → (x2 ∧ x4 ∧ x6)),
3)((x1 ∨ x2 ∨ x3) → (¬x1 ∧ ¬x2)) ∨ (x1 ∧ (x2 ∨ ((x3 ∨ x4) ∧ x2)))
є тавтологiями.

9. Перетворити формули алгебри логiки
1)((x1 → x2) ∧ (x1 ∨ (x2 ∧ x3)) ∧ (x1 → x3)) ∨ ¬x3,

2)((x1 ∧ x2) ∨ x3) → (x1 → (x2 ∨ x3))
звiвши кiлькiсть дiй до однiєї.

10. Чи правильно стоїть знак |= у спiввiдношеннях
а) x → y, y → z, z → u |= x → u;
б) x ∧ y ∧ ¬z, y → z, y → x |= y → (x ∨ z);
в) (x ∧ y) → z, (x ∨ y) → ¬z |= x ∧ y ∧ z;
г) x → y, z → u,¬y ∨ ¬u |= ¬x ∨ ¬y;
д) x → y, x → ¬y |= ¬x;
е) ¬x → ¬y,¬x → ¬(y ∨ z),¬z |= ¬x ∨ ¬y?

11. Набiр формул F1, F2, . . . , Fs називається суперечливим, якщо логiчними
наслiдками з формул F1, F2, . . . , Fs є тотожно фальшивi формули. Чи бу-
дуть суперечливими такi набори формул: а) x ↔ ¬y,¬x → ¬z, x∨z, z → y,
б) (x ∨ y) → z,¬x ∧ y ∧ z?

12. Дехто А тримає в руцi ( невiдомо в правiй чи в лiвiй ) монету. Вiдомо, що
А завжди або обманює, або говорить правду ( але невiдомо, що саме). Яке
питання потрiбно задати А, щоб взнати, в якiй руцi у нього монета?

13. Потрiйним штрихом Шефера назвемо логiчну дiю |3, яка визначається так:
висловлювання |3(x1, x2, x3) хибне тодi й тiльки тодi, коли висловлювання
x1, x2, x3 - iстиннi. Чи буде система {|3} повною?

14. Перетворити формули алгебри логiки
a)(x1 ∨ (x2 → x3)) ∧ ((x1 ∨ x2) ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ ¬x3);
b)¬(x1 → x3) ∨ ¬(x2 → x3) ∨ x3,

звiвши кiлькiсть дiй до двох.

15. Чи буде повною система логiчних зв’язок {⊕, 0, 1}?
16. Якщо формули A∨B i ¬A∨C є тавтологiями, то B ∨C - також. Довести

це.
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17. Для яких n формула

a)Fn(x) = (. . . ((((x → ¬x) → x) → ¬x) → x) → . . .);
b)Fn(x) = (. . . ((((x → x) → x) → x) → x) → . . .),
що мiстить n знакiв iмплiкацiї, є тавтологiєю?

18. За допомогою таблиць iстинностi побудувати ДДНФ та ДКНФ для формул
алгебри логiки
a)((x → y) ↔ (z ∨ x)) → x,

b)((x ∧ y) → ¬z) ∨ (x ∧ (¬y → z),
c)(x ↔ ((z ∧ y) → x)) ∨ (y ∧ ¬z),
d)((x ↔ (y ∨ z)) → (y ∧ ¬x)) → (y ∨ ¬z).

19. Застосовуючи алгоритм зведення до ДНФ та КНФ, побудувати ДНФ та
КНФ, рiвносильнi формулам:
a)(x ∧ (y ∨ ¬(z → u))) ↔ (x ∨ (¬y ↔ z)),
b)(x ∧ (y ∨ ¬(z → u))) ↔ (y → (¬u ↔ x)),
c)(x ∧ ¬(z ↔ y))) → (x → (¬y ∨ x)).

20. Спростити схему.

a)

x y

y

x

z

z

b)

x z y

y x z

y zx

x y z
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c)

a

b

a

a

a

x

x

y

z

z

y

c

21. Побудувати мiнiмальну (таку, що мiстить найменш можливу кiлькiсть змiн-
них) ДНФ, яка рiвносильна формулi:
a)((x ∧ y) → z) ↔ x,

b)((x ∨ z) ↔ y) → ¬x).

22. Знаючи ДКНФ формул А, В, побудувати ДКНФ формули A ∨B.

23. Знаючи ДКНФ формул А, В, побудувати ДКНФ формули A ∧B.

24. Спростити схему.

b

a

y

y

y

yx

x

x

y

a

25. З n контактiв x1, x2, . . . , xn скласти релейно-контактну схему, яка б спра-
цьовувала тодi й лише тодi, коли ввiмкнено деякi, але не всi контакти.

26. З n контактiв x1, x2, . . . , xn скласти релейно-контактну схему, яка б спра-
цьовувала тодi й тiльки тодi, коли замкнено не бiльше k контактiв.
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27. Спростити схему.

a)

2

12

1

01

8

10

43

6 7

9

5

PSfrag replacements
f
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f

b
c
a
¬b
¬d
¬c
¬f

Рис. 1.1:
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a6
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a4

a4

a5

a1
a2

a2

a7

a8

PSfrag replacements

u
x
¬x
¬y

¬z
z

¬u
y

Рис. 1.2:

28. Скласти n-контактну схему з контактiв x1, x2, . . . , xn, яка б спрацьовувала
тодi й тiльки тодi, коли замкнено точно k контактiв.

29. Мiж поверхами двоповерхового будинку є одна лампа. Побудувати схему
так, щоб на кожному поверсi можна було вимикачем включати i виключати
свiтло незалежно вiд положення iншого вимикача.

30. Потрiбно, щоб в великому залi можна було включати i виключати свiтло за
допомогою будь-якого з чотирьох вимикачiв, що розташованi на чотирьох
стiнах залу. Скласти схему.

31. Комiтет складається з п’яти осiб, рiшення приймається бiльшiстю голосiв.
Якщо голова голосує проти, рiшення не приймається. Скласти таку схему,
щоб голосування вiдбувалось натисканням на кнопку, i у випадку, коли
рiшення прийняте, включалась лампа.
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32. Спростити схему.

a)
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a4
a4
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a1

a7

a3

a1
a8
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PSfrag replacements
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Рис. 1.3:
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PSfrag replacements
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c
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¬b
¬c
d
¬d

Рис. 1.4:

33. Записати на мовi числення предикатiв такi твердження

1. Жодному лисому не потрiбен гребiнець.

2. Не всi двiйочники ледачi.

3. Деякi митцi не є неробами.

4. Деякi нероби не є митцями.

5. Той хто вмiє приборкувати крокодилiв заслуговує на повагу.

6. Деякi свинi не є орлами.

7. Квадратнi коренi з деяких рацiональних чисел - iррацiональнi.

8. Простих чисел бiльших за 101010 не iснує.

9. Деякi людожери - поганi люди.

34. Нехай на множинi людей задано предикати: Б (x, y) = "х батько у", М (x,
y) = "х мати у", С (х, у) = "х син у", Д (х, у) = "х дочка у". Виразити
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через них такi предикати: "х брат у", "х тiтка у", "х сестра у", "х вуйко
у", "х дiд у з боку батька".

35. Нехай предикати P1(x) = "х - точка", P2(x) = "х - пряма", P3(x, y) =
"х належить у"визначенi на множинi точок i прямих площини. Виразити
через них предикати: "прямi х, у перетинаються", "точки x, y, z лежать на
однiй прямiй","точки х, у лежать на прямiй, що паралельна до прямої z",
"прямi х i у - паралельнi".

36. Записати формулою в сигнатурi P1, P2, P3 твердження:
a)через кожну точку, що не лежить на данiй прямiй, можна провести тiльки
одну пряму, паралельну до даної.
b) "двi прямi перетинаються не бiльше нiж в однiй точцi".
c) "через кожнi двi точки можна провести тiльки одну пряму".

37. Нехай 1(x), 0(x), S(x, y, z), P (x, y, z) такi предикати визначенi на множинi
N+ натуральних чисел (з нулем): 1(x) = 1 лише тодi, коли x = 1; 0(x) = 1
лише тодi, коли x = 0; S(x, y, z) = 1 лише тодi, коли x+y = z P (x, y, z) = 1
лише тодi, коли xy = z. Виразити через 1(x), 0(x), S(x, y, z), P (x, y, z) такi
предикати:

a: числа x та y рiвнi (x = y);

b: x < y;

c: x ≥ y;

d: число x дiлиться на число y ;

e: число x є часткою вiд дiлення числа y на число z;

f: число x є остачею вiд дiлення числа y на число z;

g: Pr(x) = "x - просте число";

h: Even(x)− "x — парне число";

i: Mpr(x, ) = "x, y — взаємно простi числа";

k: число x є добутком двох простих чисел;

l: Числа x, y, z утворюють пiфагорову трiйку;

m: З вiдрiзкiв довжини яких дорiвнюють x, y, z можна скласти трикутник;

n: x = max(y, z), x = min(y, z).

o: x = 10

p: x дорiвнює 2y + 3z.
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38. Чи будуть тотожноiстиними такi формули:
а) ∀xA(x) → A(y);
б) ¬(∀xA(x)) ↔ ∃x(¬A(x));
в) ∀x(A(x) → B(y)) ↔ (∃xA(x) → B(y))?

39. Чи будуть виконливими формули: а) (∀xA(x, y) ∨ ¬B(y)) → A(x, x);
б) ∀x∀y((∃xA(x, y) ∧ ∀yA(x, y)) ↔ A(x, x))?

40. Нехай предикати P1(x, y), P2(x, y), T (x) задано на множинi {a, b, c} табли-
цями значень:

P1 a b c P2 a b c T
a 1 1 0 a 0 0 0 a 1
b 1 1 1 b 1 0 1 b 1
c 0 1 0 c 1 0 1 c 0

Побудувати таблицi значень предикатiв:
а) ∃y(∀xP1(x, y) → P2(x, y)) ↔ T (x);
б) ∃x(T (x) ↔ ∀yP1(x, y)) ∧ P2(x, y);
в)∀x∃y(∀xT (x) → (∃yP1(x, y) ∨ ∀xP2(x, y))).

41. Чи будуть виконливими формули: а) ∃x∀y(A(x, y) → ∀zB(x, y, z)); б) A(x) →
∀yA(y)?

42. Використовуючи поняття логiчного наслiдку для логiки предикатiв, пе-
ресвiдчитися, чи будуть правильними такi мiркування: а) якщо функцiя
диференцiйовна на даному промiжку, то вона неперервна на ньому. Фун-
кцiя y = sin x диференцiйовна на промiжку [0, π]. Отже, вона неперервна
на ньому; б) якби хто-небудь мiг розв’язати цю логiчну задачу, то й студент
Iванов розв’язав би її. Але вiн її не розв’язав. Отже, ця задача нерозв’язна;
в) якщо кожен з двох людей є родичем третього, то вони також родичi. Iва-
нов i Петров - родичi Сидорова. Отже, Iванов є родичем Петрова; г) якщо
число розкладається на добуток s рiзних простих чисел, то воно має 2s

рiзних дiльникiв. Дане число має точно 2s рiзних дiльникiв. Отже, воно
розкладається на добуток s рiзних простих чисел.
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Роздiл 2

Метод математичної iндукцiї. Рекурентнi
спiввiдношення

2.1 Метод математичної iндукцiї

Нехай область iнтерпретацiї D є множиною натуральних чисел N i A(x)− де-
який унарний предикат. Метод математичної iндукцiї можна визначити, як та-
кий логiчний наслiдок:

A(1),∀n(A(n) → A(n + 1)) |= ∀nA(n). (2.1)

Доведемо, що цей логiчний наслiдок правильний. Нагадаємо, що для цього
треба довести що якщо для деякої iнтерпретацiї I має мiсце

I(A(1)) = I(∀n(A(n) → A(n + 1))) = 1,

то
I(∀nA(n)) = 1.

Доведемо це методом вiд супротивного: припустимо, що для деякої iнтерпре-
тацiї I має мiсце I(∀nA(n)) = 0. За означенням 1.2.5 маємо, що iснують такi
натуральнi числа m : I(A(m)) = 0. Серед таких чисел завжди можна обрати
найменше - m∗ (це властивiсть множини натуральних чисел). Якщо m∗ = 1, то
маємо I(A(1)) = 0. Якщо ж m∗ > 1, то I(A(m∗−1)) = 1, звiдки I(A(m∗−1) →
A(m∗)) = 0. Згiдно 1.2.5, це означає, що I(∀n(A(n) → A(n + 1))) = 0. Отже,
при зробленому припущеннi рiвностi I(A(1)) = I(∀n(A(n) → A(n + 1))) = 1 є
неможливими. Цим твердження доведено.

Висловлювання A(1) в наслiдку (2.1) називається базою iндукцiї, а формула
∀n(A(n) → A(n+1))− iндукцiйним кроком. Оскiльки формула або твердження
може залежати вiд декiлькох числових параметрiв, що є натуральними числа-
ми, то слiд обов’язково вказати по якому з них буде проводитись iндукцiя.

Приклад 2.1.1. Доведемо методом математичної iндукцiї вiдому нерiв-
нiсть Бернулi: для довiльного дiйсного числа x : x > −1 i довiльного на-
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турального n має мiсце:
(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Iндукцiя буде вестись по n.

База iндукцiї: n = 1. При цьому значеннi n будемо мати (1 + x)1 ≥ 1 + 1 · x
i твердження справджується.

Iндукцiйний крок: Припустимо, що виконується нерiвнiсть (1 + x)n ≥ 1 +
nx. Оскiльки, за умовою, x > −1, то знак нерiвностi не змiниться, якщо її
помножити на (1 + x). Тодi отримаємо:

(1 + x)n+1 ≥ (1 + nx)(1 + x) ≥ 1 + (n + 1)x + nx2 ≥ 1 + (n + 1)x

(тут вiдкинуто додатне число nx2 ). Оскiльки мiркування проводилися для до-
вiльного значення n, то тим самим доведено iндукцiйний крок:

∀n (
((1 + x)n ≥ 1 + nx) → ((1 + x)n+1 ≥ 1 + (n + 1)x)

)
.

Отже, згiдно (2.1), маємо

∀n (1 + x)n ≥ 1 + nx.

Приклад 2.1.2. Нерiвнiсть Кошi.
Для будь-якого набору невiд’ємних дiйсних чисел a1, a2, . . . , an має мiсце

нерiвнiсть:
n
√

a1 · a2 · . . . · an ≤ a1 + a2 + . . . + an

n
,

причому рiвнiсть можлива тодi i тiльки тодi, коли a1 = a2 = . . . = an.

Доведення проведемо методом математичної iндукцiї по кiлькостi чисел, тоб-
то по n.

База iндукцiї: n = 1. В цьому випадку маємо a1 ≤ a1 i нерiвнiсть тривiальна.
Iндукцiйний крок. Покажемо, що якщо нерiвнiсть Кошi має мiсце для суку-

пностi з n чисел, то вона має мiсце i для сукупностi з n + 1− го числа.
Покладемо An = a1+a2+...+an

n . Тодi, припущення iндукцiї можна записати на-
ступним чином:

a1 · a2 · . . . · an ≤ (An)
n.

Оскiльки числа ai додатнi i n>1, то An+1

An
> 0 i An+1

An
− 1 > −1.

За нерiвнiстю Бернулi маємо
(

An+1

An

)n+1

=

(
1 +

(
An+1

An
− 1

))n+1

≥ 1 + (n + 1)

(
An+1

An
− 1

)
=

=
An + (n + 1)An+1 − (n + 1)An

An
=

an+1

An
.
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Отже,
An+1

n+1 ≥ An+1
n · an+1

An
= An

n · an+1.

За припущенням iндукцiї маємо,

An
n · an+1 ≥ (a1 · a2 · . . . · an) · an+1.

Цим нерiвнiсть Кошi доведено.

2.2 Рекурентнi спiввiдношення.

Числовою послiдовнiстю називається функцiя натурального аргументу f : N→
R. Послiдовнiсть позначають a1, a2, . . . , an, . . ., або an, n ≥ 1, де an = f(n),
n ≥ 1. Визначити числову послiдовнiсть можна рiзними способами. Можна
виписати явну формулу для обчислення n-го члена послiдовностi, наприклад
an = 2n, а можна записати формулу, яка вказує як наступний член послiдовно-
стi може бути обчислений через попереднi, наприклад an+1 = 2 · an. При цьому
звичайно треба визначити декiлька початкових членiв послiдовностi. Цей спосiб
називають визначенням послiдовностi через рекурентнi спiввiдношення.

Означення 2.2.1. Рекурентним спiввiдношенням називається формула виду:

an+1 = F (an, an−1, . . . , an−k+1),

де F деяка функцiя вiд k аргументiв, яка дозволяє обчислювати наступнi
члени послiдовностi через значення k попереднiх членiв. Якщо вказати першi
k члени послiдовностi a1, a2, . . . , ak, то рекурентне спiввiдношення однозначно
визначає послiдовнiсть am.

Якщо задано рекурентне спiввiдношення, то знаходження явних формул
для послiдовностей якi задовольняють цьому спiввiдношенню називають розв’я-
занням рекурентного спiввiдношення.

Приклад 2.2.1. Арифметична та геометрична прогресiї визначаються та-
кими рекурентними спiввiдношеннями

an+1 = an + d, an+1 = an · q.
Приклад 2.2.2. Рекурентне спiввiдношення

an+1 = an · (n + 1)

визначає послiдовнiсть an = n! = 1·2·3·. . .·n (n - факторiал), якщо покласти
a1 = 1.
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Приклад 2.2.3. Розглянемо задачу про Ханойську вежу: є три кiлочки, на
одному з них знаходяться n дискiв рiзного дiаметра. I, для довiльних двох су-
сiднiх дискiв, виконується таке правило: у нижнього диска завжди дiаметр
бiльше, нiж у верхнього. Тобто на одному з кiлочкiв є "вежа", що складає-
ться з n дискiв. Порахуємо, яку мiнiмальну кiлькiсть крокiв потрiбно зро-
бити, щоб перекласти диски з одного кiлочка на iнший, якщо за один такий
"переклад"можна перекласти тiльки один диск, i диск бiльшого дiаметра не
можна класти на диск меншого дiаметра. Позначимо мiнiмальну кiлькiсть
таких крокiв, яку потрiбно зробити, щоб перекласти n дискiв, через Tn, n ≥ 1.
Зрозумiло, що T1 = 1, T2 = 3. Для того, щоб перекласти n дискiв з першо-
го кiлочка на другий, ми повиннi перекласти спочатку першi n − 1 дискiв
на третiй кiлочок (при цьому зробити Tn−1 "перекладiв"), потiм n–ий диск
перекласти на другий кiлочок, а потiм знову перекласти n − 1 диск з тре-
тього кiлочка на другий (при цьому знову зробивши Tn−1 "перекладiв"). Таким
чином, якщо нам вiдома кiлькiсть крокiв Tn−1, яку треба зробити, щоб пере-
класти n − 1 диск, то кiлькiсть "перекладiв"Tn, яку потрiбно зробити, щоб
перекласти n дискiв можна обчислити за такою рекурентною формулою:

Tn = 2Tn−1 + 1, n ≥ 1.

Лiнiйним рекурентним спiввiдношенням другого порядку називається спiв-
вiдношення

an+1 = Aan + Ban−1, n ≥ 2. (2.2)

Послiдовностi, що задовольняють цьому спiввiдношенню називаються лiнiйни-
ми рекурентними послiдовностями другого порядку або послiдовностями типу
Фiбоначчi.

Теорема 2.2.1. Нехай задано спiввiдношення типу Фiбоначчi (2.2) i заданi
початковi умови a1 i a2. Тодi, якщо α i β — рiзнi коренi рiвняння

x2 − Ax−B = 0, (2.3)

то розв’язок цього рекурентного спiввiдношення має вигляд

an+1 = k1α
n+1 + k2β

n+1, n ≥ 2,

якщо рiвняння (2.3) має єдиний корiнь, тодi розв’язок цього рекурентного
спiввiдношення має вигляд

an+1 = αn+1(k1 + nk2), n ≥ 2,

де k1, k2 — деякi коефiцiєнти, що залежать вiд початкових умов i коренiв
рiвняння (2.3).
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Доведення. Припустимо спочатку, що рiвняння (2.3) має рiзнi коренi. Тодi за
теоремою Вiєта α + β = A i α · β = −B. Використовуючи цi рiвностi спiввiдно-
шення (2.2) можемо переписати у виглядi

an+1 = (α + β)an + α · β · an−1, n ≥ 2, (2.4)

перенесемо αan в лiву частину рiвностi

an+1 − αan = β(an − αan−1), n ≥ 2.

Остання рiвнiсть означає, що послiдовнiсть an+1−αan є геометричною прогре-
сiєю зi знаменником β. Використовуючи формулу n + 1–го члена геометричної
прогресiї можемо записати

an+1 − αan = βn−1(a2 − αa1), n ≥ 2.

Якщо ми тепер в рiвностi (2.4) перенесемо в лiву частину рiвностi βan, то отри-
маємо

an+1 − βan = α(an − βan−1), n ≥ 2,

тобто геометричною послiдовнiстю є також послiдовнiсть an+1 − βan, а тому
можемо записати

an+1 − βan = αn−1(a2 − βa1), n ≥ 2.

Отже ми отримали такi двi рiвностi

an+1 − αan = βn−1(a2 − αa1), n ≥ 2

an+1 − βan = αn−1(a2 − βa1), n ≥ 2

виключаючи з яких an i зробивши деякi перетворення можемо записати

an+1 = αna2 − βa1

α− β
+ βna2 − αa1

β − α
,

Покладемо k1 = a2−βa1

α(α−β) i k2 = a2−αa1

β(β−α) , таким чином остаточно отримаємо
формулу

an+1 = k1α
n+1 + k2β

n+1, n ≥ 2.

Нехай тепер рiвняння (2.3) має єдиний корiнь α. Тодi рiвнiсть (2.4) можна
переписати у виглядi

an+1 − αan = αn−1(a2 − αa1), n ≥ 2

або
an+1 = αan + αn−1(a2 − αa1), n ≥ 2.
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Оскiльки це спiввiдношення справедливе для будь-якого n, то можемо його
записати i для an

an = αan−1 + αn−2(a2 − αa1), n ≥ 2.

Замiнимо в попереднiй рiвностi an на отриманий вираз

an+1 = α(αan−1+αn−2(a2−αa1))+αn−1(a2−αa1) = α2an−1+2αn−1(a2−αa1), n ≥ 2.

Тепер виразимо an−1 через an−2 i пiдставимо в формулу i т.д. Повторюючи
аналогiчну операцiю декiлька раз врештi отримаємо формулу

an+1 = αna1 + nαn−1(a2 − αa1), n ≥ 2.

Таким чином, ввiвши позначення k1 = a1

α i k2 = a2−αa1

α2 , запишемо потрiбну
формулу

an+1 = αn+1(k1 + nk2), n ≥ 2.

Розв’язуючи лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення другого порядку коефiцiєнти
k1 i k2 зручно обчислювати не за допомогою наведених вище формул (вони
досить громiздкi), а використовуючи початковi умови.

Приклад 2.2.4. Послiдовнiсть Фiбоначчi задається рекурентним спiввiдно-
шенням

an = an−1 + an−2, n > 2

i початковими умовами a0 = 0 i a1 = 1. Випишемо вiдповiдне квадратне
рiвняння x2 − x− 1 = 0. Це рiвняння має два коренi α = 1

2(1 +
√

5) i
β = 1

2(1−
√

5), а тому розв’язок рекурентностi будемо шукати у виглядi

an = k1

(
1 +

√
5

2

)n

+ k2

(
1−√5

2

)n

.

Ця рiвнiсть повинна виконуватись для всiх n, а отже i для n = 0 i n = 1,а
тому мають мiсце такi ланцюги рiвностей

0 = a0 = k1

(
1 +

√
5

2

)0

+ k2

(
1−√5

2

)0

= k1 + k2

1 = a1 = k1

(
1 +

√
5

2

)1

+ k2

(
1−√5

2

)1

.

Звiдки знаходимо k1 = 1√
5
i k2 = − 1√

5
. А отже отримаємо формулу

an =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n

− 1√
5

(
1−√5

2

)n

.
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2.3 Задачi

1. Довести тотожностi:
а) 12 + 22 + . . . + n2 = n(n+1)(2n+1)

6 , ∀n ∈ N ;

б) 13 + 23 + . . . + n3 =
(

n(n+1)
2

)2
, ∀n ∈ N ;

в) (n + 1)(n + 2) . . . (n + n) = 2n · 1 · 3 · 5 . . . (2n− 1), ∀n ∈ N .

2. Довести, що число a дiлиться на число b:
а) a = n3 − 7n, b = 6, ∀n ∈ Z;
б) a = 62n−1 + 1, b = 7, ∀n ∈ N ;
в) a = 7n+1 + 82n−1, b = 19, ∀n ∈ N .

3. Довести нерiвностi:
а) 1·3·5...(2n−1)

2·4·6...2n < 1√
n+1 , n ∈ N ;

б) (2n)!
(n!)2 > 4n

n+1 , n > 1;

в) 2n > n3, ∀n ≥ 10;
г) 2n−1(an + bn) > (a + b)n, a > 0, b > 0, ∀n ∈ N .

4. На площинi довiльним чином проведено n прямих. Довести, що чорною i
бiлою фарбами можна так замалювати площину, що будь-якi двi частини,
якi мають спiльну сторону, матимуть рiзний колiр.

5. Довести, що функцiї:
Tn(x) = cos(n arccos x)

Sn(x) = sin((2n + 1) arcsin x)

визначенi на вiдрiзку [−1, 1] збiгаються з деякими многочленами степенiв
n i 2n + 1 вiдповiдно.

6. На скiльки частин розбивають площину n прямих, з яких жоднi двi не
паралельнi i жоднi три не проходять через одну точку?

7. На скiльки частин розбивають площину n гострих однакових кутiв, при-
чому жоднi два променi не паралельнi i жоднi три не проходять через одну
точку?

8. Довести тотожностi:

а)
(
1− 4

1

) (
1− 4

9

)
. . .

(
1− 4

(2n−1)2

)
= 1+2n

1−2n , ∀n ∈ N ;

б) 1 · 2 + 2 · 3 + . . . + n(n + 1) = n(n+1)(n+2)
3 , ∀n ∈ N ;

в) 5 + 45 + . . . + (4n + 1)5n−1 = n5n, ∀n ∈ N .
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9. Довести, що ∀n ∈ N число a дiлиться на число b:

а) a = 1 + 33n+1 + 93n+1, b = 13;

б) a = 2n3 + 3n2 + 7n, b = 6;

в) a = 5n − 3n + 2n, b = 4.

10. Довести нерiвностi:

а) 1
n+1 + 1

n+2 + . . . + 1
2n > 13

24 ; n > 1;

б) 2n+4 > (n + 4)2, ∀n ∈ N ;

в) 4n ≥ 3n + n2, ∀n ∈ N ;

г)
√

n < 1 + 1√
2

+ 1√
3

+ . . . + 1√
n

< 2
√

n, ∀n ∈ N .

11. Послiдовнiсть Фiбоначчi визначається такими умовами

a0 = 0, a1 = 1, an+1 = an + an−1.

Довести, що
an+1an+2 − anan+3 = (−1)n.

12. Довести, що будь-яке число, яке бiльше нiж 7, можна розкласти у суму
трiйок i п’ятiрок.

13. Довести, що для будь-якого n ∈ N, n > 1 число 22n

+ 1 закiнчується
цифрою 7.

14. На площинi проведено n кiл так, що кожнi два з них перетинаються у двох
точках i нiякi три не мають спiльної точки. На скiльки частин розiб’ється
при цьому площина?

15. Розв’язати рекурентнiсть:

a) a0 = 1, a1 = 3, an = 4an−1 − 3an−2,

b) a0 = 1, a1 = 5, an = 4an−1 + 5an−2,

c) a0 = 1, a1 = 4, an = 6an−1 − 9an−2,

d) a0 = 1, a1 = 2, an = −10an−1 − 25an−2.
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Роздiл 3

Елементи теорiї множин.

Поняття множини вiдноситься до фундаментальних невизначених понять мате-
матики. Для подальшого нас цiлком задовольнить наступне наївне "означення".

Означення 3.0.1. Множина — однозначно визначена сукупнiсть елементiв
довiльної природи.

Для позначення множини будемо вживати великi лiтери A,B,C, D, а для
їх елементiв — маленькi лiтери a, b, c, d. Запис a ∈ A (еквiвалентний A 3 a )
означає, що a є елементом множини A. Зокрема запис A = {a, b, c, d} означає,
що множина A складається з елементiв a, b, c, d . Наприклад, множина A =
{k ∈ N|∃l ∈ N : k = 2l} є множиною парних чисел.

На початку 20 сторiччя Бертран Рассел навiв мiркування, якi показують
небезпечнiсть використання в наївному означеннi слiв: "сукупнiсть елементiв
довiльної природи".

3.1 Парадокс Рассела.

Розiб’ємо всi множини на два класи

1. Множини якi не є елементами самих себе, тобто X 6∈ X.

2. Множини якi є елементами самих себе, тобто X ∈ X.

До множин з класу 1 вiдноситься множина студентiв в данiй аудиторiї, адже
множина студентiв не є студентом. Бiльшiсть множин, якi вивчаються в мате-
матицi вiдносяться до цього класу. Але наївне означення дозволяє розглянути
множину всiх множин або множину всiх нескiнченних множин, якi очевидно
вiдносяться до множин другого класу. Зрозумiло, що будь-яка множина вiд-
носиться або до першого або до другого класу. Розглянемо множину M всiх
множин з першого класу i поставимо питання: до якого з двох класiв нале-
жить M ?
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Припустимо, що до першого, тодi M 6∈ M, але ж за означенням елементами
M є всi множини з першого класу, отже, M належить другому класу. Тодi
M ∈ M, але множина M складається тiльки з множин першого класу, отже,
M належить першому класу.

На початку 20-го сторiччя цей парадокс викликав сумнiви у самих основах
математики. Причиною виникнення цього парадокса є те що наївне означення
дозволяє оперувати з елементами довiльної (невизначеної) природи.

Одним iз шляхiв подолання парадоксу є так звана теорiя типiв.

i) елементам (об’єктам) приписується тип 0;

ii) множинам елементами яких є елементи типу 0 приписується тип 1;

iii) множинам елементами яких є множини 1-го типу приписується тип 2;

iv) множинам, елементами яких є множини типу k приписується тип k+1, k =
1, 2, 3, . . . .

Згiдно цiєї теорiї слiд розглядати лише множини, якi мають певний тип.
Залишаючись в рамках наївної теорiї множин, введемо деякi поняття i озна-

чення.

Означення 3.1.1. Двi множини називають рiвними (A = B), якщо вони
складаються з однакових елементiв. Якщо всi елементи множини В є еле-
ментами множини А, то В називають пiдмножиною множини B ⊆ або
A ⊇ B, якщо при цьому iснує елемент a∗, який не є елементом , a∗ 6∈ B то
називається власною пiдмножиною B ⊂ A.

Очевидно, що {a, b, c, d} = {d, c, b, a} . Зауважимо, що запис a ⊂ {a, b, c, d}
не є правильним. Правильними будуть: a ∈ {a, b, c, d} або {a} ⊂ {a, b, c, d}.

Доведення рiвностi A = B двох множин можна провести в два кроки:

1. довести, що A ⊆ B, для чого слiд довести, що виконується ∀x (x ∈ A ⇒ x ∈ B) ;

2. довести, що A ⊇ B, , для чого слiд довести, що має мiсце ∀x (x ∈ B ⇒ x ∈ A) ;

У будь-якiй задачi зручно вводити поняття унiверсальної множини Ω такої,
що всi множини, якi розглядаються в задачi, є її пiдмножинами, а також множи-
ни, що не мiстить жодного елемента ∅ (порожньої множини), яка скрiзь позна-
чається . Надалi Ω буде фiксованою множиною. Кiлькiсть елементiв множини
A будемо позначати |A| . Для множини з нескiнченною кiлькiстю елементiв
будемо писати |A| = ∞.

Поняття функцiї в математицi є не менш важливим. Нагадаємо означення
пов’язанi з цим поняттям.
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Означення 3.1.2. Функцiєю f визначеною на множинi A, що приймає зна-
чення в множинi B називається правило (закон), який ставить у вiдповiд-
нiсть кожному елементу a ∈ A однозначно визначений елемент f(a) ∈ B;
досить часто в цiй ситуацiї говорять, що задано вiдображення з множи-
ни A в множину B i позначають це таким чином

f : A → B.

При цьому елемент b = f(a) називається образом елемента a, а сам еле-
мент a називається прообразом елемента b.

Для довiльної пiдмножини K ⊆ A образ множини K визначається насту-
пним чином

f(K) = {f(k) ∈ B|k ∈ K} = {b ∈ B|iснує a ∈ K : f(a) = b}.
Множина A називається областю визначення функцiї f, а множина

Imf = f(A)

областю значень функцiї.
Множина

f−1(b) = {a ∈ A|f(a) = b}
називається повним прообразом елемента b ∈ B.

Повним прообразом множини M ⊆ B називається множина

f−1(M) = {a ∈ A|f(a) ∈ M}.
Означення 3.1.3. Функцiя (вiдображення) f : A → B називається вiдобра-
женням в або iн’єкцiєю, якщо кожен елемент множини B має не бiльше
одного прообраза, тобто для довiльного b ∈ b або f−1(b) = ∅ або f−1(b) є
одноелементна множина.

Можна сказати, що f : A → B називається iн’єкцiєю, якщо ∀x1, x2 ∈ A

таких, що x1 6= x2, f(x1) 6= f(x2)).

Функцiя (вiдображення) f : A → B називається вiдображенням на або
сюр’єкцiєю, якщо її область значень збiгається з множиною B, тобто Imf =
B.

Iншими словами (вiдображення) f : A → B називається сюр’єкцiєю якщо
для довiльного елемента y ∈ B iснує x ∈ A такий, що f(x) = y.

Функцiя (вiдображення) f : A → B називається взаємно-однозначним
вiдображенням або бiєкцiєю, якщо f є вiдображенням в та вiдображенням
на одночасно, тобто є i iн’єкцiєю i сюр’єкцiєю.

Одним з найпростiшим способом визначення множини є визначення її хара-
ктеристичної функцiї.
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Означення 3.1.4. Характеристичною або iндикаторною функцiєю множини
M : M ⊆ Ω називається функцiя, яка кожному елементу ω ∈ Ω ставить у
вiдповiднiсть або 0 або 1 за правилом.

χM(x) =

{
1 якщо x ∈ M

0 якщо x 6∈ M
.

3.2 Операцiї над множинами.

1. Об’єднання множин:

A ∪B = {ω ∈ Ω | ω ∈ A ∨ ω ∈ B}

2. Перетин множин:

A ∩B = {ω ∈ Ω | ω ∈ A ∧ ω ∈ B}

3. Рiзниця множин:

A \B = {ω ∈ Ω | ω ∈ A ∧ ω 6∈ B}
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4. Доповнення множини:

A = Ω \ A = {ω ∈ Ω | ω 6∈ A}

5. Симетрична рiзниця множин:

A4B = {ω ∈ Ω | (ω ∈ A ∧ ω 6∈ B) ∨ (ω ∈ B ∧ ω 6∈ A)}.

Задача. Виразити iндикаторнi функцiї χA∗B(x) через iндикаторнi функцiї
χA(x), χB(x), для кожної операцiї ∗ 1-5.

3.2.1 Властивостi операцiй над множинами.

1. Iдемпотентнiсть:
A ∩ A = A = A ∪ A

2. Комутативнiсть:
A ∪B = B ∪ A

A ∩B = B ∩ A

3. Асоцiативнiсть
(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

4. Дистрибутивнiсть

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)
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5. Доповнюванiсть
A ∪ A = Ω

A ∩ A = ∅

6. Правило де Моргана
A ∩B = A ∪B

A ∪B = A ∩B

Доведемо перший закон дистрибутивностi за вище запропонованою схемою.
Спочатку доведемо включення:

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Для цього доведемо iмплiкацiю:

x ∈ A ∪ (B ∩ C) ⇒ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Якщо x ∈ A ∪ (B ∩ C), то можливi випадки:

1) x ∈ A;

2) x ∈ B ∩ C.

У випадку 1) маємо:

x ∈ A ⇒ (x ∈ A ∪B) ∧ (x ∈ A ∪ C) ⇒ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

У випадку 2) отримуємо:

x ∈ B∩C ⇒ (x ∈ B)∧(x ∈ C) ⇒ (x ∈ A∪B)∧(x ∈ A∪C) ⇒ x ∈ (A∪B)∩(A∪C).

Доведемо тепер протилежне включення:

A ∪ (B ∩ C) ⊇ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⇒ (x ∈ A ∪B) ∧ (x ∈ A ∪ C).

Можливi випадки:

a) x ∈ A;

b) (x 6∈ A) ∧ (x ∈ B) ∧ (x ∈ C).
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У випадку a) отримуємо:

x ∈ A ⇒ x ∈ A ∪ (B ∪ C).

У випадку b):

(x ∈ B) ∧ (x ∈ C) ⇒ x ∈ B ∩ C ⇒ x ∈ A ∪ (B ∩ C).

Цим доведено протилежне включення, а отже i рiвнiсть множин.
Як вiдомо, числа можна додавати i множити в довiльнiй кiлькостi. Якщо

A = {a1, a2, . . . , an} ⊂ R− n− елементна (скiнченна) пiдмножина дiйсних
чисел, то завдяки властивостям комутативностi та ассоцiативностi, однозначно
визначенi їх сума та добуток:

S =
n∑

i=1

ai, P =
n∏

i=1

ai.

Оскiльки цi закони мають мiсце i в теорiй множин, то для довiльної скiнчен-
ної сукупностi множин A1, A2, . . . , An можна визначити множини:

n⋃
i=1

Ai,

n⋂
i=1

Ai.

Якщо замiсть скiнченної множини чисел ми маємо справу з нескiнченною
послiдовнiстю: a1, a2, a3, . . . , an, . . . , ..., то вирази

+∞∑

i=1

ai,

+∞∏

i=1

ai

називають числовим рядом та нескiнченним добутком. Числове значення цих
виразiв, взагалi кажучи, не визначенi i потребують поняття границi. Прикладом
нескiнченного ряду, для якого значення суми визначено, є сума спадної геоме-
тричної прогресiї. На вiдмiну вiд чисел, легко визначити об’єднання i перетин
нескiнченної послiдовностi множин:

+∞⋃
i=1

Ai,

+∞⋂
i=1

Ai.

Взагалi визначеними є об’єднання i перетин довiльної сукупностi множин.
Припустимо, що I довiльна множина i {Ai|i ∈ I} - довiльна сукупнiсть множин
(можна сказати, що i− "номер"множини ), тодi

⋃

i∈I

Ai = {ω ∈ Ω|∃i ∈ I(ω ∈ Ai)} (3.1)

⋂

i∈I

Ai = {ω ∈ Ω|∀i ∈ I(ω ∈ Ai)}. (3.2)
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Означення 3.2.1. Якщо множину можна A подати як об’єднання 3.1 пiд-
множин, що попарно не перетинаються, тобто для довiльних i, j ∈ I таких,
що i 6= j має мiсце Ai ∩ Aj = ∅, то будемо говорити що задано розбиття
множини A.

Узагальненi закони дистрибутивностi

B
⋂(⋃

i∈I

Ai

)
=

⋃

i∈I

(B ∩ Ai), B
⋃(⋂

i∈I

Ai

)
=

⋂

i∈I

(B ∪ Ai) (3.3)

Узагальненi закони де Моргано

⋂

i∈I

Ai =
⋃

i∈I

Ai,
⋃

i∈I

Ai =
⋂

i∈I

Ai (3.4)

Доведення першого закону де Моргано.

ω ∈
⋂

i∈I

Ai ⇒ ω 6∈
⋂

i∈I

Ai ⇒ ∃j ∈ I(ω 6∈ Aj) ⇒ ω ∈ Aj ⇒ ω ∈
⋃

i∈I

Ai

ω ∈
⋃

i∈I

Ai ⇒ ∃k ∈ I(ω ∈ Ak) ⇒ ω 6∈ Ak ⇒ ω 6∈
⋂

i∈I

Ai ⇒ ω ∈
⋂

i∈I

Ai.

3.3 Декартiв добуток множин.

Означення 3.3.1. Декартовим добутком множин A та B називається мно-
жина впорядкованих пар (a, b), де a ∈ A, b ∈ B, тобто

A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}.

Впорядкованiсть тут означає, що в парi (a, b) визначено, що першим елемен-
том є a, а другим є b. Отже, рiвнiсть (a, b) = (b, a) можлива лише за умови
a = b. Зауважимо також, що операцiя декартового добутку, взагалi кажучи не
є комутативною, тобто A×B 6= B×A. Справдi, якщо множина A є множиною
цiлих чисел, а B множиною лiтер, то запис (b, a) для елементiв типу даних A×B

приведе до змiшування типiв даних i вiдповiдного повiдомлення компiлятора.

Означення 3.3.2. Нехай f : A → B — функцiя визначена на множинi A, яка
приймає значення в множинi B. Графiком функцiї f називається пiдмножина
декартового добутку A×B, яка визначається наступним чином

Γf = {(a, b)|b = f(a), a ∈ A} ⊂ A×B.
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Якщо A,B− множини чисел, тобто A,B ⊆ R, то точки площини, з декарто-
вими координатами (a, f(a)) називають також графiком функцiї.

Для трьох множин можна визначити такi добутки A× (B×C), (A×B)×C

та
A×B × C = {(a, b, c)|a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C}.

Всi три множини є рiзними (рiзними типами даних), тобто операцiя декартового
добутку не є асоцiативною, але безумовно мiж вказаними множинами легко
встановити взаємно-однозначну вiдповiднiсть.

Дамо тепер саме загальне означення декартового добутку множин.

Означення 3.3.3. Нехай Ai, i ∈ I, довiльна сукупнiсть множин (I− довiльна
множина). Тодi множина функцiй

α : I →
⋃

i∈I

Ai, таких, що ∀i α(i) ∈ Ai,

називається декартовим добутком сукупностi множин {Ai|i ∈ I} i познача-
ється

×i∈IAi.

Зокрема, для декартових добуткiв двох та трьох множин будемо мати такi
множини номерiв I = {1, 2}, I = {1, 2, 3} вiдповiдно. Для I = {1, 2, 3, . . . , n}
вiдповiдний декартiв добуток можна записати у виглядi

×n
i=1Ai.

Якщо I = N i A1 = A2 = . . . = An = . . . = R, то

×i∈NAi = ×+∞
i=1 Ai

є множиною числових послiдовностей.
Якщо α ∈ ×i∈IAi, то α(i) називається проекцiєю α на множину Ai (познача-

ється Pri(α)) або i− ю координатою елемента α.

Для довiльної пiдмножини Λ ⊂ ×i∈NAi проекцiя на Ai визначається насту-
пним чином:

Pri(Λ) = {Pri(λ)|λ ∈ Λ}.
Для довiльного набору iндексiв {ii, i2, . . . , ik} можна визначити проекцiю

Pri1i2...ik{(ai1, ai2, . . . , aik)|iснує α ∈ ×i∈IAi : Prij(α) = aij , j = 1, 2, . . . k}.
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3.3.1 Вiдображення декартових добуткiв.

Означення 3.3.4. Нехай Ai = A, i = 1, 2, . . . , n. Будь-яке вiдображення:

f : A× A× . . .× A︸ ︷︷ ︸
n

7→ A (3.5)

називається n− арною операцiєю визначеною на множинi A.

Приклад 3.3.1. Нехай A = N, вiдображення Next : N 3 x 7→ x + 1 ∈ N, є
прикладом 1- арної (унарної) операцiї на множинi натуральних чисел, а вiд-
ображення

Sum : N× N 3 (x, y) 7→ x + y ∈ N,

P rod : N× N 3 (x, y) 7→ x · y ∈ N,

є прикладами операцiй арностi 2 (бiнарних) на множинi натуральних чисел.
Вiдображення

(x, y, z) 7→ НСД(x, y, z), (x, y, z) 7→ НСК(x, y, z)

є прикладами операцiй арностi 3 (тернарних операцiй).

Для бiнарних операцiй замiсть запису f(x, y) вживають запис x ∗ y, де ∗−
символ операцiї.

Автомати
З точки зору iнформатики автомат є математичною моделлю певного механiчно-

обчислювального процесу, тобто роботи комп’ютера при розв’язаннi конкретної
задачi.

Означення 3.3.5. Автоматом Мiлi називається довiльна трiйка множин
A,X, Y разом з визначеним вiдображенням декартових добуткiв

φ : A×X 7→ A× Y ;

множина A називається множиною станiв, множини X,Y називаються вхi-
дним та вихiдним алфавiтами вiдповiдно:

вiдображення f однозначно визначається парою функцiй - функцiєю пе-
реходiв f : A×X 7→ A, та функцiєю виходiв g : A×X 7→ Y, якi є проекцiя-
ми функцiї φ на першу та другу координати, тобто φ(a, x) = (f(a, x), g(a, x)).
Цi функцiї можна задавати таблицями, якi називають таблицями переходiв
та виходiв автоматiв.

Автомат називається скiнченним, якщо всi три множини A,X, Y є скiн-
ченними.

Якщо на вхiд автомату подавати слова записанi в алфавiтi X , то в результатi
послiдовної роботи над лiтерами слова з злiва направо або навпаки, автомат
буде їх переробляти в слова записанi в алфавiтi Y.
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Приклад 3.3.2. Побудуємо автомат, який приймаючи на вхiд послiдовно па-
ри цифр двох натуральних чисел записаних в двiйковiй системi числення, буде
повертати цифри суми цих чисел. Нехай X = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}− вхi-
дний алфавiт, а Y = {0, 1}− вихiдний. Множина станiв складається з двох
елементiв Q = {q0, q1}; q0 це стан в якому знаходиться автомат, якщо на
попередньому тактi його роботи не було перенесення розряду i в цьому станi
автомат знаходиться на початку роботи, а в станi q1 автомат знаходи-
ться, якщо таке перенесення було. Побудуємо вiдповiднi таблицi переходiв
та виходiв:

f (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

q0 q0 q0 q0 q1

q1 q0 q1 q1 q1

g (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

q0 0 1 1 0

q1 1 0 0 1

Такий автомат послiдовно отримуючи на вхiд пари вiдповiдних цифр пер-
шого i другого числа (в порядку зростання розряду), видасть цифри суми цих
чисел в двiйковiй системi числення. Звичайно, що запропонована схема потре-
бує доробки, адже вiдсутня умова зупинки роботи автомата. Пропонуємо це
зробити самостiйно, додавши стан q2 = stop.

Зручним способом вiзуалiзацiї роботи автомата є задання його графами пе-
реходiв та виходiв. Наведемо граф переходiв побудованого автомата.

(0,0)

(0,1)

(1,0)

(1,1)

(0,1)

(1,0)

(0,0)

(1,1)

q q
0 1

Якщо в станi q0 автомат приймає одну з пар (0, 0), (0, 1), (1, 0), то вiн зали-
шається в цьому станi, що i показує орiєнтована петля, а якщо в цьому станi вiн
приймає пару (1, 1), то вiн переходить в стан q1, що показує стрiлка направлена
з стану q0 до q1. Стрiлки, що виходять з стану q1 показують можливi переходи
з цього стану.

3.3.2 Множини функцiй та пiдмножин
Для довiльних множин A,B ⊂ Ω визначимо множину

BA = {f : A → B},
яка складається з усiх функцiй, що визначенi на множинi A i приймають зна-
чення в B.
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У випадку B = {0, 1} маємо множину унарних предикатiв визначених на
множинi A.

Лема 3.3.1. Iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж множиною всiх пiд-
множин множини A i множиною {0, 1}A.

Доведення. Ця вiдповiднiсть встановлюється просто:

пiдмножина↔ характеристична функцiя пiдмножини.

Означення 3.3.6. Булеаном множини A називається множина, елементами
якої є всi пiдмножини множини A.

Враховуючи попередню лему, булеан множини позначається як 2A, а iнодi
вживають запис B(A).

3.4 Задачi

1. Для заданих множин A i B обчислити (a)A∪B; (b)A∩B; (c)(A∪C)∩B;
(d) A∩B ∩C; (e)A \B; (f)A4B; (g)(A \C)∪ (A \B); (h)(A \C)∩ (A \B),
якщо
1)A = {1, 3, 5, 6}, B = {1, 2, 3, 5, 7} i C = {2, 4, 7};
2)A = {x ∈ R| x2 + x− 2 ≤ 0}, B = {y ∈ Q| y2 + y − 2 = 0},
C = {x ∈ R| x2 > 0}.

2. Нехай A = {2, 4, 5, 7, 8}, B = {1, 2, 4, 7} i C = {2, 4, 6, 7}. Перевiрити, що
(a)A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C); (b)A4B = (A∪B)\(A∩C); (c)(A\B)\C =
(A \ C) \ (B \ C); (d)A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

3. Про групу студентiв в 30 осiб вiдомо, що 19 студентiв вивчають математику,
17 — музику, 11 — iсторiю, 12 — математику i музику, 7 — iсторiю та
математику, 5 — музику та iсторiю, 2 — математику, iсторiю та музику.
Скiльки студентiв вивчає iсторiю, але не вивчає математику?

4. Вiдомо, що кожен учень школи вивчає принаймнi одну iноземну мову. 28
учнiв вивчають англiйську, 23 учнi вивчають французьку. 23 — нiмецьку, 12
— англiйську та французьку, 11 — англiйську та нiмецьку, 8 — французьку
та нiмецьку, 5 — всi три мови. Скiльки учнiв вчаться в школi?

5. В жорстокому бою не менше 70% пiратiв втратили одне око, не менше 75%
— одне вухо, не менше 80% — одну руку та не менше 85% — одну ногу. Яка
мiнiмальна кiлькiсть бiйцiв, що втратили одночасно i око, i ногу, i вухо, i
руку?
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6. Завербований Москвою американський дипломат повiдомив: "У вищих ко-
лах армiї США деградацiя та розклад. З 75 чотиризiркових генералiв 30
алкоголiкiв, 28 наркоманiв i аж 35 розпусникiв. Шестеро є i алкоголiками
i наркоманами одночасно, одинадцятеро — наркомани та розпусники, во-
сьмеро — алкоголiки та розпусники. Немає жодного генерала без якоїсь з
цих хиб!". Доведiть, що це дезинформацiя.

7. В трансконтинентальному лiтаку знаходяться: 9 хлопчикiв, 5 українських
дiтей, 9 дорослих чоловiкiв, 7 iноземних хлопчикiв, 14 українцiв, 6 україн-
цiв чоловiчої статi та 7 iноземок жiночої статi. Скiльки всього осiб було в
лiтаку?

8. Одного разу пiд час розмови за кавою в клубi мiжгалактичних мандрiвни-
кiв знаменитий член цього клубу, Мюнхгаузен космiчної ери, Йон Тихий,
мандрiвки якого описанi Станiславом Лемом в "Зоряних щоденниках Йона
Тихого"розповiдав: "Висадка на планету Гесиод була дуже важкою. Та
коли я опинився на поверхнi, то пожалкував, що вирiшив тут приземли-
тись: на нiй жили чудовиська ще бiльш страшнi нiж тi, що змальованi
в грецьких мiфах. Назустрiч менi вийшла делегацiя з 1000 жителiв пла-
нети. У 811 з них було одне око, як у велетня Полифема, у 752 - замiсть
волосся були змiї, як у Медузи Горгони, а 418 мали риб’ячий хвiст. При
цьому 570 створiнь були одноокi з змiїним волоссям, 356 — одноокi та
з риб’ячим хвостом, 348 — з змiїним волоссям та з риб’ячим хвостом,
а 297 — одноокi, з змiїним волоссям та з риб’ячим хвостом. Старший
з них звернувся до мене i сказав ... ". В цей момент професор Таранто-
та миттєво провiв якiсь обчислення i вигукнув: "Любий Йон! Я готовий
повiрити, що на цiй планетi жили iстоти з одним оком, зi змiями за-
мiсть волоссяi та з з риб’ячими хвостами. Тобi доводилось зустрiчати
i бiльш дивних потвор — згадай про курдлiв. Та я сподiваюся, що закони
математики, ще не перетворились на мiфи ". Що мав на увазi професор
Тарантота ?

9. Довести рiвнiсть множин

a) A \B = A ∩B;

b) A4B = (A ∩B) ∪ (A ∩B);

c)A ∪B = Ā ∩ B̄;

d)A ∩B = Ā ∪ B̄;

e)(A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C);

f)(A ∪B) ∩ (A ∪ B̄) = A;

g)(A ∩B) ∪ (A ∩ B̄) = A.
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h)A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);

i)A4B = (A ∪B) \ (A ∩ C);

j)A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

10. Використовуючи основнi теоретико-множиннi тотожностi довести наведенi
рiвностi шляхом рiвносильних перетворень

a) (A ∩B ∩ C) ∪ (Ā ∩B ∩ C) ∪ B̄ ∪ C̄ = E;

b)(A ∩B) ∪ (A ∩ B̄) ∪ (Ā ∩B) = A ∪B;

c) A ∩ ((A ∪B) ∪ (A ∪B)) ∪ (A ∪B) = A;

d) (B̄ \ A) ∪ (A \ C) ∪ (Ā ∩B) ∪ (A ∩ C) = Ω;

e) ((A ∩B) \ A) ∪ ((A4B) \B) = A ∪B.

11. Довести, що

a) (A ∪B) ⊆ C ⇔ A ⊆ C i B ⊆ C;

b) A ⊆ B ⇒ (A ∩ C) ⊆ (B ∩ C);

c)A ⊆ B ⇒ (A ∪ C) ⊆ (B ∪ C);

d)A ⊆ B ⇒ (A \ C) ⊆ (B \ C);

e)(A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C);

f)(A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

12. Чи iснують множини A, B i C, для яких одночасно виконуються такi спiв-
вiдношення:

a) C 6= ∅, A ∩B 6= ∅, A ∩ C 6= ∅, (A ∩B) \ C = ∅;
b) A 6= ∅, A ∩B 6= ∅, A ∩ C 6= ∅, A \ (B ∩ C) = ∅;
c)A ⊆ B, A ∩ C 6= ∅, (B \ C) ∩ A = ∅?
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Роздiл 4

Комбiнаторика

Комбiнаторикою називається роздiл математики, що вивчає спосiб пiдрахунку
кiлькостi варiантiв, якими можна зробити певну дiю. З точки зору теорiї мно-
жин, комбiнаторика дає можливiсть пiдрахувати кiлькiсть елементiв в скiнчен-
нiй множинi, яка описана тим чи iншим (часом досить складним) способом.

4.1 Основнi правила комбiнаторики.

1. Правило суми (розбиття). Якщо маємо n рiзних елементiв, то один з
них може бути обрано n способами. Iнодi для отримання числа способiв легше
розбити елементи на два типи i рахувати окремо для кожного. Якщо маємо k

елементiв першого типу, то елемент першого типу можна обрати k способами,
якщо маємо l елементiв другого типу, то елемент другого типу можна обрати l

способами. Тодi елемент 1-го або другого типiв може бути обраний k + l спосо-
бами. Мовою теорiї множин це правило можна виразити наступним чином: для
множин A,B, що не перетинаються A ∩B = ∅, має мiсце

|A ∪B| = |A|+ |B| (4.1)

Питання. Якою буде формула для |A ∪B|, якщо множини перетинаються?
2. Правило добутку. Якщо елемент типу I можна вилучити n способами, а

елемент типу II, пiсля вилучення елементу типу I, можна вилучити m способами
(незалежно вiд того, який саме елемент I-го типу був перед цим вилучений), то
послiдовне вилучення елементiв I-го типу, а потiм елементiв II-го типу можна
зробити n · m способами. Мовою теорiї множин це правило можна записати
таким чином:

|A×B| = |A| · |B| (4.2)

Узагальнене правило суми (розбиття). Якщо маємо скiнченну суку-
пнiсть множин A1, A2, . . . , An, що попарно не перетинаються ∀i, j(i < j) Ai ∩
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Aj = ∅, то ∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

p=1

|Ai| (4.3)

Узагальнене правило добутку. Для довiльної скiнченної сукупностi мно-
жин A1, A2, . . . , An, маємо

|×n
i=1Ai| =

n∏
i=1

|Ai| (4.4)

В якостi прикладу застосуємо правило добутку для пiдрахунку кiлькостi
функцiй, якi заданi на n− елементнiй множинi A i приймають значення в m−
елементнiй множинi B. Як вiдомо, кожнiй з таких функцiй однозначно можна
спiвставити таблицю значень

x a1 a2 a3 . . . an

f(x) ∗ ∗ ∗ . . . ∗ ,

де кожна ∗ може набувати довiльного значення з множини B. Тодi ми маємо
m способiв для заповнення клiтини, яка вiдповiдає f(a1). Незалежно вiд того,
який елемент з B ми обрали, для заповнення клiтини, яка вiдповiдає f(a2),
ми маємо m способiв також. Незалежно вiд значень f(a1), f(a2) для заповнен-
ня клiтини, яка вiдповiдає f(a3), ми знову маємо m способiв. Продовжуючи цi
мiркування, приходимо до висновку, що i останню клiтину, яка вiдповiдає f(an)
ми можемо заповнити m способами. Для пiдрахунку кiлькостi способiв запов-
нення всього рядка застосуємо узагальнене правило добутку 4.4, згiдно якого
це число дорiвнює m ·m ·m · . . . ·m = mn. Тим самим ми довели формулу:

|BA| = |B||A| (4.5)

Окремим важливим випадком є випадок коли B = {0, 1}
Задача. Скiлькома способами можна розсадити n рiзних осiб по m рiзним

залiзничним вагонам?
Тут допускається, що всi особи можуть опинитися в одному вагонi. Звернемо

увагу на те, що в умовi задачi два рази вжито слово рiзнi. Це дуже важливо
в задачах комбiнаторики вiдразу домовитись, якi способи вiдрiзняються, а якi
нi. Як ми побачимо далi розв’язок задачi може радикально змiнитися при змiнi
цих умов. Якщо в першому вагонi двоє пасажирiв - Оксана та Петро, то це
iнший спосiб розмiщення пасажирiв нiж той при якому в першому вагонi теж
двоє пасажирiв, але з Оксаною замiсть Петра їде Василь. Якщо всiх пасажирiв
посадили в перший вагон, то цей спосiб ми вважаємо вiдмiнним вiд того, коли
вони всi сiли в другий.
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Насправдi, коли ми в той чи iнший спосiб розмiщуємо пасажирiв по вагонам,
ми задаємо функцiю на множинi пасажирiв, значенням якої є номер вагона.

{Тетяна, Оксана, Петро, Василь, Степан, Микола, ... } → {1, 2, 3, . . . ,m}
Кiлькiсть функцiй ми навчилися рахувати в попереднi задачi i це число дорiв-
нює mn.

4.2 Розмiщення та перестановки.

Означення 4.2.1. Нехай Ω− скiнченна n− елементна множина. k− елемен-
тним розмiщенням визначеним на множинi Ω називається iн’єкцiя (вiд-
ображення в)

{1, 2, . . . , k} → Ω, (k ≤ n).

Означення 4.2.2. n− елементне розмiщення визначене на множинi Ω нази-
вається перестановкою.

Довiльне k− елементне розмiщення можна отримати в два етапи:
1. обрати довiльну k елементну пiдмножину Ω.
2. Занумерувати обранi елементи, тобто присвоїти кожному з них його номер.

При цьому ми отримаємо вектор (ω1, ω2, . . . , ωk), ωi ∈ Ω, причому ∀i, j(i <

j) ωi 6= ωj.
Число k− елементних розмiщень, визначених на n− елементнiй множинi по-

значається Ak
n. Пiдрахуємо скiльки iснує векторiв виду (∗, ∗, . . . , ∗)︸ ︷︷ ︸

k

, ∗ ∈ Ω, у

яких всi координати рiзнi. Якщо |Ω| = n, то для заповнення першої координати
маємо n можливостей. Множина Ω\{ω} елементами якої ми можемо заповни-
ти другу клiтину залежить вiд елемента ω, який був обраний в якостi першої
координати вектора. Але кiлькiсть елементiв в цiй множинi вiд цього не зале-
жить i дорiвнює n−1. Продовжуючи цi мiркування отримаємо n−2 можливостi
для заповнення третьої координати, n−3 можливостi для заповнення четвертої
координати i т.д. n− k +1 можливостей для заповнення останньої k− ї коорди-
нати (питання: чому +1 ?). Застосуванням узагальненого правила добутку 4.4
отримуємо

Ak
n = n · (n− 1) · (n− 2) · (n− 3) · . . . · (n− k + 1).

З використанням факторiалiв (n! = 1 ·2 ·3 ·4 · . . . ·n), формулу можна подати
у виглядi

Ak
n =

n!

(n− k)!
. (4.6)
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Для кiлькостi перестановок або впорядкувань на множинi Ω отримуємо

An
n = n!. (4.7)

Нагадаємо, що за домовленiстю вважається, що 0! = 1.

4.3 Комбiнацiї.

Означення 4.3.1. Нехай Ω — скiнченна n–елементна множина. Будь-яка k−
елементна пiдмножина множини Ω називається k–елементною комбiнацi-
єю визначеною на множинi Ω. Число таких комбiнацiй позначається Ck

n.

Як уже зазначалося, довiльне k–елементне розмiщення можна отримати обрав-
ши k–елементну комбiнацiю, а потiм впорядкувавши її елементи. Першу дiю
можна виконати Ck

n способами, другу (впорядкування), незалежно вiд обра-
ної комбiнацiї, згiдно (4.7) можна виконати k! способами. За правилом добутку
маємо

Ak
n = Ck

n · k!,

звiдки,

Ck
n =

Ak
n

k!
.

Враховуючи (4.6), маємо формулу для числа комбiнацiй:

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
(4.8)

Приклад 1. Скiльки iснує розв’язкiв рiвняння

x1 + x2 + x3 + . . . + xk = n (4.9)

на множинi N натуральних чисел?
Розглянемо запис

1 + 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
n

= n.

В лiвiй частинi маємо n−1 промiжкiв мiж одиницями. Оберемо якi-небудь k−1
з них i поставимо туди риски. Наприклад для n = 9, k = 4 :

1 + 1|+ 1 + 1 + 1 + 1 + |1 + 1|+ 1 = 9

Групуючи доданки мiж рисками отримаємо розв’язок наведеного рiвняння (в
наведеному рiвняннi це буде (2, 4, 2, 1) .

Навпаки, кожному розв’язку рiвняння можна спiвставити вiдповiдне роз-
ташування рисок. Маючи множину з n − 1 промiжкiв ми маємо обрати k − 1
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промiжкiв, в якi будуть поставленi риски. Очевидно, що це можна зробити Ck−1
n−1

способами.
Приклад 2. Скiльки iснує розв’язкiв рiвняння (4.9) на множинi цiлих не-

вiд’ємних чисел N = N ∪ {0} ?
Кожному розв’язку (x1, x2, . . . , xn) вказаного рiвняння можна спiвставити

вектор (x1 + 1, x2 + 1, . . . , xk + 1), який буде розв’язком рiвняння

x1 + x2 + . . . xk = n + k,

на множинi натуральних чисел. Навпаки, кожному розв’язку (x1, x2, . . . , xk)
цього рiвняння на множинi N вiдповiдає розв’язок (x1 − 1, x2 − 1, . . . , xn − 1)
рiвняння (4.9) на множинi N. Побудована бiєкцiя зводить задачу до попередньої
i ми отримуємо, що шукане число дорiвнює Ck−1

n+k−1.

Приклад 3. Згадаємо задачу про розмiщення n пасажирiв по m залiзничним
вагонам i припустимо тепер, що ми не розрiзняємо пасажирiв. Адже залiзни-
чникам важливо знати тiльки наповнюванiсть вагонiв, а не хто конкретно в
них їде. Тодi з кожним способом розмiщення пасажирiв, ми можемо зв’язати
розв’язок рiвняння

x1 + x2 + x3 + . . . + xm = n,

на множинi N, де xi− кiлькiсть пасажирiв в i− му вагонi. Тепер, вiдповiдь
отримуємо з попередньої задачi — Cm−1

n+m−1.

Задача. Скiлькома способами можна розмiстити n пасажирiв, яких ми не
розрiзняємо, по m залiзничним вагонам так, що порожнiх вагонiв не буде?

Задача. В продажу є k сортiв тiстечок, причому кожного сорту є не менше
нiж n штук. Скiлькома способами можна обрати n тiстечок, якщо тiстечка
одного сорту не розрiзняються?

Якщо через xi позначити кiлькiсть обраних тiстечок i− го сорту, то задача
зводиться до пiдрахунку кiлькостi розв’язкiв рiвняння (4.9) на множинi нату-
ральних чисел з нулем. Тобто маємо Ck−1

n+k−1 способiв.
Наведемо iнший спосiб розв’язання. Закодуємо нулями та одиницями наш ви-

бiр тiстечок. Записуємо пiдряд стiльки одиничок, скiльки було куплено тiстечок
першого сорту, якщо таких не було куплено взагалi, то нiчого не пишемо, пiсля
чого записуємо 0. Далi записуємо стiльки одиничок скiльки було куплено тiсте-
чок другого сорту, якi закриваємо нулем i так далi. Пiсля запису одиничок, що
вiдповiдають тiстечкам останнього k− го сорту нуля не ставимо.

Наприклад для k = 3, n = 5 якщо ми купили 1 тiстечко першого сорту, i
по два другого та третього сортiв, то це має бути закодовано такою стрiчкою
1011011. А якщо ми вирiшили купити всi п’ять тiстечок третього сорту, то цьому
вибору буде вiдповiдати стрiчка: 0011111.

Навпаки, будь-якiй двiйковiй послiдовностi у якої k − 1 нулiв i n одиничок
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вiдповiдає певний вибiр тiстечок. Пiдрахуємо кiлькiсть таких послiдовностей.
Маємо стрiчку ∗, ∗, ∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸

n+k−1

. В цiй стрiчцi слiд обрати n позицiй куди слiд по-

ставити 1, це можна зробити Cn
n+k−1 способами, а решту позицiй заповнити ну-

лями. Або обрати k−1 позицiй для нулiв, що можна зробити Ck−1
n+k−1 способами,

а решту позицiй заповнити одиницями.
Зауважимо, що двiйкове кодування є досить поширеним прийомом розв’язу-

вання комбiнаторних задач.
Властивостi чисел Ck

n

10

Ck
n = Cn−k

n ;

20 Має мiсце рекурентне спiввiдношення, яке називають трикутником Па-
скаля.

Ck
n+1 = Ck−1

n + Ck
n; (4.10)

30
n∑

k=0

Ck
n = 2n. (4.11)

Доведення. Доведення всiх трьох властивостей можна провести аналiтично, що
радимо зробити самостiйно. Наведемо комбiнаторнi доведення тверджень.

Перше твердження є очевидним, адже вибираючи довiльну k−елементну пiд-
множину, ми одночасно обираємо i n − k− елементну пiдмножину, яка є до-
повненням першої. В такий спосiб встановлюється бiєкцiя мiж множинами k−
елементних та n− k− елементних пiдмножин.

Для доведення другого твердження оберемо певний елемент ω∗ ∈ Ω (|Ω| =
n + 1) та зафiксуємо його. Всi k− елементнi пiдмножини Ω розiб’ємо на два
класи:

1) пiдмножини такi, що мiстять ω∗,

2) пiдмножини такi, що не мiстять ω∗.

Пiдмножину першого типу можна отримати наступним чином: з множини Ω\
{ω∗} обрати k− 1− елементну пiдмножину (це можна зробити Ck−1

n способами
) i приєднати до неї елемент ω∗. Отже, кiлькiсть k− елементних пiдмножин
першого класу дорiвнює Ck−1

n .

Кiлькiсть пiдмножин, що належать до 2-го класу дорiвнює кiлькостi k− еле-
ментних пiдмножин множини Ω \ {ω∗}, яка дорiвнює Ck

n.

Залишилося застосувати правило розбиття, яке в данiй ситуацiї стверджує,
що кiлькiсть k− елементних пiдмножин n + 1− елементної множини дорiвнює
сумi кiлькостей пiдмножин першого та другого класiв, тобто Ck−1

n + Ck
n
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Для доведення 3-ї властивостi зауважимо, що в лiвiй частинi рiвностi стоїть
кiлькiсть всiх пiдмножин множини з n елементiв. Згадаємо, що iснує взаємно-
однозначна вiдповiднiсть мiж пiдмножинами Ω, (|Ω| = n) та функцiями Ω →
{0, 1}. Ця вiдповiднiсть має таку форму Ω ⊃ A ↔ χA(x). Кiлькiсть функцiй
мiж множинами ми навчилися рахувати ранiше i воно дорiвнює 2|Ω| = 2n.

Попереднiй прийом з фiксацiєю елемента ω∗ можна використати також для
iншого доведення цiєї властивостi за методом математичної iндукцiї по кiлькостi
елементiв у множинi Ω.

База iндукцiї — Ω = {ω}, |Ω| = 1. Очевидно, що одноелементна множи-
на має лише двi пiдмножини — це порожня ∅ i сама Ω. Отже, базу iндукцiї
доведено.

Iндукцiйний крок. Припустимо, що твердження доведено для n− елементних
множин i доведемо його для множин, Ω, що мiстять n + 1 елемент. Проведемо
розбиття всiх (а не тiльки k−елементних) пiдмножин на два класи вказанi ви-
ще. Легко бачити, що маємо взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж множинами
класiв: ω∗ 3 M ↔ M 63 ω∗. Отже, кiлькостi множин в обох класах рiвнi.

Для пiдрахунку кiлькостi пiдмножин з 2-го класу слiд порахувати кiлькiсть
пiдмножин множини Ω\{ω∗}, яка мiстить n елементiв. За припущенням iндукцiї
ця кiлькiсть дорiвнює 2n. Оскiльки кiлькiсть множин з другого класу така ж
сама, то за правилом суми маємо: кiлькiсть пiдмножин Ω дорiвнює 2n + 2n =
2n+1.

4.3.1 Бiном Ньютона Формула бiному Ньютона має вид

(a + b)n =
n∑

k=0

Ck
n · ak · bn−k. (4.12)

Доведення. Розглянемо добуток

(a + b) · (a + b) · (a + b) · . . . · (a + b)︸ ︷︷ ︸
n

.

Якщо розкривати за законами дистрибутивностi цей добуток, то ми отри-
маємо суму доданкiв виду ak · bn−k. Кожен такий доданок отримується таким
чином: з множини усiх спiвмножникiв (а їх n) обирається k–елементна пiдмно-
жина — тих спiвмножникiв, з яких буде братися елемент a, з решти спiвмно-
жникiв (яких n − k) буде обиратися елемент b. Такий вибiр можна здiйснити
Ck

n способами. Отже, будемо мати таку кiлькiсть подiбних доданкiв ak · bn−k

в сумi. Таким чином, пiсля приведення подiбних ми маємо отримати формулу
(4.12).

Як наслiдки з формули (4.12) легко отримати багато властивостей бiномi-
альних коефiцiєнтiв.
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Покладемо a = b = 1 отримаємо вже доведену властивiсть (4.11). При a =
−1, b = 1 отримаємо iншу тотожнiсть

n∑

k=0

(−1)k · Ck
n = 0.

4.4 Полiномiальнi коефiцiєнти

Задача. Скiлькома способами можна розмiстити n пасажирiв по m вагонах
так, що у першому вагонi буде n1 пасажирiв, у другому - n2 i т.д. у m− му nm,

причому n = n1 + n2 + . . . + nm, ni > 0.

З умови задачi зрозумiло, що пасажири тут розрiзняються. Отже, є Cn1
n

способiв обрання пасажирiв для 1-го вагону. Для другого вагону це число до-
рiвнює Cn2

n−n1
, для третього Cn3

n−n1−n2
, ..., для n−1− го - C

nm−1

nm−1+nm
, для n− го до-

рiвнює Cnm
nm

= 1. Пiсля застосування правила добутку i проведення вiдповiдних
скорочень отримуємо, що загальна кiлькiсть способiв розмiщення пасажирiв
дорiвнює:

Cn1
n · Cn2

n−n1
· Cn3

n−n1−n2
· . . . · Cnm−1

nm−1+nm
=

n!

n1! · n2! · n3! . . . · nm!
. (4.13)

Нехай маємо розбиття множини A =
⋃k

i=1 Ai, (∀i, j : 1 ≤ i < j ≤ k Ai ∩
Aj = ∅), причому |Ai| = ni (

∑k
i=1 ni = |A| = n). Множину I = {1, 2, 3, . . . , k}

будемо називати множиною типiв (кольорiв), а функцiю i : A → I таку,що
∀a ∈ Aii(a) = i− типiзацiєю. Так у вищерозглянутiй задачi такою функцiєю є
: пасажир → номер вагона.

Означення 4.4.1. Перестановкою з повтореннями (n1, n2, . . . , nk) називає-
ться функцiя σ : {1, 2, 3, . . . , n} → I = 1, 2, 3, . . . , k, така, що |σ−1(i)| =
ni, i = 1, 2, . . . k. Число таких перестановок з повтореннями будемо позна-
чати P (n1, n2, n3, . . . , nk).

Зауважимо, що якщо 1 = n1 = n2 = . . . = nn, то маємо звичайну переста-
новку, тобто P (1, 1, 1, . . . , 1) = n!.

Кожну звичайну перестановку можна отримати в два кроки:
10 обрати перестановку з повторенням (n1, n2, . . . , nk), в якiй елементи одна-

кового типу (кольору) не розрiзняються;
20 почати розрiзняти елементи одного типу (наприклад ввiвши їх нумерацiю)

i зробивши k перестановок елементiв однакового типу.
Кiлькiсть способiв, якою можна зробити перший крок (за означенням) дорiв-

нює P (n1, n2, n3, . . . , nk). Елементи 1-го типу можна переставити n1! способами,
2-го типу - n2! способами i т.д., k-го типу - nk! способами. Отже, за правилом
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добутку, другий крок можна виконати n1! ·n2! ·n3! . . . ·nk! способами. Оскiльки
загальна кiлькiсть звичайних перестановок дорiвнює n!, то за тим же прави-
лом добутку отримуємо n! = P (n1, n2, n3, . . . , nk) · n1! · n2! · n3! . . . · nk!, звiдки,
отримуємо

P (n1, n2, n3, . . . , nk) =
n!

n1! · n2! · n3! . . . · nk!
. (4.14)

При k = 2 отримуємо P (n1, n2) = Cn1
n = Cn2

n − звичайнi бiномiальнi ко-
ефiцiєнти. Узагальненням формули бiному Ньютона (4.12) є полiномiальна
формула.

(x1 + x2 + . . . + xk)
n =

∑

(n1,n2,...,nk):
∑k

j=1 ni=n

n!

n1! · n2! · n3! . . . · nk!
xn1

1 · xn2

2 · . . . · xnk

k .

(4.15)
Звернемо увагу, що сумування ведеться по всiм наборам цiлих невiд’ємних чисел
(n1, n2, . . . , nk), якi в сумi дають n.

Питання: як порахувати кiлькiсть доданкiв у цiй сумi?

Доведення. Доведення цiєї формули проведемо аналогiчно доведенню формули
(4.12).

(x1 + x2 + . . . + xk) · (x1 + x2 + . . . + xk) · . . . · (x1 + x2 + . . . + xk)︸ ︷︷ ︸
n

.

За законами дистрибутивностi, обираючи з кожних дужок по одному доданку,
ми отримаємо суму доданкiв виду:

xn1
1 · xn2

2 · xn3
3 · . . . · xnk

k .

При цьому кожнiй дужцi можна спiвставити її тип — номер змiнної, яка оби-
рається з цiєї дужки. Очевидно, що всi перестановки з повторенням (n1, n2, . . . , nk),
у яких кiлькiсть елементiв першого типу є n1, другого — n2, i т.д. k–го є n− k,
будуть давати один i той же доданок xn1

1 · xn2
2 · . . . · xnk

k , а отже у формулi (4.15)
цей доданок буде з коефiцiєнтом P (n1, n2, . . . nk). Цим рiвнiсть доведена.

Завдання: Методом математичної iндукцiї по n i окремо по k отримати ще
два доведення цiєї формули.

4.5 Формула включень i виключень

Ми вже знаємо формулу для пiдрахунку кiлькостi елементiв в об’єднаннi двох
множин

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
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Її узагальненням є наступна формула
∣∣∣∣∣

n⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj|+

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak|+ ... + (−1)n+1

∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ (4.16)

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї по кiлькостi
множин.

База iндукцiї — n = 1 є очевидною.
Iндукцiйний крок. Припустимо, що формула (4.16) доведена для довiльної

сукупностi з n множин i отримаємо вiдповiдну формулу для
∣∣∣⋃n+1

i=1 Ai

∣∣∣ :

∣∣∣∣∣
n+1⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

(
n⋃

i=1

Ai

)⋃
An+1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ + |An+1| −
∣∣∣∣∣

(
n⋃

i=1

Ai

)
∩ An+1

∣∣∣∣∣ .

За узагальненим законом дистрибутивностi, маємо рiвнiсть множин:
(

n⋃

i=1

Ai

)
∩ An+1 =

n⋃

i=1

(Ai ∩ An+1) ,

звiдки,
∣∣∣∣∣
n+1⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

(
n⋃

i=1

Ai

) ⋃
An+1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ + |An+1| −
∣∣∣∣∣

n⋃

i=1

(Ai ∩ An+1)

∣∣∣∣∣ .

Перший i третiй доданки у правiй частинi є кiлькостями елементiв в об’єднаннях
множин, кiлькiсть яких дорiвнює n i до них можна застосувати припущення
iндукцiї:

∣∣∣∣∣
n+1⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj|+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak|+ ...

... + (−1)n+1|A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An|+ |An+1|−

−



n∑
i=1

|Ai ∩ An+1| −
∑

1<i<j<n

|Ai ∩ Aj ∩ An+1|+
∑

1<i<j<k<n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak ∩ An+1|+ . . .

. . . + (−1)n+1

∣∣∣∣∣
n+1⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣

)

Приєднавши до першої суми доданок |An+1| отримаємо
∑n+1

i=1 |Ai|. У наступнiй
сумi вiдсутнi попарнi перетини з множиною An+1, але вiдповiднi доданки є у
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дужках, те саме стосується потрiйних перетинiв. Таким чином, об’єднавши вiд-
повiднi суми остаточно отримуємо:
∣∣∣∣∣
n+1⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n+1∑
i=1

|Ai|−
∑

1≤i<j≤n+1

|Ai∩Aj|+
∑

1≤i<j<k≤n+1

|Ai∩Aj∩Ak|+...+(−1)n+2

∣∣∣∣∣
n+1⋂
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ ,

що i треба було довести.

Кiлькiсть елементiв у доповненнi
⋃n

i=1 Ai дорiвнює |Ω| − |⋃n
i=1 Ai| . За уза-

гальненим законом де Моргано маємо

n⋃
i=1

Ai =
n⋂

i=1

Ai.

I ми отримуємо формулу включень та виключень у другiй формi:
∣∣∣∣∣

n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = |Ω|−
n∑

i=1

|Ai|+
∑

1≤i<j≤n

|Ai∩Aj|−
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai∩Aj∩Ak|+...+(−1)n

∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣
(4.17)

Питання: скiльки доданкiв мiстять суми у формулi включень та виключень?

Приклад 4.5.1. Розглянемо впорядкований набiр чисел (1, 2, . . . , n). Будемо
переставляти елементи цього набору. Всього є n! таких перестановок. Якщо
для деякої перестановки жодне число не буде знаходитись на своєму мiсцi
(тобто на мiсцi, номер якого дорiвнює цьому числу), то таку перестановку
будемо називати повним безпорядком. Знайдемо кiлькiсть всiх повних безпо-
рядкiв.

Спочатку порахуємо кiлькiсть всiх перестановок, що не є беспорядками.
Нехай Ai — множина всiх перестановок, що залишають i–ий елемент на сво-
єму мiстi, 1 ≤ i ≤ n. Тодi об’єднання

⋃n
i=1 Ai буде множиною всiх перестано-

вок, що залишають хоча б одне число на своєму мiстi. Обчислимо кiлькiсть
таких перестановок, тобто обчислимо |⋃n

i=1 Ai|. Кiлькiсть перестановок, що
залишають i–ий елемент на своєму мiстi, дорiвнює |Ai| = (n−1)!. Кiлькiсть
перестановок, що залишають як i-ий, так i j-ий елементи на своїх мiсцях,
рiвна |Ai ∩ Aj| = (n − 2)!, причому всього таких подвiйних перетинiв буде
C2

n. Аналогiчно, для довiльного 1 < k < n |Ai1 ∩ Ai2 . . . ∩ Aik| = (n − k)!. При
цьому кiлькiсть всiх таких перетинiв дорiвнює Ck

n. Також iснує єдина пере-
становка, що залишає всi числа на своєму мiстi. Використовуючи формулу
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включень та виключень, отримаємо

|
n⋃

i=1

Ai| =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj|+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak|+

+ ... + (−1)n+1|A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ . . . ∩ An| =
= n · (n− 1)!− (n− 2)!C2

n + . . . + (−1)k+1(n− k)!Ck
n + . . . + (−1)n+1 · 1 =

= n!− n!

2!
+ . . . + (−1)k+1n!

k!
+ . . . + (−1)n+1. (4.18)

Таким чином, оскiльки всього є n! перестановок, то кiлькiсть повних безпо-
рядкiв дорiвнює

n!− |
n⋃

i=1

Ai| = n!−
(

n!− n!

2!
+ . . . + (−1)k+1n!

k!
+ . . . + (−1)n+1

)
=

= n!

(
1

2!
− 1

3!
+

1

4!
− . . . + (−1)n 1

n!

)
.

4.6 Класична ймовiрнiсть

Нехай Ω деяка скiнченна множина елементарних (найпростiших) подiй. Будь-
яку пiдмножину A ⊆ Ω будемо називати подiєю.

Означення 4.6.1. Класичною ймовiрнiстю подiї A називається число

P (A) =
|A|
|Ω| . (4.19)

Зокрема, ймовiрностi всiх елементарних подiй є однаковими:

∀ω ∈ Ω P ({ω}) =
1

n
.

Ця умова рiвностi ймовiрностей елементарних подiй i є головною для викори-
стання класичної ймовiрностi. Ця схема використовується, коли ми не можемо
надати переваги в появi жоднiй з елементарних подiй. Наприклад випадання
якоїсь сторони монети або якої небудь гранi грального кубика.

4.6.1 Властивостi класичної ймовiрностi Наступнi властивостi легко отри-
мати безпосередньо з означення.

1. 0 ≤ P (A) ≤ 1, причому P (A) = 0 ⇔ A = ∅, P (A) = 1 ⇔ A = Ω.

2. P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

3. P (Ā) = 1− P (A).
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Розв’язання задач на пiдрахунок ймовiрностей складається з таких етапiв:
1. Побудова множини Ω.
2. Визначення в нiй потрiбної пiдмножини (подiї) A.
3. Пiдрахунок кiлькостей елементiв в цих множинах методами комбiнатори-

ки та обчислення ймовiрностi (4.19).
Розглянемо декiлька прикладiв.

Задачi кавалера де Мере.
Перша задача. Гральний кубик пiдкидається чотири рази, якщо принаймнi

раз випала шiстка, то виграв кавалер, а якщо жодного, то вiн програв. Яка
ймовiрнiсть виграшу кавалера ?

Оскiльки ми вважаємо гральний кубик правильним (fair cone), то є всi пiд-
стави для застосування класичної схеми. Множина елементарних подiй Ω скла-
дається з наборiв (∗, ∗, ∗, ∗), ∗ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, отже, |Ω| = 64. Набори (∗, ∗, ∗, ∗),
в яких немає шiстки вiдповiдають ситуацiям, коли кавалер програє. Множину
таких наборiв позначимо через A, очевидно,|A| = 56. Тодi за формулою (4.19),
ймовiрнiсть програшу кавалера дорiвнює

P (A) =
54

64 =

(
5

6

)4

≈ 0.48.

Тодi, за властивiстю 3, ймовiрнiсть виграшу кавалера дорiвнює

P (Ā) = 1− P (A) ≈ 0.52.

Припустимо, що переможець гри отримує вiд переможеного в грi один луiдор.
Тодi отримана ймовiрнiсть допускає таку iнтерпретацiю: якщо iгри будуть вiд-
буватися серiями по 100 iгор, то в середньому в кожнiй серiї кавалер буде ви-
гравати 4 (чотири) луiдора.

З часом партнери кавалера де Мере, всi вони не знали математики, просто
помiтили, що ця гра їм невигiдна i стали вiдмовлятися грати. Кавалер вирiшив
змiнити правила гри на бiльш складнi.

Друга задача. Пара гральних кубикiв пiдкидається двадцять чотири рази,
якщо принаймнi один раз випала пара (6, 6), то виграв кавалер, а якщо жодного,
то вiн програв. Яка ймовiрнiсть виграшу кавалера?

Ймовiрнiсть випадання шiстки на одному кубику 1
6 в шiсть разiв бiльша нiж

випадання пари шiсток на парi кубикiв, яка дорiвнює 1
36 . Тому, щоб зробити

гру для себе вигiдною кавалер вирiшив збiльшити кiлькiсть пiдкидань теж в
шiсть разiв довiвши їх кiлькiсть до 6 ·4 = 24. Кавалер щиро вважав, що це буде
просто шестикратне повторення першої гри, яка, як вiн знав, була йому вигiдна.
Яким же було його здивування, коли пiсля численних iгор вiн став помiчати, що
програє. За роз’ясненнями вiн звернувся до одного з найвiдомiших вчених того
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часу Б. Паскаля, який не тiльки розв’язав цi задачi, а i започаткував числення
ймовiрностей.

Розв’яжемо другу задачу i ми. Множина елементарних подiй для другої за-
дачi складається з наборiв пар Ω = {((∗, ∗), (∗, ∗), . . . , (∗, ∗)︸ ︷︷ ︸

24

)}, отже, |Ω| = 3624.

Набору, якi не мiстять пар (6, 6) вiдповiдають результатам iгор, в яких кава-
лер програв i їх кiлькiсть очевидно дорiвнює 3524. Отже, ймовiрнiсть програшу
кавалера дорiвнює

P (A) =
3524

3624 =

(
35

36

)24

≈ 0.51,

а ймовiрнiсть його виграшу дорiвнює

P (Ā) = 1− P (A) ≈ 0.49.

Таким чином в середньому в кожнiй серiї зi ста iгор кавалер буде програвати
2 (два) луiдора.

Розглянемо бiльш складну задачу. В кошику знаходяться n куль, серед яких
k бiлих, а решта чорних. З кошика випадковим чином вилучаються m куль.
Яка ймовiрнiсть того, серед них рiвно l бiлих куль (0 ≤ l ≤ k).

Вважаємо, що кулi не розрiзняються на дотик, а отже при вилученнi є всi
рiвноможливими i застосуємо класичну схему.

Множина Ω складається з усiх m− елементних пiдмножин множини усiх
куль, яка мiстить n елементiв. Тi m− елементнi пiдмножини, що мiстять рiвно
l бiлих куль утворюють множину (подiю) A. Кiлькiсть m− елементних пiдмно-
жин множини з n елементiв, як ми знаємо, дорiвнює |Ω| = Cm

n .

Пiдрахуємо кiлькiсть елементiв в множинi A. Для формування такої множи-
ни нам слiд обрати l бiлих куль i добрати до них m − l чорних. Перший вибiр
ми можемо зробити C l

k способами, а другий, незалежно вiд того, якi бiлi кулi
ми обрали, можна зробити Cm−l

n−k способами. Застосуванням правила добутку
отримуємо |A| = C l

k · Cm−l
n−k i за означенням (4.19) отримуємо

P (A) =
C l

k · Cm−l
n−k

Cm
n

.

Якщо, при фiксованих n, k, m, обчислювати значення ймовiрностi при l =
0, 1, 2, . . . , k, то отримана послiдовнiсть ймовiрностей називається гiпергео-
метричним розподiлом.

Отриману формулу можна використати для оцiнки ймовiрностi виграшу в
Спортлото. Якщо серед 49 куль рiвно 6 з виграшними номерами i з барабана
вилучаються випадково теж шiсть куль, то маємо n = 49, k = m = 6. Якщо ви-
граш надається за умови що число вгаданих номерiв не менше нiж три, то для
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пiдрахунку отримання хоч якогось виграшу, слiд порахувати значення гiпергео-
метричного розподiлу при l = 3, 4, 5, 6 i додати цi числа. Остаточнi пiдрахунки
пропонуємо зробити самостiйно.

Бiльшiсть задач комбiнаторики можуть бути переформульованi як задачi на
обчислення класичної ймовiрностi.

Приклад 4.6.1. Коли в залi театру згасло свiтло залишалося n вiльних
мiсць, якi мали зайняти глядачi, що спiзнилися. В темрявi цi глядачi почали
займати вiльнi мiсця випадковим чином. Яка ймовiрнiсть того, що принайм-
нi один з тих що запiзнилися виявиться на своєму мiсцi?

Тут множина Ω складається з усiх перестановок вiльних мiсць, тобто
|Ω| = n!. Для пiдрахунку кiлькостi перестановок в яких принаймнi один з
глядачiв, що запiзнилися займе своє мiсце скористаємося отриманою ранiше
формулою (4.18) iз задачi про кiлькiсть повних безпорядкiв. Тодi за формулою
класичної ймовiрностi (4.19) отримуємо:

Pn =
|⋃n

i=1 Ai|
n!

= 1− 2! + . . . +
(−1)k+1

k!
+ . . . + (−1)n+1.

Цю формулу можна подати в такому виглядi

Pn = 1−
n∑

k=0

(−1)k

k!
.

З курсу математичного аналiзу вiдомо про збiжнiсть ряду

+∞∑

k=0

(−1)k

k!
= lim

n→+∞

n∑

k=0

(−1)k

k!
=

1

e
.

Звiдси отримуємо граничне значення ймовiрностi

lim
n→+∞

Pn = 1− 1

e
.

Отже, для великих значень n можна користуватися наближеною формулою

Pn ≈ 1− 1

e
.

4.7 Задачi

1. Скiльки є п‘ятизначних чисел, якi дiляться нi 5?

2. Учнi вивчають 10 предметiв. У понедiлок 6 урокiв, причому всi уроки рiзнi.
Скiлькома способами можна скласти розклад на понедiлок?
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3. Скiльки є чисел у системи числення за основою n, для запису яких потрiбно
використати точно k знакiв?

4. Скiльки є п‘ятизначних чисел, у яких кожна наступна цифра бiльша по-
передньої?

5. Скiльки iснує п’ятизначних чисел якi дiляться на 3?

6. З точки проведено n променiв. Скiльки кутiв вони утворюють?

7. На залiзничнiй станцiї n семафорiв, кожен з яких може знаходитись в одно-
му з 3 положень. Скiльки можна дати рiзних сигналiв одночасно?

8. Скiльки є натуральних чисел, менших 100, цифри яких iдуть у зростаю-
чому порядку?

9. Скiльки дiльникiв має число 65 ·104? Скiльки дiльникiв має число pα1

1 ·pα2

2 ·
... · pαr

r , де pi(i = 1, 2, ...r)− рiзнi простi числа?

10. Скiльки iснує камiнцiв в грi домiно? Скiлькома способами можна обрати
два камiнцi, якi можна прикласти один до iншого?

11. Скiлькома способами можна розмiстити на шаховiй дошцi 8 тур так, щоб
вони не могли бити одна одну ?

12. Скiлькома способами n людей можуть стати в коло?

13. Скiльки є способiв складання намиста iз k рiзних предметiв?

14. Скiлькома способами можна поставити двi тури на шахову дошку так, щоб
одна не била iншу?

15. Скiлькома способами можна поставити два ферзi на шахову дошку так,
щоб один не бив iншого?

16. Скiлькома способами можна з 7 осiб вибрати комiсiю, яка складається з 3
осiб?

17. У скiлькох точках перетинаються дiагоналi опуклого n-кутника, якщо жо-
днi три з них не перетинаються в однiй точцi?

18. На площинi дано n точок, причому m точок лежать на однiй прямiй. Скiль-
ки iснує невироджених трикутникiв зi стороною, що лежить на цiй прямiй?

19. В чемпiонатi по футболу беруть участь 16 команд. Будемо говорити, що
результати двох чемпiонатiв по футболу тотожнi, якщо в результатi цих
чемпiонатiв однаковi команди отримують золоту, срiбну, бронзову медалi,
i покидають вищу лiгу(4 команди). Скiльки є рiзних, не тотожних чемпiо-
натiв?
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20. На однiй iз бiчних сторiн трикутника взято n точок, на другiй m точок.
Кожну вершину при основi трикутника сполучено прямими з точками на
протилежнiй сторонi. На скiльки частин подiлиться трикутник цими пря-
мими?

21. Скiльки можна зробити перестановок iз n елементiв у яких данi 2 елементи
стоять поруч?

22. Скiлькома способами можна розставити 10 книг на полицi, щоб певнi 3
книги не стояли поруч?

23. З колоди 52 карти вибрали 10 карт.
а) У скiлькох випадках серед цих карт є хоча б один туз?
б) У скiлькох випадках серед цих карт був рiвно один туз i двi карти бу-
бнової мастi?
в) У скiлькох випадках — не менше двох тузiв?
г) У скiлькох випадках серед цих карт є рiвно два тузи i рiвно 3 хрестовi
карти?

24. Скiльки iснує вiдображень з множини M (|M | = m) в множину N |N | =
n? Скiльки серед них iн’єкцiй, сюр’єкцiй, бiєкцiй?

25. Скiлькома способами можна обрати 5 свiдкiв з 12 осiб, що сидiли в одному
ряду так, щоб свiдки не сидiли поруч?

26. Вiд мiста А до В 999 км. Уздовж дороги стоять стовпи, на яких указано
вiдстанi до А i до В:

|0|999| |1|998| |2|997| . . . |999|0|
Скiльки серед них таких, на яких є тiльки двi рiзних цифри?

27. На площинi є n рiзних точок. Кожнi двi точки сполучаються вiдрiзком.
Скiльки вiдрiзкiв утвориться при цьому?

28. Скiльки iснує цiлочисельних трикутникiв, довжина максимальної сторони
яких дорiвнює n?

29. Скiльки iснує цiлочисельних трикутникiв, периметр яких дорiвнює n?

30. 6 ящикiв занумеровано вiд 1 до 6. Скiлькома способами можна розкла-
сти по цих ящиках 20 однакових куль так, щоб нi один ящик не виявився
порожнiм?

31. 6 ящикiв занумеровано вiд 1 до 6. Скiлькома способами можна розкласти
по цих ящиках 20 однакових куль (деякi ящики можуть бути порожнiми)?
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32. 12 п’ятакiв розклали по 5 рiзних гаманцях так, щоб жоден гаманець не
виявився порожнiм. Яка ймовiрнiсть того, що в першому гаманцi буде 7
монет?

33. Палiтурник повинен переплести 12 однакових книг в червону, зелену чи
синю палiтурки. Яка ймовiрнiсть того, що всi книги будуть одного кольору?

34. Скiлькома способами можна розрiзати намисто , що складається з 30 рi-
зних бусинок, на 8 частин ?

35. В поштовому вiддiленнi продаються листiвки 10 видiв. Скiлькома способа-
ми можна купити в ньому

а) 12 листiвок;

б) 8 листiвок;

в) 8 рiзних листiвок?

36. В гаманцi лежить 20 монет вартiстю 10, 25 i 50 копiйок. Яка ймовiрнiсть
того, що серед вибраних 20 монет з цих 60, 10 монет вартiстю 50 копiйок?

37. Скiлькома способами можна розкласти в 6 рiзних ящикiв 4 чорнi, 4 бiлi i
4 синi кулi?

38. В 9 рiзних лузах розташували 7 бiлих i 2 чорнi кулi ( деякi лузи можуть
бути порожнiми). Яка ймовiрнiсть того, що обидвi чорнi кулi опиняться в
однiй лузi?

39. Виклали в ряд 5 червоних, 5 синiх i 5 зелених куль. Яка ймовiрнiсть того,
що нiякi двi синi кулi не лежать поряд?

40. У квiтковому магазинi пiд кiнець робочого дня залишилось 7 троянд бiло-
го кольору, 8 червоного i по 9 рожевого i жовтого. Скiлькома способами
можна скласти букет з 5 квiтiв, якщо троянди одного кольору не вiдрiзня-
ються?

41. Колоду з 52 карт перетасували i витягли навмання 6 карт. Яка ймовiрнiсть
того, що присутнi всi мастi?

42. В задачi з прикладу 4.6.1, порахувати ймовiрнiсть того, що принаймнi два
глядачi, що запiзнилися попадуть на свої мiсця.

43. 6 людей вибрали з 6 пар рукавиць по лiвiй i правiй кожен.

а) Яка ймовiрнiсть того, що жоден не отримав пари?

б) Розв’язати цю задачу у випадку 9 пар i 6 людей.
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44. За круглим столом сидять 3 англiйцiв, 3 французiв i 3 нiмцiв. Яка ймовiр-
нiсть того, що нiякi спiввiтчизники не сидять поруч?

45. В класi 28 учнiв, 16 дiвчаток i 12 хлопчикiв, якi сидять за 15 партами.

а) Скiлькома способами можна розсадити дiтей за партами?

б) Скiлькома способами можна розсадити так, щоб кожен хлопчик сидiв з
дiвчинкою?

в) Скiлькома способами можна розсадити дiтей так, щоб жоден хлопчик
не сидiв з дiвчинкою?

46. Є кубики червоного, помаранчевого, бiлого i синього кольорiв. Скiлькома
способами дитина може скласти башту з 6 кубикiв?

47. Скiльки рiзних слiв можна утворити з слiв

a)"математика", b) "комбiнаторика", c) "додавання"?

48. У мами є 2 однакових яблука i 3 однакових грушi. Кожен день протягом
5 днiв мама видає сину по одному фрукту. Скiлькома способами це можна
зробити?

49. У Петра 6 друзiв i кожен день, протягом декiлькох днiв вiн запрошує до
себе в гостi трьох з них так, що компанiя жодного разу не повторюється.
Скiльки днiв Петро може так запрошувати до себе гостей, i скiлькома
способами це можна зробити?

50. По пустелi iде караван верблюдiв. Пiсля перепочинку верблюдiв перестави-
ли так, щоб попереду кожного верблюда йшов iнший верблюд, нiж ранiше.
Скiлькома способами можна це зробити?

51. Є n конвертiв з адресами i n листiв. Листи навмання кладуть у конверти.
Яка ймовiрнiсть того, що хоча б одна людина отримає свiй лист?

52. Гравець в "Спортлото"з 49 видiв спорту повинен вибрати 6. Яка ймовiр-
нiсть повного виграшу (вiдгадано всi 6 видiв) Яка ймовiрнiсть виграшу
(виграш отримує той, хто правильно вказав хоча б 3 види)?

53. Розкрити дужки:

a) (2x + y)6; b) (x + y + z)4.

54. В розкладi (1 + x)n коефiцiєнти при x5 i x12 однаковi. Знайти n.

55. Скiльки рацiональних членiв мiстить розклад

(
√

3 +
4
√

5)100?
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56. Чому дорiвнює коефiцiєнт в розкладi (x + y2 + z)15

a) при x6y10z4; b) при x6y8z6?

57. Нехай (1 + x2 + x5)20 = a0 + a1x + . . . + a100x
100. Скiльки коефiцiєнтiв ai,

1 ≤ i ≤ 100 дорiвнюють 0?

58. Обчислити суми:

a) C0
n + C1

n + C2
n + C3

n + C4
n + C5

n + . . . + Cn
n ;

b) C1
n + C3

n + C5
n + C7

n + C9
n + C11

n + . . .;

c) C0
n + C2

n + C4
n + C6

n + C8
n + C10

n + . . .;

d) C0
n − C1

n + C2
n − C3

n + C4
n − C5

n + . . . + (−1)nCn
n ;

e) C1
n + 2C2

n + 3C3
n + 4C4

n + 5C5
n + 6C6

n + . . . + nCn
n ;

f) C0
n + 2C1

n + 3C2
n + 4C3

n + C4
n − C5

n + . . . + (n + 1)Cn
n ;

e) C1
n − 2C2

n + 3C3
n − 4C4

n + 5C5
n − 6C6

n + . . . + (−1)nnCn
n .

59. Довести рiвнiсть:

C0
pC

m
n−p + C1

pC
m−1
n−p + C2

pC
m−2
n−p + . . . + Ck

pCm−k
n−p + . . . Cm

p C0
n−p = Cm

n .

60. Сiм монет кинули на стiл. Скiльки є можливих варiантiв їх падiння, якщо
a) всi монети рiзної вартостi;
b) всi монети однаковi?

61. Скiльки є чисел, бiльших 1 i менших 10000, якi не дiляться хоча б на одне
з чисел 2, 5, 3?

62. Скiльки шестизначних чисел можна скласти з цифр числа 1233145254 так,
щоб двi однаковi цифри не йшли одна за одною?

63. Скiльки є десятизначних чисел, у яких сума цифр дорiвнює трьом?

64. Скiльки рiзних десятизначних чисел можна записати за допомогою цифр
1, 2, 3, причому цифра 3 вживається рiвно двiчi?

65. Скiлькома нулями закiнчується число 100! ?

66. На конференцiї повиннi виступити доповiдачi А, B, C, D i E, причому A не
може виступати ранiше, нiж B. Скiлькома способами можна це здiйснити?

67. Екскурсанти замовили на пароплавi 8 4-мiсних кают. Всi мiсця i всi ка-
юти рiвноцiннi. Скiлькома способами 32 туриста можуть розмiститись в
каютах?
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68. На площинi проведено m паралельних прямих та n прямих, якi перетина-
ють данi i одна одну. Жоднi три прямi не перетинаються в однiй точцi. На
скiльки частин розбито площину цими n + m прямими?

69. Скiльки рiзних намист можна зробити з 3 чорних i 2 бiлих намистинок?
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Роздiл 5

Потужнiсть множин, кардинальнi числа.

5.1 Порiвняння множин.

В цьому роздiлi ми розглянемо питання про порiвняння мiж собою рiзних мно-
жин; якi слiд вважати бiльшими, а якi меншими. Скiнченнi множини ми можемо
порiвнювати мiж собою по кiлькостi елементiв в них. Запис |A| < |B| означає,
що множина A мiстить менше елементiв нiж B. Якщо ж кiлькiсть елементiв у
множинах є однаковою, |A| = |B|, то цi множини є однаковими по кiлькостi еле-
ментiв i мiж цими множинами можна встановити бiєкцiю (взаємно-однозначну
вiдповiднiсть). З цих мiркувань начебто випливає, що множина завжди мiстить
"бiльше"елементiв нiж будь-яка її власна пiдмножина. Для скiнченних множин
це очевидно. А для нескiнченних ?

Найпростiшою нескiнченною числовою множиною є множина натуральних
чисел N. Розглянемо множину N = N∪ {0} i її власну пiдмножину N. Вiдобра-
ження n → n + 1, очевидно є бiєкцiєю N → N. Отже, виходячи з попереднiх
мiркувань, слiд вважати, що кiлькостi елементiв у цих множинах збiгаються.
Це перший дещо несподiваний ефект, який ми отримали для нескiнченних мно-
жин. Множини, кiлькiсть елементiв яких "збiгається"(у цьому сенсi) з кiлькiстю
елементiв множини натуральних чисел N, будемо називати злiченними.

Означення 5.1.1. Будемо говорити, що потужнiсть множини A не пере-
вищує потужнiсть множини B i записувати |A| ≤ |B| , якщо iснує iн’єкцiя
(занурення) φ : A → B.

Означення 5.1.2. Двi множини A i B називають рiвнопотужними (еквiва-
лентними), якщо мiж ними можна встановити бiєкцiю (взаємно-однозначну
вiдповiднiсть) φ : A ↔ B. Саме в цьому сенсi буде вживатися запис |A| = |B|.

Як показує попереднiй приклад, iснування iн’єкцiї φ : A → B, для якої
ImA 6= B зовсiм не означає, що множина A має "меншу"кiлькiсть елементiв
нiж B.
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Означення 5.1.3. Будемо говорити, що потужнiсть множини A менша за
потужнiсть множини B i писати |A| < |B|, якщо |A| ≤ |B| i цi множини
не є рiвнопотужними.

Якщо цi означення мають сенс, то повинна мати мiсце iмплiкацiя:

|A| ≤ |B| ∧ |B| ≤ |A| ⇒ |A| = |B|.
Вона справдi має мiсце, але це не очевидно.

Теорема 5.1.1. (Кантора-Бернштейна.)

|A| ≤ |B| ∧ |B| ≤ |A| ⇒ |A| = |B|.
Доведення. Нехай маємо iн’єкцiї f : A → B i g : B → A. Для довiльно-
го елемента a ∈ A введемо в розгляд множини Ma та Na, якi визначаються
наступним чином:

M+
a = {m ∈ A|∃k ∈ N : m = g(f . . . (g(f(g(f︸ ︷︷ ︸

k

(a)))) . . .)},

M−
a = {m ∈ A|∃k ∈ N : g(f . . . (g(f(g(f︸ ︷︷ ︸

k

(m)))) . . .) = a},

Ma = M−
a ∪M+

a Na = {n ∈ B|g(n) ∈ Ma} ⊆ B.

Оскiльки, f, g−iн’єкцiї, то кожен елемент з множини A (множини B) має не
бiльше одного прооборазу вiдносно вiдображення f(g), i цим вказанi множини
визначенi однозначно, причому множини Ma1

,Ma2
або не перетинаються або

збiгаються, а вiдповiднi множини Na1
, Na2

мають таку ж властивiсть. Тому для
побудови бiєкцiї A ↔ B досить побудувати бiєкцiї φa : Ma ↔ Na для всiх a.

Розглянемо випадок 1., коли кожен елемент з Ma i кожен елемент з Na має
прообраз. Цей випадок розбивається на три пiдвипадки: 1.1 — в ланцюгу

. . . → g(b−1) = a → f(a) = b → g(b) = a1 → . . .

всi елементи рiзнi та пiдвипадки 1.2 та 1.3, коли вказаний ланцюг є насправдi
скiнченним циклом : 1.2 для деякого b′ ∈ Nb елемент g(b′) ранiше зустрiчався в
ланцюгу; 1.3 для деякого a′ ∈ Ma елемент f(a′) ранiше зустрiчався в ланцюгу.
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f

g

f

g

f

g

Якщо iснує елемент a ∈ Ma, який не має прообразу при вiдображеннi g або
iснує елемент b ∈ Na, який не має прообразу при вiдображеннi f, то отримуємо
ще два випадки 2,3:

f

g

f

g

Якщо для множин Ma та Na має мiсце випадок 1, то звуження вiдображень
f та g−1 на Ma дають нам двi бiєкцiї φa = f |Ma

: Ma ↔ Na, φa = g−1|Ma
:

Ma ↔ Na. У випадку 2 такою бiєкцiєю буде очевидно φa = g−1|Ma
: Ma ↔ Na,

а у випадку 3 - φa = f |Ma
: Ma ↔ Na. Побудова бiєкцiй φa : Ma ↔ Na описана

для всiх a i вони визначають бiєкцiю A ↔ B : φ(a) = φa(a).

5.2 Злiченнi множини

Означення 5.2.1. Множину A називають злiченною, якщо iснує бiєкцiя цiєї
множини на множину натуральних чисел:

A ↔ N.
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Якщо A 3 a ↔ na ∈ N, то говорять, що na є номером елемента a.

Запис |A| = |N| буде означати, що множина A є злiченною.
Задача. Побудовою бiєкцiй в явному виглядi довести злiченнiсть множин:

Z — цiлих чисел, 2Z — парних чисел, xN, xZ — натуральних та цiлих чисел
кратних деякому числу x.

Властивостi злiченних множин.

Теорема 5.2.1. Об’єднання скiнченної та злiченної множин є злiченною мно-
жиною.

Доведення. Нехай скiнченна множина мiстить k елементiв i визначена нуме-
рацiя елементiв злiченної множини: n ↔ an. Елементам скiнченної множини
присвоємо номери з 1 по k, а елементи злiченної множини нумеруємо за до-
помогою зсуву на k : n + k ↔ an. Очевидно, що цим побудована нумерацiя
об’єднання множин.

Теорема 5.2.2. Будь-яка пiдмножина злiченної множини або скiнченна, або
злiченна.

Доведення. Нехай A− злiченна множина, i B− є її пiдмножина. Оскiльки A−
злiченна, то кожному її елементу вiдповiдає номер - натуральне число. Серед
елементiв B оберемо елемент з найменшим номером i присвоємо йому номер
1, далi з решти елементiв виберемо елемент з найменшим номером i присвоє-
мо йому номер 2. Продовжуючи цей процес, ми отримуємо строго зростаючу
послiдовнiсть номерiв: n1 < n2 < . . . < nk < . . . . Якщо через скiнченну кiль-
кiсть крокiв ми виберемо всi елементи множини B, то вона скiнченна. Якщо ж
B− нескiнченна множина, то ми отримуємо її бiєкцiю на множину натуральних
чисел, яка визначається наступним чином: nk → k, k ∈ N.

Теорема 5.2.3. Декартiв добуток злiченних множин є злiченною множиною.

Нехай A та B злiченнi множини, тодi iснують бiєкцiї:

A ↔ N↔ B,

A 3 an ↔ n ↔ bn ∈ B,

де N 3 n− номер елементiв an, bn.

Елементи декартового добутку A×B можна подати у виглядi такої таблицi:
(a1, b1) (a1, b2) (a1, b3) . . . (a1, bn) . . .

(a2, b1) (a2, b2) (a2, b3) . . . (a2, bn) . . .

(a3, b1) (a3, b2) (a3, b3) . . . (a3, bn) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
(an, b1) (an, b2) (an, b3) . . . (an, bn) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Необхiдно вказати спосiб побудови нумерацiї елементiв цiєї таблицi. Один з
можливих способiв можна зобразити таким чином:

1 2 6 7 15 . . .

3 5 8 14 . . . . . .

4 9 13 . . . . . . . . .

10 12 . . . . . . . . . . . .

11 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Цю нумерацiю можна задати аналiтично за допомогою формул.
Завдання 1. Вказати iншi способи нумерацiї пар.
Завдання 2. Вивести формули для рiзних способiв нумерацiї пар:

(ai, bj) ↔ n = n(ai, bj)− номер пари

N 3 n ↔ (a = a(n), b = b(n)) ∈ A×B.

Наслiдок 5.2.1. Нехай A1, A2, . . . , An− скiнченна сукупнiсть злiченних мно-
жин, тодi їх декартiв добуток A1 × A2 × . . .× An є злiченною множиною.

Теорема 5.2.4. Нехай множина I скiнченна або злiченна i Ai, i ∈ I,− суку-
пнiсть скiнченних або злiченних множин, тодi множина

⋃

i∈I

Ai

буде або скiнченною або злiченною.

Доведення. Якщо множина I злiченна (скiнченна), то iснує її бiєкцiя на мно-
жину натуральних чисел (на множину {1, 2, . . . , |I|}). Отже, iснує множина з
номером 1, яку ми позначимо A1, друга , яку ми позначимо A2, i т.д. An, n ∈ N.

Введемо в розгляд множини:

B1 = A1, B2 = A2 \ A1, B3 = A3 \ (A1 ∪ A2), . . . , Bn = An \
(

n−1⋃

i=1

Ai

)
, ... .

Неважко переконатися, що
⋃

i∈I

Ai =
⋃

i∈I

Bi, i ∀i, j : 1 ≤ i < j Bi ∩Bj = ∅.

За попередньою теоремою множини Bi є або скiнченними або злiченними,
отже можна вважати, що Bi = {bi1, bi2, . . . , bik, . . .}. Тодi з елементiв множини
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⋃
i∈I Bi можна скласти таблицю

b11 b12 b13 . . . b1n . . .

b21 b22 b23 . . . b2n . . .

b31 b32 b33 . . . b3n . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn1 bn2 bn3 . . . bnn . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

в якiй кожен елемент зустрiчається один раз. Побудуємо занурення
⋃

i∈I

Bi 3 bi,j 7→ (i, j) ∈ N× N.

Якщо всi множини Bi є злiченними, то множина
⋃

i∈I Bi рiвнопотужна множинi
N×N, яка є злiченною за попередньою теоремою, якщо ж деякi Bi є скiнченни-
ми, то об’єднання множин рiвнопотужне пiдмножинi N×N, а отже є злiченною
або скiнченною множиною.

Приклад 5.2.1. Множина рацiональних чисел Q є злiченною.

Дiйсно, за означенням, число q називається рацiональним, якщо його можна
подати у виглядi дробу q = m

n , де m− цiле, n− натуральне. Позначимо через Qn

пiдмножину рацiональних чисел, якi можна подати у виглядi звичайного дробу
iз знаменником рiвним n : q = m

n , тодi з рацiональних чисел можна скласти
таку таблицю:

Q1 . . . −k+1
1 −k

1 . . . −1
1

0
1

1
1 . . . k

1
k+1
1 . . .

Q2 . . . −k+1
2 −k

2 . . . −1
2

0
2

1
1 . . . k

2
k+1
2 . . .

Q3 . . . −k+1
3 −k

3 . . . −1
3

0
3

1
3 . . . k

3
k+1
3 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Qn . . . −k+1
n −k

n . . . − 1
n

0
n

1
n . . . k

n
k+1
n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

.

Зрозумiло, що в цiй таблицi кожне рацiональне число зустрiчається нескiнченну
кiлькiсть разiв i

Q =
+∞⋃
i=1

Qi.

Оскiльки, Qi− злiченнi множини (|Qi| = |Z|), то за попередньою теоремою
маємо злiченнiсть Q.

Приклад 5.2.2. Множина Q[x] полiномiв вiд однiєї змiнної x з рацiональними
коефiцiєнтами є злiченною.
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Позначимо через Qm[x] ⊂ Q[x] пiдмножину полiномiв, степiнь яких не пере-
вищує m. Поставивши у вiдповiднiсть кожному полiному набiр його коефiцiєн-
тiв, отримаємо бiєкцiю Qm[x] ↔ Q×Q× . . .×Q︸ ︷︷ ︸

m+1

. Тодi за наслiдком 5.2.1, для

кожного m множина Qm[x] є злiченною, а за теоремою 5.2.4 i множина

Q[x] =
+∞⋃
m=0

Qm[x]

є злiченною.

Означення 5.2.2. Дiйсне число r ∈ R називається алгебраїчним, якщо iснує
полiном f(x) ∈ Q[x] : f(r) = 0.

Будь-яке рацiональне число q є алгебраїчним, бо воно є коренем полiнома
x−q Iррацiональне число

√
2 є також алгебраїчним, бо воно є коренем полiнома

x2 − 2.

Приклад 5.2.3. Множина A всiх алгебраїчних чисел є злiченною.

Для довiльного f(x) ∈ Q[x] позначимо через Zf скiнченну множину його
нулiв, Zf = {a ∈ R | f(a) = 0}. Тодi, очевидно,

A =
⋃

f∈Q[x]

Zf

i за теоремою 5.2.4 множина алгебраїчних чисел є злiченною.

Приклад 5.2.4. Нехай A — скiнченна або злiченна множина (алфавiт) i A∗ —
множина слiв в цьому алфавiтi, тобто множина скiнченних послiдовностей
a1a2a3 . . . ak, ai ∈ A. Множина A∗ є злiченною.

Позначимо через A∗
k пiдмножину слiв, що складаються з k лiтер, тодi, зро-

зумiло, маємо бiєкцiю
A∗

k ↔ A×A× . . .×A︸ ︷︷ ︸
k

.

Якщо A є злiченною, то за наслiдком 5.2.1 множини A∗
k є також злiченними.

Отже, множини A∗
k, k = 1, 2, . . . , є або злiченними або скiнченними. Тодi, за

теоремою 5.2.4, множина

A∗ =
+∞⋃

k=1

A∗
k

є злiченною
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5.3 Незлiченнi множини

Нескiнченнi множини, не рiвнопотужнi множинi натуральних чисел, будемо на-
зивати незлiченними множинами. Найпростiшим прикладом незлiченної мно-
жини є множина 2N — нескiнченних двiйкових послiдовностей, або булеан мно-
жини натуральних чисел.

Теорема 5.3.1.
|N| < |2N|.

Доведення. Iн’єкцiя N → |2N| будується таким чином n → {n}; кожному на-
туральному числу n ставиться у вiдповiднiсть одноелементна множина {n}.
Отже, маємо |N| ≤ |2N|. Покажемо, тепер що |N| 6= |2N|. Доведення проведемо
вiд супротивного, застосуванням дiагонального методу Кантора. Припустимо,
що iснує бiєкцiя N ↔ 2N i побудуємо послiдовнiсть, що не отримала номера.
Вказана бiєкцiя визначає нумерацiю послiдовностей:

1 b11 b12 b13 . . . b1n . . .

2 b21 b22 b23 . . . b2n . . .
3 b31 b32 b33 . . . b3n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n bn1 bn2 bn3 . . . bnn . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

,

bi,j ∈ {0, 1}. Визначимо послiдовнiсть ak = bkk ⊕ 1. Ця послiдовнiсть повинна
мати номер k∗, для якого a1 = bk∗1, a2 = bk∗2, . . . , ak∗−1 = bk∗k∗−1, ak∗ = bk∗k∗, . . . .

Отримуємо суперечнiсть ak∗ = bk∗k∗ = bk∗k∗⊕1. Отже, так побудована послiдов-
нiсть не має номера, а це означає, що бiєкцiї не iснує.

Очевидними властивостями незлiченних множин є наступнi:
- якщо деяка пiдмножина множини є незлiченною, то i сама множина є та-

кою;
- об’єднання незлiченної множини з довiльною iншою є незлiченною множи-

ною;
- декартiв добуток незлiченної множини з довiльною iншою множиною є

незлiченною множиною.
Доведення цих властивостей методом вiд супротивного пропонуємо провести

самостiйно.
Наступна теорема є узагальненням теореми 5.3.1 на довiльнi множини.

Теорема 5.3.2. Для довiльної множини A має мiсце

|A| < |2A|. (5.1)
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Доведення. Як i в теоремi 5.3.1 будуємо iн’єкцiю A 7→ 2A, a 7→ {a}.
Те що A i 2A не є рiвнопотужними доведемо методом вiд супротивного. При-

пустимо, що iснує бiєкцiя φ : A ↔ 2A, яка ставить у вiдповiднiсть кожному
елементу a ∈ A, пiдмножину Ma ⊆ A, тобто a ↔ Ma. Назвемо елемент a хоро-
шим, якщо a ∈ φ(a) = Ma i назвемо елемент a поганим, якщо a 6∈ φ(a) = Ma.

Розглянемо пiдмножину Bad ⊆ A всiх поганих елементiв. Оскiльки φ− бiєкцiя,
то iснує елемент x = φ−1(Bad) ∈ A, тобто для якого x ↔ Bad.

Питання. Елемент x є хорошим чи поганим? Якщо вiн хороший, то x ∈ Bad,

а отже вiн поганий. Якщо ж вiн поганий, то x 6∈ Bad, тобто x ∈ Bad, але ж
в множинi Bad зiбрано всi поганi елементи, а отже x− хороший. Отримана
суперечнiсть доводить теорему.

Ця теорема дозволяє будувати нескiнченнi ланцюги множин, де кожна мно-
жина занурюється в наступну, яка має бiльшу потужнiсть, зокрема маємо

N→ 2N → 22N → 222N → . . . .

Природне бажання вважати потужнiсть числом приводить до поняття кар-
динальних чисел. Кiлькiсть елементiв в злiченнiй множинi позначається кар-
динальним "числом"ℵ0 (ℵ — давньогрецька лiтера, читається алеф), тобто за
означенням |N| = ℵ0. Потужнiсть булеана 2N називається континуумом i по-
значається ℵ1 = 2ℵ0. i+1-ше кардинальне число визначається через попереднє,
як потужнiсть булеана множини, що має потужнiсть ℵi, що записують таким
чином:

ℵi+1 = 2ℵi,

Отже, маємо ланцюг потужностей

ℵ0 < ℵ1 < ℵ2 < . . . < ℵi < ℵi+1 < . . . .

Виникає природне питання, чи iснують незлiченнi множини, потужнiсть яких
була б менша континуума. Твердження про те, що множин такої потужностi не
iснує називають континуум гiпотезою i в рамках наївної теорiї множин, вона
не може бути нi доведена нi спростована.

Бiльш загальним є питання про iснування промiжних потужностей:

ℵi < ? < ℵi+1

Твердження про вiдсутнiсть таких множин, що ℵi < |A| < ℵi+1 називають
узагальненою континуум гiпотезою .
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5.4 Задачi

1. На колi помiчено 1000 бiлих i одну чорну точки. Яких фiгур бiльше, трику-
тникiв, у яких всi вершини бiлi, чи чотирикутникiв, у яких одна вершина,
чорна а решта бiлi?

2. Довести,що
a) якщо A ⊆ B, то | A |≤| B |;
b) якщо | A |≤| B | i | B |≤| C |, то | A |≤| C |;
c) якщо |A| = |B| i |B| = |C|, то |A| = |C|.

3. Довести, що якщо |A1| = |B1| i |A2| = |B2|, то |A1 × A2| = |B1 ×B2|.
4. Довести, що будь-якi два iнтервали (a, b) i (c, d) рiвнопотужнi.

5. Довести, що множина всiх цiлих чисел є злiченною.

6. Довести, що множина всiх рацiональних чисел є злiченною.

7. Довести, що множина всiх простих чисел є злiченною.

8. а) Довести, що множина всiх двоелементних пiдмножин злiченної множини
є злiченною.
б) Для довiльного числа k довести, що множина всiх k− елементних пiд-
множин є злiченною.
в) Довести, що множина всiх скiнченних пiдмножин злiченної множини є
злiченною.

9. Довести, що будь-яка множина вiдкритих iнтервалiв на дiйснiй прямiй, що
попарно не перетинаються є скiнченною або злiченною.

10. Довести, що множина точок розриву монотонної функцiї дiйсної змiнної є
або скiнченною або злiченною.

11. Якою є потужнiсть множин:
a) {x ∈ N| x2 < 7};
b) {x ∈ R| x2 = 2};
c) {x ∈ N| x2 < 0};
d) {x ∈ R| x2 < 3};
e) {x ∈ N| x2 > 3}?

12. Довести, що якщо A нескiнченна множина i B — скiнченна або злiченна,
то |A ∪B| = |A|.

13. Якою є потужнiсть множини всiх многочленiв вiд n змiнних з рацiональ-
ними коефiцiєнтами?
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14. Якою є потужнiсть множини всiх iррацiональних чисел?

15. Якою є множина всiх трансцендентних (неалгебраїчних) чисел?

16. Довести, що якщо A ⊆ B ⊆ C i |A| = |C|, то |B| = |A| i |B| = |C|.
17. Довести, що |(0, 1)| = |[0, 1)| = |(0, 1]| = |[0, 1]| = |R|.
18. Якою є потужнiсть множин:

a) {(x, y, z) ∈ R3| x = y = z};
b) {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 = 1};
c) {(x, y, z) ∈ N3| x + y = z};
d) множина всiх перiодичних дробiв;

е) множина всiх прямих на площинi?

19. Чи будуть рiвнопотужними такi множини:

a) множина всiх скiнченних пiдмножин множини дiйсних чисел i множина
всiх нескiнченних пiдмножин множини дiйсних чисел;

b) множина всiх скiнченних пiдмножин множини рацiональних чисел i
множина всiх нескiнченних пiдмножин множини рацiональних чисел;

c) множина всiх прямих на площинi i множина всiх точок на площинi;

d) множина всiх булевих функцiй i всiх функцiй f : N→ N;
e) множина всiх функцiй f : R→ N i всiх функцiй g : N→ R?

20. Довести, що множина всiх iррацiональних чисел з (0, 1) є незлiченною.

21. Довести, що якщо A незлiченна множина, а B — злiченна або скiнченна
множина, то |A \B| = |A|.
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Роздiл 6

Вiдношення i предикати.

Означення 6.0.1. Вiдношенням (вiдповiднiстю) мiж множинами D1, D2, ..., Dn

називається довiльна пiдмножина R декартового добутку:

R ⊆ D1 ×D2 × . . .×Dn.

Характеристична функцiя вiдношення χR називається її характеристичним
предикатом. Тобто, предикат — це функцiя, визначена на декартовому до-
бутку D1 ×D2 × . . .×Dn, яка приймає значення з множини {0, 1}.

Отже, поняття вiдношення i предикату є такими ж близькими, як множина
та її характеристична функцiя.

Важливим прикладом бiнарного вiдношення мiж множинами A,B є графiк
Γf ⊂ A×B довiльної функцiї f : A → B.

Якщо множини збiгаються, тобто D1 = D2 = . . . = Dn = D, то говорять,
що на множинi D визначенi n− арне вiдношення та його характеристичний
предикат.

Основним способом подання вiдношень є табличний. Рядками цiєї таблицi є
набори (d1, d2, . . . , dn) ∈ R, якi називаються записами. Для формування запису
слiд заповнити n полiв елементами di ∈ Di, кожне з яких має свiй номер i назву.
Наприклад поле номер 4 може мати назву "рiк народження"i має заповнюва-
тися елементами з множини чотирицифрових чисел D4 .

6.1 Операцiї над вiдношеннями.

Оскiльки вiдношення є пiдмножинами, то для них визначенi всi операцiї теорiї
множин: об’єднання, перетин, рiзниця, доповнення, симетрична рiзниця.

Можна розглядати рiзнi проекцiї вiдношень. Нагадаємо, що проекцiя наборiв
з декартового добутку D1×D2× . . .×Dn на координати з номерами i1, i2, . . . , ik
визначається наступним чином:

Pri1,i2,...ik(d1, d2, . . . , dn) = (di1, di2, . . . , dik).
92



Визначимо проекцiю вiдношення R на поля з номерами (i1, i2, . . . , ik) або поля
з вiдповiдними назвами, як вiдношення мiж множинами Di1, Di2, . . . , Dik, яке
визначається наступним чином

Pri1,i2,...,ikR = {(di1, di2, . . . , dik)|∃r ∈ R Pri1,i2,...,ik(r) = (di1, di2, . . . , dik)}. (6.1)

Якщо j1, j2, . . . , jn−k− номери, якi не попали в послiдовнiсть (i1, i2, . . . , ik), то
для вiдповiдного предикату будемо мати:

χPri1,i2,...,ik
R(xi1, xi2, . . . , xik) = ∃xj1∃xj2, . . . , ∃xjn−k

χR(x1, x2, . . . , xn),

Означення 6.1.1. Нехай R1 вiдношення мiж множинами D1, D2, а R2 вiдно-
шення мiж множинами E1, E2. Якщо D2 = E1, то згорткою (композицiєю)
вiдношень по полям 2|1 (2 - поле вiдношення R1, 1 - поле вiдношення R2 ) на-
зивається вiдношення мiж множинами D1, E2, яке визначається наступним
чином:

R1 ◦R2 = {(d, e)|∃d∗ ∈ D2 : (d, d∗) ∈ R1 ∧ (d∗, e) ∈ R2.} (6.2)

Узагальнюючи цю ситуацiю розглянемо вiдношення R1 мiж множинами
Di, i = 1, 2, . . . , n1, i вiдношення R2 мiж множинами, Ej, j = 1, 2, . . . , n2.

Припустимо, що назви полiв з номерами i1, i2, . . . , im першого вiдношення збi-
гаються з назвами полiв другого вiдношення, що мають вiдповiднi номери:
j1, j2, . . . , jm. Тобто, можна вважати, що Di1 = Ej1, Di2 = Ej2 . . . Dim = Ejm

.
Позначимо через k1, k2, . . . , kn1−m− номера полiв, якi не попали в послiдовнiсть
i1, i2, . . . , im, а через l1, l2, . . . , ln2−m− номера, що не попали в послiдовнiсть
j1, j2, . . . , jm.

i1, i2, . . . , im|j1, j2, . . . , jm−. згорткою або композицiєю вiдношень R1, R2 на-
зивається вiдношення

R1 ◦i1,i2,...,im|j1,j2,...,jm
R2 ⊆ Dk1

×Dk2
. . . Dkn1−m

× El1 × El2 × . . .× Eln2−m
,

яке визначається наступним чином

R1 ◦i1,i2,...,im R2 = {(dk1
, dk2

, . . . , dks
, el1, el2, . . . elt)|∃r1 ∈ R1,∃r2 ∈ R2 :

Pri1,i2,...,im(r1) = Prj1,j2,...,jm
(r2),

P rk1,k2,...,ks
(r1) = (dk1

, dk2
, . . . , dks

), P rl1,l2,...,lt(r2) = (el1, el2, . . . , elt)} . (6.3)

Для вiдповiдних предикатiв маємо такi формули:

χR1◦R2
(x, z) = ∃y (χR1

(x, y) ∧ χR2
(y, z)) ,

χR1◦R2
(xk1

, xk2
, . . . , xkn1−m

, xl1, xl2, . . . , xln2−m
) = ∃xi1∃xi2 . . . ∃xim (χR1

∧ χR2
) .

Для вiдношення R мiж множинами D1, D2 визначимо оберенене вiдношення

R−1 = {(d1, d2)|(d2, d1) ∈ R} ⊆ D2 ×D1. (6.4)
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Для вiдношення R мiж множинами D1, D2, ..., Dn i довiльної перестановки iнде-
ксiв σ = (i1, i2, . . . , in), визначимо вiдношення Rσ мiж множинами Di1, Di2, ..., Din,

яке складається з таких наборiв (di1, di2, ..., din), що пiсля зворотньої перестанов-
ки координат σ−1, отриманий набiр належить R, тобто (di1, di2, ..., din)

σ−1 ∈ R.
Для отримання таблицi вiдношення Rσ слiд зробити вiдповiдну перестановку
полiв всiх записiв у таблицi вiдношення R.

Приклад 6.1.1. Припустимо, що потрiбно провести дослiдження зв’язку
мiж хворобами та професiями мешканцiв певного регiону. Iнформацiя отри-
мана з баз даних пiдприємств та установ регiону була оформлена у виглядi
таблиць вiдношень. Операцiями проекцiї та об’єднання вiдношень була отри-
мана одна таблиця вiдношення R1мiж множинами D1, D2, D3, D4, D5, де D1

— множина прiзвищ, D2 — множина iмен, D3 — множина iмен по батько-
вi, D4 — множина чотирицифрових чисел , D5 — множина професiй, D6 —
множина двоцифрових чисел.

Прiзвище Iм’я По батьковi Рiк
нар.

Професiя Стаж
роб.

Антонюк Iван Васильович 1950 бухгалтер 24
Антонюк Марiя Пилипiвна 1954 iнженер 20
Богомаз Петро Iванович 1963 електрик 15
Болюбаш Марiя Iванiвна 1965 вчитель 17
Бровко Роман Петрович 1955 iнженер 25
Бровченко Степан Петрович 1955 зварювальник 25
Бровченко Юрiй Петрович 1955 зварювальник 25
Вiрченко Антон Степанович 1958 електрик 20
... ... ... ... ... ...

З баз даних медичних закладiв регiону було сформовано вiдношення R2:
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Прiзвище Iм’я По батьковi Рiк
нар.

Дiагноз Група
кровi

Антонюк Iван Васильович 1950 стенокардiя 2
Антонюк Марiя Пилипiвна 1954 виразка

шлунка
2

Бабенко Сидiр Петрович 1945 стенокардiя 3
Богомаз Петро Iванович 1963 гiпертонiя 3
Болюбаш Марiя Iванiвна 1965 гайморит 1
Бровко Роман Петрович 1955 хронiчний

бронхiт
2

Бровченко Юрiй Петрович 1955 аритмiя 1
Вiрченко Антон Степенович 1958 виразка

шлунка
3

... ... ... ... ... ...

Для отримання потрiбного вiдношення слiд виконати згортку вiдношення
R1 та вiдношення R2 по полях "прiзвище", "iм’я", "по батьковi","рiк наро-
дження". Таблиця такої згортки буде мати вигляд:

Професiя Стаж
роб.

Дiагноз Група
кровi

бухгалтер 24 стенокардiя 2
iнженер 20 виразка

шлунка
2

електрик 15 гiпертонiя 3
вчитель 17 гайморит 1
iнженер 25 хронiчний

бронхiт
2

зварювальник 25 аритмiя 1
електрик 20 виразка

шлунка
3

... ... ... ...

.

Проекцiя отриманого вiдношення на поля - "професiя", "хвороба"i буде по-
трiбним вiдношенням.

Для бiнарних вiдношень R ⊂ A×B вкажемо деякi iншi форми їх задання:

1) таблицею (матрицею) вiдповiдного предикату:
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b1 b2 . . . bl

a1 ∗ ∗ . . . ∗
a2 ∗ ∗ . . . ∗
a3 ∗ ∗ . . . ∗
... ... ... ... ...

ak ∗ ∗ . . . ∗

,

де ∗ ∈ {0, 1};
2) графом вiдношення: елементи множин зображаються точками пари яких

з’єднуються орiєнтованими дугами, якщо вони належать вiдношенню;

3) якщо множини A,B є числовими, тобто A,B ⊂ R, то кожнiй парi (a, b) ∈ R,

можна спiвставити точку на декартовiй площинi, що має координати x =
a, y = b; отримана множина точок називається графiком вiдношення.

Якщо на площинi зображенi графи вiдношень R1 ⊂ A × B та R2 ⊂ B ×
C, то граф вiдношення R1 ◦ R2 можна отримати з’єднанням дугами тих пар
(a, c), a ∈ A, c ∈ C, для яких iснує шлях a → b → c, де перша стрiлка вiдповiдає
дузi графа вiдношення R1, а друга дузi графа вiдношення R2. Для побудови
графа вiдношення R−1 слiд у графi вiдношення R змiнити напрямок дуг на
протилежний.

Питання. Якщо множини A,B є числовими, то як розташовується графiк
вiдношення R−1 по вiдношенню до графiка вiдношення R?

6.2 Бiнарнi вiдношення спецiальних типiв.

Означення 6.2.1. Бiнарне вiдношення R на множинi D називається рефле-
ксивним, якщо

∀d ∈ D (d, d) ∈ R.

Бiнарне вiдношення R називається антирефлексивним, якщо

∀d ∈ D (d, d) 6∈ R.

Означення 6.2.2. Бiнарне вiдношення R на множинi D називається симе-
тричним, якщо

∀d1, d2 ∈ D (d1, d2) ∈ R ⇒ (d2, d1) ∈ R.

Бiнарне вiдношення R антисиметричним, якщо

∀d1, d2 ∈ D (d1, d2) ∈ R ∧ (d2, d1) ∈ R ⇒ d1 = d2.
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Означення 6.2.3. Бiнарне вiдношення R на множинi D називається тран-
зитивним , якщо

∀d1, d2, d3 ∈ D (d1, d2) ∈ R ∧ (d2, d3) ∈ R ⇒ (d1, d3) ∈ R.

Вiдношення δ = {(d, d)|d ∈ D} ⊂ D × D називають дiагоналлю. Умова
рефлексивностi означає, що δ ⊆ R, а умова антирефлексивностi означає, що
δ ⊆ R, тобто рефлекивним є доповнення до вiдношення R. Умова симетричностi
вiдношення R може бути записана таким чином:

R = R−1,

а умова транзитивностi у такий спосiб:

R ◦R ⊆ R.

Означення 6.2.4. Нехай ∗ - одна з властивостей - рефлексивнiсть, симетри-
чнiсть або транзитивнiсть. Тодi ∗- замиканням вiдношення R називається
найменше (за включенням) бiнарне вiдношення R̃ таке, що R̃ ⊇ R (на мно-
жинi D) що має властивiсть ∗ i R̃ ⊇ R.

6.2.1 Вiдношення еквiвалентностi

Означення 6.2.5. Бiнарне вiдношення R на множинi D називається вiдно-
шенням еквiвалентностi, якщо воно

1) рефлексивне

2) симетричне

3) транзитивне.

Для вiдношень еквiвалентностi замiсть запису (d1, d2) ∈ R вживають запис
d1 ∼ d2.

Приклад 6.2.1. Звичайне вiдношення рiвностi чисел є вiдношенням еквiва-
летностi на довiльнiй числовiй множинi:

Рiвнiсть пiдмножин є також вiдношенням еквiвалентностi на булеанi:
Рiвнопотужнiсть множин є вiдношенням еквiвалентностi;
Геометрична рiвнiсть фiгур, коли iснує рух площини, що переводить одну

фiгуру в iншу, є також прикладом вiдношення еквiвалентностi на множинi
геометричних фiгур на площинi.

Приклад 6.2.2. Нехай задано розбиття множини D, тобто задано суку-
пнiсть множин Ai, i ∈ I :
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1) D =
⋃

i∈I Ai;

2) ∀i, j ∈ I, i < j має мiсце Ai ∩ Aj = ∅.

Визначимо вiдношення R наступним чином:

(d1, d2) ∈ R ⇔ ∃i ∈ I : d1, d2 ∈ Ai.

Неважко переконатися, що всi три умови справджуються i R є вiдноше-
нням еквiвалентностi.

Виявляється, що всi вiдношення еквiвалентностi можна описати у такий спо-
сiб. Нехай на множинi D задано вiдношення еквiвалентностi ∼ . Для кожного
a ∈ D введемо в розгляд множини

Da = {d ∈ D|d ∼ a}.
Теорема 6.2.1. Для будь-яких елементiв a, b ∈ D має мiсце одне з двох:

або Da = Db

або Da ∩Db = ∅.

Доведення. Припустимо, що Da ∩ Db 6= ∅ i d∗ ∈ Da ∩ Db, тодi за означенням
множин Da, Db, маємо: a ∼ d∗, b ∼ d∗. Враховуючи симетричнiсть вiдношення,
a ∼ d∗, d∗ ∼ b, а за транзитивнiстю a ∼ b i звичайно b ∼ a. Тодi для будь-якого
елемента d ∈ Da, за транзитивнiстю маємо d ∼ a ∼ b ⇒ d ∼ b ⇒ d ∈ Db,
тобто Da ⊆ Db. Аналогiчно доводиться протилежне включення i отримується
рiвнiсть Da = Db.

Означення 6.2.6. Множини Da називаються класами еквiвалентностi, а
множина елементами якої є класи еквiвалентностi називається фактор-
множиною множини D по вiдношенню еквiвалентностi ∼ i позначається
D/ ∼ .

Сукупнiсть елементiв множини A, взятих по одному з кожного класу
еквiвалентностi називається сукупнiстю представникiв класiв еквiвален-
тностi.

Перед наведенням вiдповiдного прикладу нагадаємо, що на множинi цiлих
чисел визначена операцiя дiлення з остачею. Для довiльних a, b ∈ Z, b 6= 0,
однозначно визначена частка q ∈ Z i остача r : 0 ≤ r < b, як числа для яких
виконується: a = q · b + r,
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Приклад 6.2.3. Нехай D = Z− множина цiлих чисел i n ∈ N, n > 1,−
фiксоване натуральне число. Визначимо бiнарне вiдношення Rn :
(z1, z2) ∈ Rn ⇔ остачi вiд дiлення z1 та z2 на n збiгаються ⇔ z1 − z2

дiлиться на n.

Переконайтесь самостiйно, що це дiйсно вiдношення еквiвалентностi. Роз-
глянемо множину Z0− чисел якi еквiвалентнi числу 0. За означенням, вона
складається з чисел якi дiляться на n. Позначимо цю множину 0. Елемента-
ми множини Z1− є числа якi при дiленнi на n дають в остачi 1, i множину
цих чисел позначимо 1. В такий спосiб ми отримуємо опис фактор-множини:

Zn = Z/ ∼= {0, 1, 2, 3, . . . , n− 1},
де k− є множиною цiлих чисел, якi при дiленнi на n дають в остачi k. Еле-
менти фактор-множини Zn називають лишками за модулем n. При цьому,
остачi {0, 1, 2, . . . , n−1} вiд дiлення на n утворюють природну систему пред-
ставникiв цього вiдношення еквiвалентностi.

Для описаного вiдношення еквiвалентностi прийнято вживати позначення:

x ≡ y mod n ⇔ (x, y) ∈ Rn,

Для довiльного цiлого числа a ∈ Z, запис ā означає клас еквiвалентностi до
якого належить a, зокрема, якщо a = q · n + r, 0 ≤ r < n, r− остача вiд
дiлення a на n, то ā = r̄ i r є представником цього класу.

Розглянемо вказане вiдношення еквiвалентностi для n = 7 i для даного a ∈ Z
розглянемо множину класiв виду ak, k = 1, 2, 3, . . .. Для a = 0 будемо мати
01 = 02 = . . . = 0k = . . . = 0, а для a = 1 маємо = 11 = 12 = . . . = 1k =
. . . = 1. В такий спосiб отримуємо таблицю для iнших значень представникiв
a = 2, 3, 4, 5, 6.

ak 2 3 4 5 6

2 4 3 4 8 3 1 16 3 2 32 3 4 64 3 1

3 9 3 2 27 3 6 81 3 4 243 3 5 729 3 1

4 16 3 2 64 3 1 256 3 4 1024 3 2 4096 3 1

5 25 3 4 125 3 6 625 3 2 3125 3 3 15625 3 1

6 36 3 1 216 3 6 1296 3 1 7776 3 6 46656 3 1

Насправдi, щоб уникнути громiздких обчислень слiд помiтити, що остача вiд
дiлення добутку двох чисел на дане число дорiвнює остачi вiд дiлення добутку
остач цих чисел на вказане число. Наприклад, якщо ми вже знаємо, що остача
вiд дiлення 55 на 7 дорiвнює 3, то для отримання остачi вiд дiлення 56 = 55 · 5
на 7 слiд першу остачу 3 помножити на 5 (остача вiд дiлення 5 на 7) i взяти
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остачу вiд дiлення їх добутку 3 · 5 = 15 на 7, яка дорiвнює 1. Використанням
цього прийому вказану таблицю можна заповнити досить швидко.

З отриманої таблицi видно, що в кожному рядку присутня принаймнi одна
одиниця. Виявляється, що це є загальна властивiсть пiднесення до степеня за
модулем простого числа, а саме має мiсце

Лема 6.2.1. Для будь-якого цiлого числа a, яке не дiлиться на фiксоване про-
сте число p, iснує натуральне число k таке, що ak ≡ 1 mod p.

Доведення. Для згаданого a розглянемо множину лишкiв {ak|k = 1, 2, 3, . . .}.
Хоча k пробiгає нескiнченну кiлькiсть значень, але кiлькiсть лишкiв скiнченна,
отже, iснують натуральнi l, m(l 6= m) такi, що al ≡ am mod p. Звiдки маємо,
що рiзниця al − am дiлиться на p. Для l ≥ m маємо al − am = am(al−m − 1).
Добуток чисел дiлиться на просте число, тодi i тiльки тодi, коли принаймнi
один з спiвмножникiв на нього дiлиться. Але за умовою леми a не дiлиться на
p, отже, на p дiлиться al−m − 1, звiдки al−m ≡ 1 mod p.

Означення 6.2.7. Найменше натуральне k, для якого має мiсце ak ≡ 1 mod p

називають порядком елемента a за модулем p i позначають |a|p або просто
|a|, якщо просте число фiксоване.

З наведеної таблицi видно, що |2|7 = 3, |3|7 = 6, |4|7 = 3, |5|7 = 6, |6|7 = 2.

Вправа. Покажiть, що якщо для деякого m ∈ N має мiсце am ≡ 1 modp,

то m дiлиться на порядок |a|p елемента a.

Зауважимо, що якщо n не є простим числом, то твердження леми неправиль-
не. Дiйсно, при n = 4 i a = 2 маємо, a2 = 4 ≡ 0 mod 4, 2k ≡ 0 mod 4, k > 1.
Тобто нi для якого натурального k остача вiд дiлення 2k на 4 не буде дорiвню-
вати 1.

Звернемо увагу також, що в останньому стовпчику наведеної таблицi стоять
всi одиницi. Виявляється, що це не випадково. Має мiсце

Теорема 6.2.2. Мала теорема Ферма. Для довiльних простого числа p i
натурального a, яке не дiлиться на p має мiсце

ap−1 ≡ 1 modp .

Доведення. Для доведення цiєї теореми ми знову використаємо певне вiдно-
шення еквiвалентностi. Для даного a визначимо вiдношення Ra на множинi Z
наступним чином:

(x, y) ∈ Ra ⇔ ∃m ≥ 0( x ≡ am · y mod p).

Перевiримо умови рефлексивностi, симетричностi та транзитивностi. Рефле-
ксивнiсть очевидна, адже x = a0 · x. Якщо (x, y) ∈ Ra, то для деякого m має
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мiсце x ≡ am · y mod p, тобто x− am · y дiлиться на p. При цьому не втрачаючи
загальностi, можна вважати, що m < |a|p = k (чому?). Тодi число

ak−m · (x− am · y) = ak−m · x− ak−m · am · y = ak−m · x− ak · y = ak−m · x− y

також дiлиться на p, а отже y−ak−m ·x дiлиться на p, тобто y ≡ ak−m ·x mod p,

а отже, (y, x) ∈ Ra.

Доведемо транзитивнiсть. Припустимо, що (x, y), (y, z) ∈ Ra, тодi iснують
такi 0 ≤ l,m < k :

x ≡ al · y mod p, y ≡ am · z mod p.

Оскiльки y − am · z дiлиться на p, то i число al · (y − am · z) дiлиться на p. Але
число x− al · y також дiлиться на p, а отже на p дiлиться їх сума

al · (y − am · z) + x− al · y = x− al+m · z,
звiдки, x ≡ al+m · z mod p, тобто (x, z) ∈ Ra. Отже, для довiльного a, яке
не дiлиться на p маємо вiдношення еквiвалентностi, на множинi цiлих чисел,
яке на далi будемо позначати ∼a . Легко бачити, що якщо x1 ≡ x2 mod p,
y1 ≡ y2 mod p i x1 ∼a y1, то x2 ∼a y2. Таким чином, ∼a можна розглядати як
вiдношення еквiвалентностi на множинi лишкiв Zp.

Класи еквiвалентностi ∼a на множинi Zp найпростiше будувати послiдовним
множенням на число a з вибором найменшого представника класу за modp:

x, x1 = a · x, . . . , xi+1 = a · xi, . . . , i = 2, 3, . . . .

Розглянемо цi вiдношення ∼a для вищенаведеного прикладу n = 7. При
a = 2 маємо такi класи еквiвалентностi вiдношення ∼2:

{0}, {1, 2 · 1 ∈ 2, 2 · 2 ∈ 4}, {3, 2 · 3 ∈ 6, 2 · 6 ∈ 5}.
Отже, маємо один клас еквiвалентностi з одного елемента {0} i два класи еквi-
валентностi {1, 2, 4}, {3, 6, 5}, що мiстять по три елементи. Для вiдношення
еквiвалентностi ∼3 будемо мати два класи еквiвалентностi: {0} та клас

{1, 3, 3 · 3 ∈ 2, 3 · 2 ∈ 6, 3 · 6 ∈ 4, 3 · 4 ∈ 5}.
куди попала решта лишкiв. Для вiдношення ∼6 отримуємо крiм {0} ще двох-
елементнi класи еквiвалентностi:

{1, 6}, {2, 5}, {3, 4}.

Повернемося тепер до доведення теореми. Легко бачити, що кiлькiсть еле-
ментiв у всiх класах еквiвалентностi ∼a вiдмiнних вiд {0} однакова i дорiвнює
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порядку елемента a. Дiйсно, якщо k = |a|p, то враховуючи, що для довiльного
x має мiсце ak · x ≡ x mod p елементи

x̄, a · x, a2 · x, . . . , ak−1 · x
утворюють клас еквiвалентностi, який мiстить рiвно k елементiв, незалежно
вiд обраного x 6= 0. Якщо r це кiлькiсть таких класiв, що не мiстять 0. Тодi,
отримуємо, що

|Zp| = p = 1 + r · k,

звiдки, маємо, p−1 = r ·k, тобто число p−1 дiлиться порядок довiльного числа
a 6= 0. Таким чином,

ap−1 = ar·k =
(
ak

)r
.

Оскiльки число ak при дiленнi на p дає в остачi 1, то i степiнь цього числа при
дiленнi на p буде теж давати остачу 1. Цим доведення теореми завершено.

6.2.2 Вiдношення часткового порядку.

Означення 6.2.8. Бiнарне вiдношення на множинi D називається вiдноше-
нням строгого часткового порядку, якщо воно

i) антирефлексивне;

ii) транзитивне.

Означення 6.2.9. Бiнарне вiдношення на множинi D називається вiдноше-
нням нестрогого часткового порядку, якщо воно

i) рефлексивне;

ii) антисиметричне;

iii) транзитивне.

Надалi будемо вживати такi позначення:
a ≺ b− елементи a, b знаходяться у вiдношеннi строгого часткового порядку

≺;
a ¹ b− елементи a, b знаходяться у вiдношеннi нестрогого часткового поряд-

ку ¹.
Неважко переконатися, що рефлексивне замикання вiдношення строгого час-

ткового порядку є вiдношенням нестрогого часткового порядку. Дiйсно, якщо
для якоїсь пари a, b ∈ D має мiсце a ≺ b i b ≺ a одночасно, то з транзитив-
ностi випливає, що тодi a ≺ a, що суперечить антирефлексивностi вiдношення
≺ . Отже, для довiльної пари a, b рiзних елементiв iз D одночасне виконання
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a ≺ b i b ≺ a є неможливим. У рефлексивному замиканнi ми до множини пар
(a, b) : a ≺ b додаємо лише дiагональ — усi пари (d, d), d ∈ D, адже воно є
мiнiмальним рефлексивним за включенням. Отже, буде мати мiсце антисиме-
тричнiсть. При цьому транзитивнiсть збережеться.

Навпаки, якщо ¹ — вiдношення нестрогого часткового порядку, то вiдноше-
ння R = {(a, b) | a 6= b&a ¹ b} є очевидно вiдношенням строгого часткового
порядку, причому R є його рефлексивним замиканням. Отже, строге та вiдпо-
вiдне нестроге вiдношення однозначно визначають одне одне.

Означення 6.2.10. Множина D, на якiй задано вiдношення строгого або
нестрогого частково порядку, називається частково–впорядкованою мно-
жиною (ч.в.м.), позначається (D,≺).

Якщо для пари елементiв a, b ∈ D частково впорядкованої множини не ви-
конується жодна з умов a ¹ b, b ¹ a то будемо говорити, що цi елементи є
непорiвнянними.

Означення 6.2.11. Вiдношення часткового порядку ≺ називається вiдноше-
нням лiнiйного або повного порядку, якщо

∀d1, d2 ∈ D ((d1 ¹ d2) ∨ (d2 ¹ d1)).

Очевидно, що при лiнiйному впорядкуваннi непорiвнянних пар не iснує.

Означення 6.2.12. Двi частково-впорядкованi множини (D1,≺1), (D2,≺2),
називаються iзоморфними, якщо iснує бiєкцiя φ : D1 ↔ D2 така, що

∀d1, d2 ∈ D (d1 ≺1 d2) ⇔ φ(d1) ≺2 φ(d2).

Доведiть самостiйно, що якщо множини D1, D2 є скiнченними |D1| = |D2|, а
≺1,≺2 є вiдношеннями лiнiйних порядкiв, то цi частково-впорядкованi множини
iзоморфнi.

Приклад 6.2.4. Множина натуральних чисел та будь-яка її пiдмножина з
природним вiдношенням < є частково впорядкованою множиною.

Бiльш того, цей порядок є лiнiйним.

Приклад 6.2.5. Протилежним до лiнiйного порядку є такий, що множина
{(a, b)|a ≺ b} є порожньою. Тобто будь-якi два елементи є непорiвнянними.

Приклад 6.2.6. Нехай Ω− унiверсальна множина i 2Ω її булеан. На множинi
2Ω розглянемо бiнарне вiдношення

{(A,B)|A ⊆ B ⊆ Ω}.
Вказане вiдношення є вiдношенням нестрогого часткового порядку. Переко-
найтесь у цьому.
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Приклад 6.2.7. На множинi натуральних чисел введемо вiдношення

{(m,n)|m є дiльником числа n}.
Вказане вiдношення є також вiдношенням нестрогого часткового порядку
(переконайтесь у цьому).

Приклад 6.2.8. Нехай (D,≺)− частково-впорядкована множина. Тодi вiдно-
шення
{(d1, d2)|d2 ≺ d1} є вiдношенням строгого часткового порядку (антипорядок).

Нехай (A,¹1), (B,¹2) є двi частково-впорядкованi множини. Виникає пи-
тання, як можна визначити вiдношення часткового порядку на декартовому
добутку A × B. Перше що спадає на думку, це впорядкувати пари у такий
спосiб:

(a1, b1) ¹ (a2, b2) ⇔ a1 ¹1 a2 & b1 ¹2 b2.

Переконайтеся, що це дiйсно вiдношення часткового порядку. При цьому,
воно не буде лiнiйним навiть, якщо такими були ¹1,¹2 . Дiйсно, адже пари
(a1, b1), (a2, b2) для яких a1 ≺ a2, b2 ≺ b1 є непорiвнянними.

Але можна ввести так званий прямий лексикографiчний порядок.

(a1, b1) ¹lex (a2, b2) ⇔ a1 ¹1 a2 ∨ (a1 = a2 & b1 ¹2 b2).

Зворотнiй лексикографiчний порядок. визначається наступним чином

(a1, b1) ¹invlex (a2, b2) ⇔ b1 ¹2 b2 ∨ (b1 = b2 & a1 ¹1 a2).

Переконайтесь у тому, що цi вiдношення є вiдношеннями часткового поряд-
ку, причому якщо вiдношення ¹1,¹2 є лiнiйними, то такими будуть обидва
лексикографiчнi впорядкування.

Вказанi впорядкування легко узагальнюються на довiльну скiнченну кiль-
кiсть множин. Нехай (Di,¹i), i = 1, 2, . . . , k,− сукупнiсть частково-впорядкованих
множин. На множинi D1 ×D2 × . . .×Dk визначимо вiдношення:

(u1, u2, . . . , uk) ¹ (v1, v2, . . . , vk) ⇔ ∀i = 1, 2, . . . , k, ui ¹i vi; (6.5)

(u1, u2, . . . , uk) ¹lex (v1, v2, . . . , vk) ⇔
⇔ u1 ¹ v1 ∨ ∃j( ∀l, l < j ≤ k, ul = vl & , uj ¹j vj); (6.6)

(u1, u2, . . . , uk) ¹invlex (v1, v2, . . . , vk) ⇔
⇔ uk ¹ vk ∨ ∃j( ∀l, k ≥ l > j, ul = vl & , uj ¹j vj); (6.7)
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Означення 6.2.13. Нехай (D,≺)− частково-впорядкована множина. Еле-
мент a ∈ D називається максимальним (мiнiмальним), якщо

¬∃d ∈ D : a ≺ d, (d ≺ a)

Означення 6.2.14. Нехай A ⊆ D−довiльна пiдмножина. Елемент a∗ ∈ A

називається найбiльшим (найменшим) елементом множини A, якщо
∀a ∈ A a ¹ a∗ (a∗ ¹ a).

Означення 6.2.15. Елемент d ∈ D називається верхньою (нижньою)
гранню або межею множини A, якщо ∀a ∈ A a ¹ d, (d ¹ a).

Звичайно, що найбiльший або найменший елементи, якщо вони iснують є
верхньою та нижньою гранями множини A. Але довiльна грань множини може
не бути її елементом.

Означення 6.2.16. Розглянемо множину U = U(A) (L = L(A)) верхнiх (ни-
жнiх) граней множини A. Найменший (найбiльший) елемент множини верх-
нiх (нижнiх)граней U (L) називається супремумом (iнфiмумом) множи-
ни A i позначається
sup A (inf A).

Зрозумiло, що всi перелiченi типи елементiв: максимальнi та мiнiмальнi, най-
бiльшi та найменшi, верхнi та нижнi гранi, супремуми та iнфiмуми можуть i не
iснувати.

Означення 6.2.17. Частково-впорядкована множина (D,≺) називається ре-
шiткою, якщо для довiльної двохелементної пiдмножини A = {a, b} ⊂ D

iснують sup A та inf A.

Приклад 6.2.9. Довiльна лiнiйно-впорядкована множина є решiткою.

Дiйсно, для довiльної двохелементної множини {a, b} або a ≺ b або b ≺ a. В
першому випадку b = sup A, a = inf A в другому випадку навпаки.

Нетривiальнi приклади решiток дають нам приклади 6.2.6,6.2.7. Дайте опис
sup{a, b}, inf{a, b} для цих прикладiв.

Означення 6.2.18. Частково-впорядкована множина (D,≺) називається пов-
ною решiткою, якщо для довiльної пiдмножини A ⊆ D iснують sup A та
inf A.

Прикладом повної решiтки є приклад 6.2.6 (доведiть це). Частково-впорядкована
множина з прикладу 6.2.7 не є повною решiткою (чому ?).
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6.3 Задачi

1. Нехай M = {1, 2, 3, 4, 5} Для заданого вiдношення R на множинi M визна-
чити Pr1R,Pr2R, R−1, R ◦R,R ◦R−1 i R−1 ◦R:

(a) R = {(1, 2), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (4, 1), (4, 3), (4, 4)};
(б) R = {(1, 2), (2, 3), (3, 5), (4, 1), (5, 4)};
(в) R = {(2, 4), (2, 5), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (5, 2)};
(г) R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 2), (4, 3), (5, 1), (5, 5)}.

2. Для заданого вiдношення R на множинi N

(а) R = {(m,n)| n дiлиться на m};
(б) R = {(m,n)| m− n дiлиться на k, k ∈ N}
визначити Pr1R, Pr2R, R−1, R ◦ R, R ◦ R−1 i R−1 ◦ R, R. Визначити, чи
будуть цi вiдношення рефлексивними, антирефлексивними, симетричними,
антисиметричними, транзитивними.

3. Довести, що для довiльного вiдношення R на множинi M

(a) Pr1R = Ø ⇔ R = Ø ⇔ Pr2R = Ø;

(б) Pr2R = Pr1R
−1;

(в) Pr1R = Pr2R
−1.

4. Довести, що для будь-яких вiдношень виконується:

(а) (R ∪R) ∩R = R;

(б) (R−1)
−1

= R;

(в) (R1 ∪R2)
−1 = R1

−1 ∪R2
−1.

5. На множинi Z задано вiдношення:

(m,n) ∈ R1 ⇔ m− n парне число;

(m,n) ∈ R2 ⇔ m + n парне число;

(m,n) ∈ R3 ⇔ m− n ≤ 100;

(m,n) ∈ R4 ⇔ m− n непарне число;

(m,n) ∈ R5 ⇔ m + n непарне число;

(m,n) ∈ R6 ⇔ m/n парне число;

(m,n) ∈ R7 ⇔ m/n непарне число;

(m,n) ∈ R8 ⇔ m ∗ n парне число;

(m,n) ∈ R9 ⇔ m ∗ n непарне число;
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(m,n) ∈ R10 ⇔ m− n є степенем числа 2;

(m,n) ∈ R11 ⇔ m i n мають спiльний дiльник, вiдмiнний вiд 1.

Визначити, якi з них є

(а) рефлексивними;

(б) антирефлексивними;

(в) симетричними;

(г) антисиметричними;

(д) транзитивними.

6. Довести, що композицiя R1 ◦R2 двох антирефлексивних вiдношень R1 i R2

може не бути антирефлексивним вiдношенням.

7. Довести, що для симетричних вiдношень R1 i R2 будуть симетричними
вiдношення R1 ∪R2, R1 ∩R2, R1

−1, R1 ◦R1
−1.

8. Побудувати два симетричних вiдношення R1 i R2 на множинi M = {1, 2, 3, 4},
композицiя яких R1 ◦R2 не буде симетричним вiдношенням.

9. Навести приклад транзитивних вiдношень R1 i R2 на множинi M = {1, 2, 3, 4}
таких, що

(а) R1 ◦R2 нетранзитивне;

(б) R1 ◦R2 транзитивне;

(в) R1 ◦R2 6= R1;

(г) R1 ◦R2 = R1.

10. Побудувати вiдношення

(а) симетричне, транзитивне, нерефлексивне;

(б) рефлексивне, симетричне, нетранзитивне;

(в) рефлексивне, антисиметричне, нетранзитивне;

(г) рефлексивне, симетричне, транзитивне;

(є) несиметричне, неантисиметричне;

(ж) нерефлексивне, неантирефлексивне, несиметричне, транзитивне.

11. Побудувати транзитивнi, рефлексивнi i симетричнi замикання R∗ вiдно-
шень з прикладу 1 цього роздiлу.

12. Скiльки є рефлексивних вiдношень на множинi з n елементiв? Скiльки
атирефлексивних?
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13. На множинi N×N (N = N ∪ {0}) визначимо вiдношення R i Q
(a) ((a, b), (c, d)) ∈ R ⇐⇒ a + d = b + c;
(б) ((a, b), (c, d)) ∈ Q ⇐⇒ (a · d = b · c для b 6= 0 i d 6= 0 ) або (a = c

для b = 0 або d = 0 ).

Довести, що вiдношенняR iQ є вiдношеннями еквiвалентностi на множинi
N×N.

14. НехайM множина всiх прямих на площинi. Чи будуть вiдношеннями еквi-
валентностi на M такi вiдношення:
(a) паралельнiсть прямих;
(б) перпендикулярнiсть прямих ?

15. Навести приклад двох вiдношень еквiвалентностiR1 iR2 на множинiM =
{1, 2, 3, 4} таких, що R1 ◦ R2 не є вiдношенням еквiвалентностi на M.

16. Нехай задано довiльне вiдношення R на множинi M. Сформулювати ал-
горитм, який за допомогою основних операцiй над вiдношеннями дозволяє
побудувати найменше вiдношення еквiвалентностi Q на множинi M таке,
що R ⊆ Q.

17. Побудувати фактор-множини за вiдношеннями еквiвалентностi з прикла-
дiв 1,2. Визначити їхнi iндекси.

18. Довести, що множина всiх пiдмножин (булеан) даної множини частково
впорядкована за вiдношенням включення.

19. Нехай a ≤ b ⇔ a, b ∈ N i а дiлить b. Довести, що ≤ - частковий порядок
на N .

20. Означимо на множинi R дiйсних чисел вiдношення T : aTb тодi i тiльки
тодi, коли a/(a2 + 1) ≤ b/(b2 + 1), a, b ∈ R. Довести, що

(а) Т не є вiдношенням часткового порядку на всiй множинi R;

(б) Т є вiдношенням часткового порядку на множинi дiйсних чисел з iн-
тервалу (1,∞).

(в) Т є вiдношенням часткового порядку на множинi дiйсних чисел з iн-
тервалу (−∞,−1].

21. Побудувати всi неiзоморфнi вiдношення часткового порядку на множинi

(а) M = {a, b};
(б) M = {a, b, c};
(в) M = {a, b, c, d}.
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22. Перелiчити усi неiзоморфнi частково-впорядкованi 6-елементнi множини з
найбiльшим i чотирма мiнiмальними елементами.

23. Перелiчити усi неiзоморфнi частково-впорядкованi 5-елементнi множини з
найменшим i найбiльшим елементами.

24. Побудувати приклад частково впорядкованої множини, яка має
(а) точно один мiнiмальний елемент, але не має найменшого елемента;
(б) точно один максимальний елемент, але не має найбiльшого елемента;
(в) один мiнiмальний i один максимальний елементи, але не має наймен-
шого i найбiльшого елементiв;
(г) не має жодного мiнiмального i максимального елементiв, та не має най-
меншого i найбiльшого елементiв.

25. Довести, що будь-яка непорожня скiнченна частково впорядкована мно-
жина А мiстить мiнiмальний i максимальний елементи.

26. Лiнiйно впорядкована множина називається цiлком впорядкованою, якщо
кожна її непорожня пiдмножина має мiнiмальний елемент. Довести, що
(а) множина N , де 0 < 2 < 4... < 1 < 3 < 5... є цiлком впорядкованою;
(б) множина N , де ...4 < 3 < 2 < 1 не є цiлком впорядкованою;
(в) множина Z де 1 < 2 < 3 < ... < 0 < −1 < −2 < −3 < ... є цiлком
впорядкованою.

27. Довести, що множина N натуральних чисел з вiдношенням часткового по-
рядку "дiлить"є решiткою.

28. Розглянемо множину Rn кортежiв дiйсних чисел довжини n з вiдношен-
ням часткового порядку означеним так : (a1, a2, ..., an) ≤ (b1, b2, ..., bn) тодi
i тiльки тодi, коли ai ≤ bi для всiх i = 1, 2, ...n. Довести, що частково
впорядкована у такий спосiб множина Rn є решiткою.

29. Розглянемо множину L = N × B, де N — множина натуральних чисел, а
= {0, 1}. Покладемо (n, i) ≤ (m, j) тодi i тiльки тодi, коли m ≤ n i i ≤ j.
Довести, що L є решiткою.

30. Довести, що в будь-якiй скiнченнiй решiтцi iснує найбiльший та найменший
елементи.

31. Навести приклади решiток:
(а) без найбiльшого елемента, але з найменшим елементом;
(б) без найменшого елемента, але з найбiльшим елементом;
(в) без найбiльшого i без найменшого елементiв.
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32. Довести, що в будь-якiй решiтцi L для довiльних елементiв a, b, c, d,∈ L

виконується

(а) sup(a, a) = a, inf(a, a) = a;

(б) a ≤ sup(a, b) inf(a, b) ≤ a;

(в) якщо a ≤ c i b ≤ c, то sup(a, b) ≤ c;

(г) якщо ≤ a i c ≤ b, то c ≤ inf(a, b);

(д) a ≤ b тодi i тiльки тодi, коли sup(a, b) = b.

33. Чи утворюватиме повну решiтку впорядкована за вiдношенням включення
множина

(а) всiх рефлексивних

(б) всiх антирефлексивних

(в) всiх симетричних

(г) всiх антисиметричних

(д) всiх транзитивних

вiдношень на данiй множинi М?

34. Довести, що множина всiх дiльникiв натурального числа n, частково впо-
рядкована за вiдношенням "дiлить", є повною решiткою.

35. Нехай на множинi L = {a, b, c, d, e} задано вiдношення

R = {(a, b), (a, c), (a, d), (b, e), (c, e), (d, e)}.
Чи буде множина L

(а) частково впорядкованою множиною;

(б) решiткою;

(в) повною решiткою ?
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Роздiл 7

Теорiя графiв.

Означення 7.0.1. Загальним орiєнтованим графом називається суку-
пнiсть
G = (V, E, L, ∂E, ∂L), яка складається з трьох множин V− множина вер-
шин ( vertexes), E− множина ребер (edges),L− множина петель (loops) та
вiдображень:

∂E : E → V × V,

∂L : L → V.

При цьому якщо ∂E(e) = (v1, v2), то вершину v1 будемо називати початком
ребра e, а вершину v2 її кiнцем .

Означення 7.0.2. Загальним неорiєнтованим графом називається суку-
пнiсть
G = (V, E, L, ∂E, ∂L), яка складається з трьох множин V− множина вер-
шин ( vertexes), E− множина ребер (edges),L− множина петель (loops) та
вiдображень:

∂E : E → C2
V − множина двохелементних пiдмножин множиниV,

∂L : L → V.

Якщо iснують пари вершин v1, v2 для яких iснують m ребер e : ∂E(e) =
{v1, v2} i m > 1, то говорять про наявнiсть кратних ребер. Iнодi говорять, що
вершини v1, v2 мають спiльне ребро кратностi m.

Означення 7.0.3. Граф без кратних ребер та петель називається простим.

Простий граф визначається трiйкою (V, E, ∂E).

Приклад 7.0.1. Прикладами простих графiв є цiлком незв’язний граф у
якого E = ∅, тобто граф, у якого немає жодного ребра. Протилежним при-
кладом є повний граф, у якого будь-якi двi вершини з’єднанi ребром.

Питання. Скiльки ребер має повний граф на n вершинах?
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Приклад 7.0.2. Наведемо ще декiлька важливих прикладiв.

Означення 7.0.4. i) В орiєнтованому (неорiєнтованому) графi вершини v1, v2

називаються сумiжними, якщо iснує ребро

e ∈ E : ∂E(e) = (v1, v2) (∂E(e) = {v1, v2}),
при цьому говорять, що ребро e є iнцидентним як вершинi v1 так i
вершинi v2.

ii) В орiєнтованому (неорiєнтованому) графi ребра e1, e2 називаються сумi-
жними, якщо впорядкованi пари ∂E(e1), ∂E(e2) мають спiльнi координа-
ти ( множини ∂E(e1) i ∂E(e2) мають спiльну вершину).

iii) Вершина v та ребро e називаються iнцидентними, якщо ребро e є iнци-
дентним вершинi v.

iv) Вершина v та петля l називаються iнцидентними, якщо ∂L(l) = v.

Означення 7.0.5. Кiлькiсть ребер iнцидентних данiй вершинi v плюс подво-
єна кiлькiсть iнцидентних їй петель називають степенем або валентнiстю
вершини i позначають deg v

Означення 7.0.6. Простий граф називається регулярним, якщо всi його
вершини мають однаковий степiнь.

Приклад 7.0.3. Прикладами регулярних графiв є правильнi многогранники -
тетраедр, куб, октаедр iкосаедр, додекаедр. В рiзних задачах часто виникає
граф Петерсона:

Як бачимо, кожна вершина цього графу має степiнь 3.
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Лема 7.0.1. (про рукопотискання). Для довiльного графу G = (V,E, L, ∂E, ∂L)
має мiсце ∑

v∈V

deg v = 2(|E|+ |L|). (7.1)

Доведення. Пiдрахуємо кiлькiсть ребер iнцидентних рiзним вершинам i пiдсу-
муємо цi числа по всiм вершинам. Очевидно, що ми отримаємо подвоєну кiль-
кiсть ребер графа. Адже кожне ребро iнцидентне двом вершинам, а отже буде
враховано два рази. Оскiльки степiнь кожної вершини є сумою кiлькостi iнци-
дентних їй ребер та подвоєної кiлькостi петель, то цим лема доведена.

Назва леми пов’язано з наступною iнтерпретацiєю. Нехай є певна кiлькiсть
людей, з кожним з яких ми зв’яжемо вершину графа. Двi вершини будуть сумi-
жними, якщо цi люди потискали один одному руку. Цiлком можливо iснування
пар, якi привiталися декiлька разiв (таке буває коли забули про те, що сьогоднi
вже вiталися), менш ймовiрно (хоча чого не буває), що якась людина привiтала-
ся сама з собою. При такiй iнтерпретацiї, в правiй частинi рiвностi (7.1) стоїть
подвоєна загальна кiлькiсть рукопотискань, що вiдбулися, а у лiвiй пiдсумову-
ються кiлькостi рукопотискань зроблених усiма особами.

Означення 7.0.7. Для даного орiєнтованого (неорiєнтованого) графа можна
скласти матрицю сумiжностi




v1 v2 v3 . . . vn

v1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
v2 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
v3 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

vn ∗ ∗ ∗ . . . ∗




,

Де на перетинi рядка та стовпчика, що вiдповiдають вершинам vi, vj (vi 6=
vj) стоїть число * — ребер e : ∂E(e) = (vi, vj), а на дiагоналi стоять кiлькостi
петель l iнцидентних вiдповiднiй вершинi v, тобто ∗ = |{l ∈ L|∂(l) = v}|.

Для неорiєнтованого графа ∗ буде означати кiлькiсть ребер e : ∂E(e) =
{vi, vj} i матриця сумiжностi буде симетричною вiдносно дiагоналi.

Для простого графа будемо мати матрицю з нулiв та одиниць з нульовою
дiагоналлю.

Означення 7.0.8. Для простих графiв розглядають також реберну матри-
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цю сумiжностi: 


e1 e2 e3 . . . en

e1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
e2 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
e3 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

en ∗ ∗ ∗ . . . ∗




,

де ∗ дорiвнює 1, якщо вiдповiднi ребра сумiжнi i 0, в протилежному випадку.

Означення 7.0.9. Для неорiєнтованих графiв може бути корисною матриця
iнцидентностi: 



e1 e2 e3 . . . en

v1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
v2 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
v3 ∗ ∗ ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

vm ∗ ∗ ∗ . . . ∗




,

де ∗ дорiвнює 1, якщо вiдповiдна вершина та ребро iнцидентнi i 0, в протиле-
жному випадку.

Означення 7.0.10. Два простих графа G1 = (V1, E1, ∂E1
), G2 = (V2, E3, ∂E2

)
називаються iзоморфними, якщо iснує бiєкцiя мiж множинами вершин:

φ : V1 ↔ V2,

така, що

вершини v, v1 ∈ V1 сумiжнi ⇔ вершини φ(v), φ(v1) ∈ V2 сумiжнi

Розглянемо два графи G1 i G2.

1 2 3

4 5 6
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a b

c

de

f

Обидва вони є регулярними графами степеня 3 i як бачимо картинки суттєво
рiзняться, але насправдi цi графи iзоморфнi. Iзоморфiзм визначає наступна бi-
єкцiя φ :

1 7→ a

2 7→ c

3 7→ e

4 7→ f

5 7→ d

6 7→ b

Завдання. Побудуйте ще декiлька iзоморфiзмiв мiж цими графами.
Наведенi графи є прикладами так званих дводольних графiв.

Означення 7.0.11. Граф називається дводольним, якщо множину його
вершин можна розбити на двi пiдмножини (долi) V1, V2 таким чином, що
жодна двi вершини з однiєї долi не є сумiжними.

Питання. За яких умов цикл є дводольним графом?
Для загальних графiв означення iзоморфiзму бiльш складне. Адже треба

враховувати кратнiсть ребер та петель, а для орграфiв узгоджувати напрямки
ребер.

Означення 7.0.12. Графи G1 = (V1, E1, L1, ∂E1
, ∂L1

), G2 = (V2, E2, L2, ∂E2
, ∂L2

),
називаються iзоморфними, якщо iснують бiєкцiї:

φ : V1 ↔ V2, ψ1 : E1 ↔ E2, ψ2 : L1 ↔ L2

такi, що
∂E2

(ψ1(e)) = φ(∂E1
(e))

∂L2
(ψ2(l)) = φ(∂E1

(l)).
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В правiй частинi першої рiвностi стоїть упорядкована або неупорядкована
пара вершин, яка отримана застосуванням вiдображення φ до кожного елемента
пари вершин ∂E1

(e).

7.1 Операцiї над графами.

1. Об’єднанням графiв G1 = (V1, E1, L1, ∂E1
, ∂L1

), G2 = (V2, E2, L2, ∂E2
, ∂L2

),
якi не мають спiльних вершин (V1 ∩ V2 = ∅), а отже i ребер (E1 ∩ E2 = ∅)
називається граф

G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2, L1 ∪ L2, ∂E1∪E2
, ∂L1∪L2

),

у якого

∂E1∪E2
(e) =

{
∂E1

(e) якщо e ∈ E1

∂E2
(e) якщо e ∈ E2

∂L1∪L2
(l) =

{
∂L1

(l) якщо l ∈ L1

∂L2
(l) якщо l ∈ L2

Означення 7.1.1. Граф називається зв’язним, якщо його не можна подати
як об’єднання двох графiв.

2. З’єднанням (конкатинацiєю) графiв
G1 = (V1, E1, L1, ∂E1

, ∂L1
), G2 = (V2, E2, L2, ∂E2

, ∂L2
), якi не мають спiльних вер-

шин (V1 ∩ V2 = ∅), а отже i ребер (E1 ∩ E2 = ∅) називається граф

G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2 ∪ E12, L1 ∪ L2, ∂E1∪E2∪E12
, ∂L1∪L2

),

при цьому множина нових ребер E12 така, що

∀v1 ∈ V1, v2 ∈ V2∃!e ∈ E1,2 : ∂E1∪E2∪E12
(e) = {v1, v2}.

2. Доповненням простого графа G = (V, E, ∂E) називається граф G =
(V, Ẽ, ∂E), такий, що довiльна пар вершин є сумiжними в графi G тодi i тiльки
тодi, коли вони не є сумiжними в графi G.

7.2 Маршрути, ланцюги, цикли.

Означення 7.2.1. Нехай G− загальний неорiєнтований граф, пара вершин
v1, vm та скiнченна послiдовнiсть ребер e1, e2, . . . , em : називається маршру-
том (шляхом) мiж вершинами v1, vm, якщо

v1 iнцидентна e1, vm iнцидентна em, а послiдовнi пари ребер ei−1, ei є су-
мiжними для довiльного i : 1 < i ≤ m. При цьому вершина v1 i називається
початком маршруту, а vm її кiнцем.

116



Для орiєнтованих графiв слiд вимагати, щоб кiнець ребра ei−1 збiгався з
початком ребра ei.

Якщо всi ребра маршруту є рiзними, то маршрут називають ланцюгом,
а якщо початок i кiнець ланцюга збiгаються, то ланцюг називається за-
мкненим або циклом.

Якщо всi вершини, що iнцидентнi ребрам ланцюга, з’являються лише один
раз, тобто кожна вершина є iнцидентною ребрам лише одної пари ei−1, ei ,
крiм можливо початку та кiнця, якi можуть i збiгатися, то такий ланцюг
будемо називати простим.

Простий замкнений ланцюг називається простим циклом.

Лема 7.2.1. Якщо в скiнченному графi степiнь кожної вершини графа не мен-
ша нiж 2, то граф має принаймнi один цикл.

Доведення. Оберемо довiльну вершину вiдмiтимо її (наприклад "пофарбуємо")
i "пiдемо"по довiльному iнцидентному їй ребру (воно iснує бо степiнь вершини
не менша нiж 2). Досягши сумiжної вершини вiдмiтимо її i "пiдемо"далi по
iншому ребру, яке iснує внаслiдок умови на степiнь вершини. При такiй прогу-
лянцi, якщо ми приходимо у вершину, в якiй ще не були, то завжди є iнше ребро,
по якому можна вийти. Але оскiльки граф має скiнченну кiлькiсть вершин, то
рано чи пiзно ми попадемо у вершину, в якiй були ранiше, i цим побудуємо
цикл.

На множинi вершин графа G можна розглянути вiдношення: v1 ∼ v2 тодi
i лише тодi, коли iснує маршрут з початком у вершинi v1 i кiнцем у вершинi
v2. Самостiйно переконайтеся, що це вiдношення є вiдношенням еквiвалентно-
стi. Очевидно, що вершини, якi належать рiзним класам еквiвалентностi, є не
сумiжними. Отже, граф G можна подати як об’єднання

G =
k⋃

i=1

Gi,

де Gi− граф множина вершини якого збiгається з певним класом еквiвален-
тностi, разом з iнцидентними їм ребрами. При цьому, очевидно, що графи Gi

будуть зв’язними. Вони називаються компонентами зв’язностi графа G. У
зв’язного графа є лише одна компонента зв’язностi.

Означення 7.2.2. Ребро графа називається мостом, якщо пiсля його вилуче-
ння кiлькiсть компонент зв’язностi збiльшується.

Зауважимо, що жодне ребро, що входить у замкнений ланцюг не є мостом.
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Теорема 7.2.1. Нехай G = (V, E, ∂E)− простий граф з n = |V | вершинами,
m = |E| ребрами та k компонентами зв’язностi. Тодi мають мiсце наступнi
нерiвностi.

n− k ≤ m ≤ (n− k)(n− k + 1)

2
(7.2)

Доведення. Доведення нерiвностi n− k ≤ m проведемо методом математичної
iндукцiї по числу ребер.

База iндукцiї — m = 0. Маємо цiлком незв’язний граф (кiлькiсть компонент
дорiвнює кiлькостi вершин n = k), отже n− n = 0 i базу доведено.

Припустимо, що нерiвнiсть доведено для графiв з кiлькiстю ребер меншою
за m. Оберемо довiльне ребро графа i вилучаємо його з графа залишивши всi
вершини i решту ребер. При цьому можливi два випадки:

i) кiлькiсть компонент зв’язностi не змiнилася i дорiвнює k;

ii) кiлькiсть компонент зв’язностi збiльшилася i дорiвнює k + 1.

Оскiльки кiлькiсть ребер у отриманого графа дорiвнює m− 1, то за припу-
щенням iндукцiї у випадку i) будемо мати: n − k ≤ m − 1, а отже, n − k < m.
У випадку ii) отримуємо n− (k + 1) ≤ m− 1, звiдки n− k ≤ m.

Для доведення другої нерiвностi в графi G =
⋃k

i=1 Gi оберемо компоненту
зв’язностi з найбiльшою кiлькiстю вершин. Якщо таких декiлька, то одну з них.
Не втрачаючи загальностi можна вважати, що це G1. Для довiльної компоненти
Gi, що мiстить бiльше нiж одну вершину, виконаємо таку операцiю:

1) виберемо довiльну вершину i вилучимо її разом з усiма ребрами, що їй
iнцидентнi;

2) додамо у компоненту G1 одну вершину i стiльки ребер, щоб ця вершина
стала сумiжною до будь-якої вершини з цiєї компоненти.

Очевидно, що при цьому кiлькiсть вершин та кiлькiсть компонент зв’язностi у
нового графа залишаться не змiнними, а кiлькiсть ребер принаймнi не зменши-
ться (згадаємо, що G1 мiстить максимальну кiлькiсть вершин). Цю процедуру
будемо повторювати до тих пiр доки в компонентi Gi не залишиться одна вер-
шина i не буде жодного ребра. Повторивши цю процедуру з усiма компонента-
ми Gi, i > 1, ми отримаємо граф на n вершинах з k компонентами зв’язностi,
причому всi вони, крiм першої, складаються з однiєї iзольованої вершини. Тодi,
кiлькiсть вершин першої компоненти дорiвнює n−(k−1). Максимально можли-
ва кiлькiсть ребер у такого графа буде тодi, коли ця компонента буде повним
графом. Тодi число ребер такого графа буде дорiвнювати: C2

n−k+1 = (n−k)(n−k+1)
2 ,

що i треба було довести.
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7.3 Ейлеровi графи.

Нехай G = (V, E, L, ∂E, ∂L)− загальний неорiєнтований граф.

Означення 7.3.1. Замкнений ланцюг графа, G, що мiстить всi ребра графа
називається ейлеровим; граф що має ейлеровий цикл називається ейлеро-
вим; граф, що мiстить ланцюг, що проходить через усi ребра називається
напiвейлеровим.

Вкажiть якi з цих графiв є ейлеровими та напiвейлеровими.
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Теорема 7.3.1. Скiнченний зв’язний граф G є ейлеровим тодi i лише тодi,
коли степiнь кожної його вершини парна.

Доведення. ⇒ . Якщо граф є ейлеровим, то iснує ейлеровий цикл. Оскiльки вiн
мiстить усi вершини, то для кожної з них iнцидентнi їй ребра розбиваються на
пари ( вхiдне, вихiдне ребра,). При цьому для початкової вершини i першого
ребра циклу iснує ребро по якому ми повернулись в неї. Цим необхiднiсть умови
доведена.
⇐ . Доведення достатностi проведемо методом математичної iндукцiї по

кiлькостi ребер графа. Якщо граф ребер не мiстить ребер, то вiн складається
з однiєї iзольованої вершини i твердження тривiальне. Припустимо, що граф
G має m ребер i для графiв з меншою кiлькiстю ребер твердження має мiсце.
Оскiльки степiнь кожної вершини графа G не менша нiж 2 (умова парностi сте-
пеня), то за лемою 7.2.1 в ньому iснує цикл. Тимчасово вилучаємо ребра цього
циклу (запам’ятавши вершини якi утворювали цикл). Кожна вершина отрима-
ного графа G̃ має парний степiнь, адже з кожної вершини циклу вилучалась
пара ребер. Тодi кожна компонента зв’язностi графа G̃ =

⋃k
i=1 Gi задовольняє

умовi твердження, а оскiльки кожна з них має меншу кiлькiсть ребер, то мо-
жна застосувати припущення iндукцiї i в кожнiй з них побудувати ейлеровий
цикл. Тепер вiдновимо заново граф G. Початкова вершина циклу належить до
вiдповiдної компоненти Gi i ми рухаємося по побудованому ранiше ейлеровому
циклу i вертаємося в цю ж вершину. Пiсля цього по ребру циклу переходимо в
наступну вершину. Якщо ця вершина належить тiй самiй компонентi зв’язностi
Gi, що i попередня, то продовжуємо рух по ребру цикла. Якщо ж ми попали
в iншу компоненту Gk, то проходимо її по ранiше побудованому ейлеровому
циклу i вертаємося в цю ж вершину. Продовжуючи цей процес ми повернемося
в початкову вершину i пройдемо кожне ребро графа G по одному разу. Таким
чином буде побудовано ейлеровий цикл всього графа G.
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Теорема 7.3.2. Скiнченний зв’язний граф G є напiвейлеровим тодi i лише
тодi, коли вiн має точно двi вершини непарного степiня.

Доведення. ⇒ . Зрозумiло що вершинами непарного степеня напiвейлерового
графа можуть бути лише початок та кiнець напiвейлерового ланцюга, а тому
їх не бiльше двох.

Питання: чи може бути одна вершина непарного степеня ?
⇐ . Приєднаємо до графа G додаткову вершину i сполучимо її двома ре-

брами з двома вершинами непарного степеня. Очевидно, що степiнь кожної
вершини отриманого графа є парною i за попередньою теоремою iснує ейлеро-
вий цикл. Прибравши введену вершину i два ребра отримаємо ланцюг, який
проходить через усi ребра.

7.4 Гамiльтоновi графи.

Означення 7.4.1. Цикл, що мiстить всi вершини графа називається гамiль-
тоновим; граф що має гамiльтонiв цикл називається гамiльтоновим; граф,
що мiстить простий ланцюг, що проходить через усi вершини називається
напiвгамiльтоновим .

Нетривiальними прикладами гамiльтонових графiв є правильнi многогран-
ники — тетраедр, гексаедр (куб), октаедр, додекаедр, iкосаедр.

На вiдмiну вiд Ейлерових графiв, не вiдомо критерия iснування гамiльтоно-
вого циклу. Наступна теорема Г. Дiрака (1952 р. ) дає лише достатню умову.
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Теорема 7.4.1. (Дiрiка). Якщо у простого графа G з n вершинами (n ≥ 3)
степiнь кожної вершини не менший нiж n

2 , то граф G є гамiльтоновим.

Доведення. Зрозумiло, що граф що задовольняє цим умовам є зв’язним. Адже
якщо вiн має декiлька компонент зв’язностi, то принаймнi в однiй з них кiль-
кiсть вершин не перевищує n/2, а їх максимально можлива степiнь дорiвнює
n/2− 1.

Тепер проведемо доведення теореми вiд супротивного. Припустимо, що граф
G не є гамiльтоновим. Тодi можна додати одну вершину i сполучити її дода-
тковими ребрами з усiма вершинами графа G. Враховуючи зв’язнiсть, легко
зрозумiти, що при цьому вiдбудеться об’єднання циклiв графа G, i у отрима-
ного графа цикли будуть мiстити бiльшу кiлькiсть вершин. Якщо пiсля цього
граф не став гамiльтоновим, то додамо ще одну вершину, але з’єднувати її бу-
демо лише з усiма вершинами початкового графа G. Таке введення додаткових
вершин будемо проводити доти доки не отримаємо гамiльтонiв граф. Нехай k−
мiнiмальна кiлькiсть таких вершин, якi слiд приєднати, щоб отримати гамiль-
тонiв граф G′. Оскiльки ми припустили, що граф G не є гамiльтоновим, то
k > 0.

Розглянемо який-небудь гамiльтонiв цикл графа G′ : . . . → v → p → w →
. . . , де p− одна з приєднаних вершин. Мають мiсце такi твердження:

1) вершини v та w є несумiжними.

2) Нехай w′ — деяка вершина графа. Якщо вершина w′ є сумiжною до вер-
шини w, то вершина, w′−, яка iде перед нею в гамiльтоновому циклi не є
сумiжною до вершини v.

v

p
w

w

w

Якщо вершини v та w є сумiжними, то вершину p можна вилучити i ланцюг
→ v → p → w замiнити на вiдповiдне ребро v → w. При цьому ми отримаємо
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також гамiльтонiв цикл. Але це суперечить тому, що k є мiнiмальною кiлькiстю
доданих вершин.

Для доведення п. 2) припустимо, що вершина v′ = w′− є сумiжною до v. Тодi
також можна побудувати гамiльтонiв цикл, але без вершини p. Цей цикл буде
мати вигляд:

v → v′ → у зворотньому напрямку→ w → w′ → у прямому напрямку→ v.

Наявнiсть такого циклу також суперечить мiнiмальностi числа k i твердже-
ння 2) доведено.

Кiлькiсть вершин n + k графа G′ можна подати у виглядi:

кiлькiсть вершин сумiжних з v + кiлькiсть вершин не сумiжних з v .

За умовою теореми перша кiлькiсть не менша нiж n/2+k. Розглянемо множину
вершин u таких, що їх наступники в гамiльтоновому циклi вершини u+ є сумi-
жними до w. За твердженням 2), такi вершини не є сумiжними до v, причому
їх кiлькiсть не менша нiж степiнь вершини w, тобто не менша нiж n/2 + k. От-
же, кiлькiсть вершин не сумiжних з v не менша нiж n/2 + k, звiдки отримуємо
нерiвнiсть

n + k ≥ n/2 + k + n/2 + k = n + 2k,

яка суперечить припущенню k > 0.

7.5 Лiс та дерева.

Означення 7.5.1. Граф без циклiв називається лiсом;
зв’язний граф без циклiв називається деревом.

Лема 7.5.1. Будь-яке ребро лiсу або дерева є мостом.

Доведення. Дiйсно, якщо вилучення ребра iнцидентного вершинам v1, v2 не при-
вело до збiльшення компонент зв’язностi, то це означає, що цi вершини є поча-
тком i кiнцем деякого простого ланцюга, що не мiстить вказаного ребра. Тодi
цей ланцюг разом з цим ребром утворюють цикл, а це суперечить припущенню,
що граф є лiсом або деревом.

Теорема 7.5.1. Нехай T− простий граф з n вершинами, тодi наступнi умови
еквiвалентнi:

i) T є деревом;

ii) T не мiстить циклiв i має n− 1 ребро;

iii) T зв’язний i має n− 1 ребро;
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iv) T зв’язний i кожне ребро є мостом;

v) для будь-яких двох вершин графа T iснує єдиний простий ланцюг, для якого
цi вершини є початком i кiнцем;

vi) T не мiстить циклiв, крiм того додавання довiльного одного ребра приво-
дить до появи рiвно одного циклу.

Доведення. Доведення теореми проведемо за такою схемою:

i) ⇒ ii) ⇒ iii) ⇒ iv) ⇒ v) ⇒ vi) ⇒ i).

i) ⇒ ii). За означенням дерева граф T не мiстить циклiв, отже слiд довести,
що кiлькiсть ребер дерева T дорiвнює n − 1. Доведення проведемо методом
математичної iндукцiї по кiлькостi m ребер дерева T.

База iндукцiї: m = 0. Оскiльки граф зв’язний, то вiн може мiстити лише
одну вершину i ми отримуємо n− 1 = 1− 1 = 0 = m.

Iндукцiйний крок. Припустимо, що твердження доведено для дерев, у яких
кiлькiсть ребер менша за m. Вилучимо з дерева одне довiльне ребро. За лемою,
граф T буде уже незв’язним. Нехай T = T1 ∪ T2− розклад на компоненти
зв’язностi. Тодi, за означенням, T1, T2 є деревами з меншою нiж m кiлькiстю
ребер. Якщо кiлькiстi вершин цих дерев дорiвнює n1, n2 вiдповiдно (n = n1+n2),
то за припущенням iндукцiї отримуємо, що цi дерева мiстять n1−1, n2−1 ребер.
Тодi загальна кiлькiсть ребер дорiвнює m = n1−1+n2−1+1, де остання одиниця
вiдповiдає вилученому ребру. Отже m = n1 + n2 − 1 = n− 1.

ii) ⇒ iii) Для доведення цiєї iмплiкацiї слiд лише довести зв’язнiсть графа
T. Нехай T = T1 ∪ T2 ∪ . . . ∪ Tk− розклад на компоненти зв’язностi. Оскiльки
за припущенням T не мiстить циклiв, то всi Ti є деревами. Використовуючи
попередню iмплiкацiю, отримуємо, що кiлькiсть ребер дерева Ti на ni вершинах
дорiвнює ni − 1, i = 1, 2, . . . , k. За умовою, загальна кiлькiсть ребер дорiвнює
n− 1, отримуємо n− 1 =

∑k
i=1(ni− 1). Оскiльки

∑k
i=1 ni = n, то приходимо до

рiвностi n − 1 = n − k, яка може справджуватися лише за умови k = 1, тобто
коли граф T є зв’язним.

iii) ⇒ iv). Доведення цiєї iмплiкацiї проведемо методом вiд супротивного.
Припустимо, що iснує ребро яке не є мостом. Тодi пiсля вилучення цього ре-
бра кiлькiсть ребер зменшиться на 1 i стане рiвним n − 2, а граф залишиться
зв’язним. Перша нерiвнiсть теореми 7.2.1, де k = 1,m = n− 2 набуде вигляду:
n− 1 ≥ n− 2. Отримана суперечнiсть доводить iмплiкацiю.

iv) ⇒ v). Оскiльки, за умовою, T є зв’язним, то для будь-яких двох вершин
iснує простий ланцюг, що з’єднує цi вершини. Якщо таких ланцюгiв принаймнi
два , то будь-яке ребро, що входить в один i не входить в iншi, очевидно, не
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є мостом, що суперечить припущенню. Отже, для даної пари вершин такий
ланцюг єдиний.

v) ⇒ vi). T не мiстить циклiв, оскiльки їх наявнiсть означає iснування пар
вершин, якi з’єднанi принаймнi двома простими ланцюгами. За умовою, довiль-
нi двi вершини з’єднанi простим ланцюгом i додавання ребра iнцидентного цим
вершинам приведе до появи циклу. Поява декiлькох циклiв може вiдбутися ли-
ше при умовi наявностi декiлькох простих ланцюгiв, що з’єднують цi вершини,
а це суперечить умовi v).

vi) ⇒ i). Для доведення зв’язностi зауважимо, що якщо додавання одного
ребра приводить до появи циклу, то це означає, що довiльнi двi вершини з’єднанi
простим ланцюгом, а отже граф є зв’язним.

Наслiдок 7.5.1. Кiлькiсть ребер лiсу на n вершинах з k компонентами зв’я-
зностi дорiвнює n− k.

Доведення. Застосувавши iмплiкацiю i) ⇒ ii), до кожної компоненти зв’язностi
(якi є деревами), отримуємо результат.

Означення 7.5.2. Мiнiмальна кiлькiсть ребер, яку слiд вилучити з графа G,
щоб отримати лiс (дерево) називається циклiчним рангом. Отриманий лiс
(дерево) називається кiстяковим лiсом (деревом) даного графа.

Якщо маємо граф G з n вершинами m ребрами та k компонентами зв’язностi,
то циклiчний ранг γ(G) цього графа дорiвнює

γ(G) = m− n + k.

Дiйсно, якщо кiлькiсть вилучених ребер дорiвнює γ(G), то за наслiдком 7.5.1,
маємо рiвнiсть m− γ(G) = n− k, звiдки отримуємо потрiбну формулу.

7.6 Розфарбування графiв.

Означення 7.6.1. Розфарбуванням неорiєнтованого графа називається таке
вiдображення множини його вершин в деяку множину — множину кольорiв
(типiв), що сумiжним вершинам при цьому вiдображеннi вiдповiдають рiзнi
кольори.

Зрозумiло, що це поняття досить розглядати для простих графiв, адже на-
явнiсть кратних ребер змiстовно нiчого не змiнює.

Легко бачити, що якщо кiлькiсть фарб, якi ми маємо не менша нiж кiлькiсть
вершин графа, то таке розфарбування, при якому всi вершини будуть пофар-
бованi в рiзнi кольори, можна здiйснити. Нас цiкавить найменше число фарб,
яке потрiбно для розфарбування даного графа. Воно очевидно буде залежати
вiд властивостей самого графа.
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Означення 7.6.2. Мiнiмальна кiлькiсть фарб, якi потрiбнi для розфарбуван-
ня графа G називається його хроматичним числом i позначається χ(G).

Якщо граф має k компонент зв’язностi G = G1∪G2∪ . . .∪Gk, то з означення
будемо мати χ(G) = maxi χ(Gi).

Питання. Яким є хроматичне число повного графа, а також простого ци-
клу?

Хроматичне число є дуже важливим iнварiантом графа i iснує багато рiзних,
часом досить складних, його оцiнок. Ми зупинимося на досить простiй оцiнцi.
Нехай

∆ = ∆(G) = max
v∈V

deg v.

Лема 7.6.1. Має мiсце нерiвнiсть

χ(G) ≤ ∆(G) + 1.

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї по кiлькостi
вершин. База iндукцiї: |V | = 1, тодi ∆ = 0 i χ(G) = 1 ≤ 0+1, тобто твердження
має мiсце.

Iндукцiйний крок. Припустимо, що твердження має мiсце для графiв з кiль-
кiстю вершин менших за n i |V | = n. Вилучаємо з графа одну вершину v разом
iз iнцидентними їй ребрами. Для отриманого графа G \ v користуючись припу-
щенням iндукцiї маємо:

χ(G \ v) ≤ ∆(G \ v) + 1 ≤ ∆(G) + 1.

Тобто для розфарбування графа G \ v має вистачити ∆(G) + 1 кольорiв.
Тепер треба пофарбувати вершину v. Але її степiнь не бiльша нiж ∆(G), отже
для неї ми завжди знайдемо потрiбний колiр.

Розфарбування планарних графiв.

Означення 7.6.3. Простий граф (V, E, ∂E) називається планарним, якщо
iснує бiєктивне вiдображення множини вершин в множини точок площини,
якi попарно з’єднанi неперервними кривими тодi i лише тодi, коли цi вершини
сумiжнi, причому тiльки цi точки можуть бути точками перетину двох
кривих.

Тобто вершини графа зображуються точками площини, ребра вiдповiдними
дугами, якi не мають iнших спiльних точок крiм зображених. При цьому з’яв-
ляється поняття гранi, як областi площини, обмеженої (можливо частково)
дугами, яка всерединi не мiстить точок, що вiдповiдають вершинам.

Для плоских графiв має мiсце фундаментальне спiввiдношення Ейлера.
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Теорема 7.6.1. (Л. Ейлер) Для довiльного зв’язного планарного графа G =
(V, E, ∂E) з множиною граней Γ, має мiсце рiвнiсть

|V | − |E|+ |Γ| = 2 (7.3)

Доведення. Зразу зауважимо, що якщо вказаний граф є деревом, то вiн не має
циклiв, а отже має лише одну грань. За теоремою 7.5.1 Кiлькiсть його ребер на
одиницю менша вiд кiлькостi ребер. Отже маємо,

|V | − (|V | − 1) + 1 = 2.

Для iнших графiв доведення проведемо методом математичної iндукцiї по кiль-
костi ребер.

База iндукцiї — |E| = 0. Тодi очевидно |Γ| = 1, а оскiльки граф зв’язний, то
вiн має лише одну вершину, отже, 1− 0 + 1 = 2 i спiввiдношення виконується.

Iндукцiйний крок. Припустимо, що рiвнiсть (7.3) має мiсце для графiв кiль-
кiсть ребер якого менша за m. Розглянемо довiльний зв’язний граф G з m

ребрами та γ гранями який не є деревом. Тодi у нього є цикл, з якого ми ви-
лучаємо одне ребро i застосовуємо припущення iндукцiї до отриманого графа
з m− 1 ребрами:

2 = |V | − (m− 1) + γ − 1 = |V | −m + γ.

Отже, спiввiдношення (7.3) буду мати мiсце i для графа G.

Наслiдок 7.6.1. Якщо G = (V, E, ∂E)− зв’язний планарний граф |V | ≥ 3, то
має мiсце нерiвнiсть

|E| ≤ 3 · |V | − 6. (7.4)

Доведення. Якщо |V | = 3, то твердження є тривiальним. Якщо ж |V | > 3,
то кожна грань мiстить не менше нiж три ребра, а оскiльки кожне ребро є
границею не бiльше як двох граней, то маємо оцiнку

3|Γ| ≥ 2|E|.
За теоремою Ейлера маємо,

2 = |V | − |E|+ |Γ| ≤ |V | − |E|+ 2

3
|E| = |V | − 1

3
|E|,

звiдки i випливає нерiвнiсть (7.4).

Застосуванням цього наслiдку легко отримати, що повний граф на п’яти
вершинах K5 не є планарним. Дiйсно, для такого графа маємо |V | = 5, |E| = 10
i нерiвнiсть 7.4 10 < 3 · 5− 6 = 9 не справджується.

Питання про планарнiсть знайомого нам дводольного графа K3.3
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1 2 3

4 5 6

є вiдомою задачею про iснування стежок вiд кожної з трьох хат до кожного з
трьох колодязiв, якi б не перетиналися. Слiд зазначити, що безпосереднє засто-
сування нерiвностi (7.4) не дає результату, бо вона виконується 9 < 3·6−6 = 12.
Проведемо бiльш тонкi мiркування. В наведеному графi не iснує циклiв довжи-
ни 3, а є цикли довжини 4. Якби граф був планарним мала б виконуватися
нерiвнiсть 4 · |Γ| ≤ 2|E| = 18 кожна грань оточена не менше як чотирма ребра-
ми, якi обмежують не бiльше двох граней. З iншого боку, за формулою Ейлера
(7.3) маємо 6− 9 + |Γ| = 2, звiдки |Γ| = 5 i отримана вище нерiвнiсть 4 · 5 ≤ 18
не виконується.

За допомогою графiв K5 та K3,3 Куратовський сформулював критерiй пла-
нарностi графiв, який використовує поняття гомеоморфностi графiв. Нехай
e ∈ E− довiльне ребро простого графа G = (V, E, ∂E) i ∂E(e) = {v, w}; будемо
говорити, що граф G̃ отримано з графа G вставкою нової вершини x 6∈ V в ребро
e, якщо G̃ = (V ∪{x}, E ′, ∂E′), де множина ребер нового графа E ′ отримана з E

замiною ребра e на два сумiжних ребра e1, e2 : ∂E′(e1) = {v, x}, ∂E′(e) = {x,w}.
Протилежною операцiю є замiна вершини степеня 2 i двох iнцидентних їй ребер
одним ребром, що з’єднує вiдповiднi вершини, якщо вони не були сумiжними.

Означення 7.6.4. Два простих графи G1, G2 називаються гомеоморфними,
якщо iснує послiдовнiсть графiв H1, H2, . . . , Hk така, що G1 = H1, G2 = Hk

i кожен граф Hi отримується з графа Hi−1 шляхом або вставки вершини в
ребро або замiни вершини степеня 2 одним ребром.

Зокрема, з означення випливає, що всi цикли гомеоморфнi мiж собою.
Покажiть, що на множинi простих графiв вiдношення: два графи є гомео-

морфними, є вiдношенням еквiвалентностi.

Теорема 7.6.2. (1930 р. Куратовський ) Граф є планарним тодi i лише тодi,
коли вiн не мiстить пiдграфiв гомеоморфних K5 та K3,3.

Доведення теореми є досить складним i ми його пропускаємо.
Як наслiдок нерiвностi (7.4) отримуємо

128



Наслiдок 7.6.2.
В будь-якому планарному графi є вершина степiнь якої не перевищує 5.

Доведення. Доведення проведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що
iснує планарний граф G = (V,E, ∂E) : ∀v ∈ V deg v ≥ 6. Тодi, за лемою про
рукопотискання - (7.1), маємо

6|V | ≤
∑

v∈V

deg v = 2|E|,

звiдки 3|V | ≤ |E|. Але це суперечить нерiвностi (7.4), згiдно якої, |E| ≤ 3|V |−6,
тобто 3|V | ≤ 3|V | − 6. Отримана суперечнiсть доводить лему.

Теорема 7.6.3. (Теорема про п’ять фарб.)
Будь-який планарний граф можна розфарбувати п’ятьма фарбами.

Доведення. Очевидно, що теорему досить довести для зв’язних графiв. Дове-
дення проведемо iндукцiєю по кiлькостi вершин графiв. Для графiв, у яких
кiлькiсть вершин не перевищує п’ять твердження очевидне.

Iндукцiйний крок. Припустимо, що для планарних графiв з кiлькiстю вер-
шин менших за n твердження є правильним i покажемо, що тодi i для планарних
графiв G = (V,E, ∂E), у яких |V | = n воно також є правильним.

За попереднiм наслiдком у такого графа G = (V, E, ∂E) має iснувати вер-
шина v : deg v ≤ 5. Тимчасово вилучаємо цю вершину разом з iнцидентними
їй ребрами з графа i отримаємо планарний граф G з n− 1 вершиною. За при-
пущенням iндукцiї отриманий граф можна розфарбувати п’ятьма фарбами i
ми це робимо. Повертаємо назад вилучену вершину v разом з iнцидентними їй
ребрами. Якщо вершини сумiжнi з v пофарбованi менше нiж у п’ять кольорiв,
то у нас очевидно залишиться вiльний колiр для вершини v. Якщо ж deg v = 5
i всi п’ять сумiжних з v вершин v1, v2, v3, v4, v5 пофарбованi в п’ять рiзних ко-
льорiв, якi перенумеруємо числами 1, 2, 3, 4, 5 вiдповiдно. Позначимо через Gij

пiдграф графа G який складається з вершин пофарбованих лише в кольори з
номерами i та j та ребер якi iнцидентнi лише таким вершинам. Якщо граф G13

не є зв’язним, то в графi G13 не iснує шляху з вершини v1 у вершину v3. Тодi
можна в компонентi зв’язностi графа G13, якiй належить вершина v1, здiйснити
перефарбування 1 ↔ 3 — вершини пофарбованi кольором 1 перефарбувати в
колiр 3, а вершини пофарбованi кольором 3 перефарбувати в колiр 1. Очевидно,
що пiсля такого перефарбування основна умова що сумiжнi вершини графа G

мають бути пофарбованi в рiзнi кольори продовжує виконуватися. Але тепер
обидвi вершини v1 та v3 пофарбованi в колiр 3, а саму вершину v можна пофар-
бувати в колiр 1. Якщо ж граф G13 є зв’язним, то розглянемо граф G24 який
не можу бути зв’язним, адже внаслiдок планарностi графа G шляхи з вершини
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v1 у вершину v3 в графi G13 та з вершини v2 у вершину v4 в графi G24 можуть
перетинатися лише у вершинi, яка з одного боку має бути пофарбована в один
з кольорiв 1 або 3, а з iншого в кольори 2 або 4, що неможливо.

Отже, якщо граф G13 є зв’язним, то граф G24 не є зв’язним i ми можемо
виконати процедуру перефарбування 2 ↔ 4 i звiльнити колiр для фарбування
вершини v. Фарбування вершини v завершує розфарбування вихiдного графа
G i доведення теореми.

7.7 Задачi

1. Нехай задано граф G = (V, E).
a) V = {1, 2, 3, 4}, E = {(1, 3), (2, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 2)};
b) V = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {(1, 5), (1, 4), (2, 4), (3, 5), (5, 2)}.
Побудувати дiаграму, матрицi сумiжностi та iнцидентностi для кожного iз
заданих графiв.

2. Чому дорiвнює степiнь кожної вершини у повному графi з n вершинами?

3. Скiльки ребер мiстить повний граф iз n вершинами?

4. Графи G1 i G2 визначенi на множинi V = {a, b, c, d, e, f} i V = {a′, b′, c′, d′, e′, f ′}
заданi матрицями сумiжностей A1 i A2 вiдповiдно. Побудувати дiаграми
таких графiв: G1 ∪G2, G1, G2, якщо

A1 =




0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0




A2 =




0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0




.

5. Довести, що доповненням графа G є граф G.

6. Як за допомогою матрицi сумiжностi A графа G визначити

a) кiлькiсть вершин графа G;

b) кiлькiсть ребер графа G;

c) степiнь деякої вершини графа G;

d) чи є граф G повним графом,

e) чи є граф G дводольним графом?
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7. Нехай у графi G з n вершинами i m ребрами є p вершин степеня t, а всi
iншi вершини мають степiнь t + 1. Довести, що p = (t + 1)n− 2m.

8. Чи iснує граф з n вершинами, усi вершини якого є кiнцевими, якщо

a) n = 10;
b) n = 11;
c) n = 2k;
d) n = 2k + 1.

9. Побудувати кубiчний граф, що має

a) 6 вершин;
b) 4 вершини;
c) 8 вершин;

10. Визначити, чи серед пар графiв, зображених на малюнках є iзоморфнi.

a)

b)

c)

d)

131



e)

f)

g)

h)

i)

j)
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k)

l)

m)

n)

o)

11. Довести, що iзоморфiзм є вiдношенням еквiвалентностi на множинi всiх
графiв.

12. Побудувати чотири попарно неiзоморфнi самодоповнювальнi (тобто такi,
що iзоморфнi своєму доповненню) графи з вiсьмома вершинами.

13. Перевiрити, чи будуть iзоморфними графи G1 i G2, що заданi матрицями
сумiжностi A1 i A2 вiдповiдно.
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a) A1 =




0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 0
1 1 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0




A2 =




0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0



,

b) A1 =




0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0 0




A2 =




0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0




.

14. Зобразити всi попарно неiзоморфнi графи з n вершинами, якщо

a) n = 2;
b) n = 3;
c) n = 4;
d) n = 5.

15. Знайти в графi K5 цикли довжини

a) 3;
b) 4;
c) 6;
d) 9;
e) 10.

Якi з цих циклiв є простими?

16. Довести, що зв’язний граф є простим циклом тодi i тiльки тодi, коли сте-
пiнь кожної вершини дорiвнює двом.

17. Скiльки ребер мiстить

a) простий ланцюг iз k вершин;
b) простий цикл iз k вершин;
c) найкоротший простий цикл?

18. Зобразити кубiчний граф з 2n вершинами (n ≥ 3), який не має трикутни-
кiв.
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19. Довести, що граф є дводольним тодi i тiльки тодi, коли всi його цикли
мають парну довжину.

20. Довести, що для довiльного графа G або вiн сам, або його доповнення G є
зв’язним графом.

21. Скiльки iснує попарно неiзоморфних графiв, якi мають

a) 6 вершин, 7 ребер i 2 компоненти зв’язностi;

b) 8 вершин, 6 ребер i 2 компоненти зв’язностi;

c) 8 вершин, 6 ребер i 3 компоненти зв’язностi?

22. Побудувати три попарно неiзоморфнi графи з вiсьмома вершинами, якi
мають ейлеровi цикли.

23. Перевiрити, чи будуть графи з прикладу 13 ейлеровими, напiвейлеровими,
гамiльтоновими, напiвгамiльтоновими.

24. Перевiрити, чи будуть такi графи ейлеровими, напiвейлеровими, гамiльто-
новими, напiвгамiльтоновими:

a)

b)

25. На малюнку зображено схеми музеїв. Вершинами графiв позначено зали
музеїв, а ребрами — переходи мiж залами. З якого залу потрiбно розпочати
маршрут екскурсiї i в якому закiнчити для того, щоб вiдвiдувачi побували
в кожнiй зала i пройшли по кожному переходу один раз. Визначити один
з таких маршрутiв.
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a)

b)

26. Побудувати граф iз вiсьмома вершинами, який не має ейлерового циклу,
але має ейлерiв ланцюг.

27. Довести, що в повному графi Kn, n ≥ 3, iснує гамiльтонiв цикл. Якщо про-
нумерувати вершини цього графа, то скiльки рiзних гамiльтонових циклiв
має Kn? Скiльки ейлерових?

28. Навести приклад графа, що є ейлеровим i не є гамiльтоновим, а також
приклад гамiльтонового графа, що не є ейлеровим.

29. Охарактеризувати графи, що є одночасно ейлеровими i гамiльтоновими.

30. Побудувати всi попарно неiзоморфнi зв’язнi графи без циклiв з п’ятьма
вершинами.

31. Побудувати всi попарно неiзоморфнi зв’язнi графи без циклiв з шiстьма
вершинами.

32. Побудувати всi попарно неiзоморфнi дерева з трьома, чотирма i п’ятьма
вершинами.

33. Побудувати всi попарно неiзоморфнi дерева, що мають

a) 6 ребер i 3 кiнцевi вершини;
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b) 6 ребер i 4 кiнцевi вершини;

c) 8 вершин та 3 вершини степеня 3?

34. Довести, що будь-яке дерево має принаймнi 2 кiнцевi вершини.

35. Довести, що дерево має тiльки двi кiнцевi вершини тодi i тiльки тодi, коли
воно є простим ланцюгом.

36. Описати всi дерева, доповнення яких також є деревами.

37. Побудувати кiстяковi дерева для графiв з прикладу 13. Обчислити циклi-
чний ранг графiв.

38. Довести, що в деревi кожне ребро є мостом.

39. Про групу з 50 студентiв вiдомо, що серед довiльної четвiрки студентiв
завжди знайдеться один студент, знайомий з трьома iншими. Довести, що
тодi обов’язково знайдеться студент, знайомий з кожним з групи.
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