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Ðîçäië 1

Àëãåáðà âèñëîâëåíü i åëåìåíòè òåîði¨

ìíîæèí

1.1 Âèñëîâëåííÿ, äi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè. Ëîãi÷íi çà-

êîíè

ßê àðèôìåòèêà âèâ÷à¹ ÷èñëà, à ãåîìåòðiÿ � ôiãóðè, òàê ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà âèâ-
÷à¹ âèñëîâëåííÿ òà íàâiòü äi¨ íàä íèìè. Î÷åâèäíî, ùî öi äi¨ îñîáëèâi, íå òàêi, ÿê äi¨
íàä ÷èñëàìè, àëå ¹ ìiæ íèìè é ùîñü ñïiëüíå.

Ùî ìè ðîçóìi¹ìî ïiä âèñëîâëåííÿì?

Âèñëîâëåííÿì (àáî ñóäæåííÿì, àáî òâåðäæåííÿì) íàçèâà¹òüñÿ êîæíå ðå÷åííÿ,
ÿêå ñòâåðäæó¹ ÿêóñü çàêií÷åíó äóìêó, iñòèííó àáî õèáíó çàëåæíî âiä ïåâíèõ óìîâ.

Ðîçãëÿíåìî òàêi ðå÷åííÿ:

1. 2 + 3 = 5.
2. 2− 3 = 7.
3. Óêðà¨íà � íåçàëåæíà äåðæàâà.
4. ß ìåøêàþ ó Ëüâîâi.
5. Ñüîãîäíi ïîíåäiëîê.
6. Òàðàñ Øåâ÷åíêî íàðîäèâñÿ 9 áåðåçíÿ 1814 ðîêó.
7. �ßê óìðó, òî ïîõîâàéòå

Ìåíå íà ìîãèëi ...�
8. Ñîíöå îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî Ìiñÿöÿ.

Ñåðåä öèõ ðå÷åíü ëèøå ñüîìå íå ¹ âèñëîâëåííÿì ó íàøîìó ðîçóìiííi, îñêiëüêè
âîíî íå ìà¹ ñòâåðäæóâàëüíîãî õàðàêòåðó, i íå ìîæíà ñêàçàòè, iñòèííå âîíî ÷è õèáíå.
Óñi iíøi ðå÷åííÿ � âèñëîâëåííÿ, áî âîíè ó ñòâåðäæóâàëüíié ôîðìi âèñëîâëþþòü
çàâåðøåíó äóìêó, i ìîæíà ñêàçàòè, iñòèííi âîíè ÷è õèáíi. Ïðè öüîìó âèñëîâëåííÿ
1, 6 � àáñîëþòíî iñòèííi (íåçàëåæíî âiä áóäü-ÿêèõ óìîâ), à âèñëîâëåííÿ 2, 8 �
àáñîëþòíî õèáíi. Iñòèííiñòü àáî õèáíiñòü âèñëîâëåíü 3, 4, 5 çàëåæèòü âiä êîíêðåòíèõ
äîäàòêîâèõ óìîâ. À ñàìå, ñóäæåííÿ 5 iñòèííå â ïîíåäiëîê i õèáíå â iíøi äíi òèæíÿ,
ñóäæåííÿ 4 iñòèííå â óñòàõ òîãî, õòî ìåøêà¹ ó Ëüâîâi.

Îòæå, iñòèííiñòü àáî õèáíiñòü âèñëîâëåííÿ ìîæå ìàòè ÿê àáñîëþòíèé, òàê i âiä-
íîñíèé õàðàêòåð. Ïðîòå æîäíå âèñëîâëåííÿ çà æîäíèõ êîíêðåòíèõ óìîâ íå ìîæå áóòè
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âîäíî÷àñ i õèáíèì, i iñòèííèì. Öå çðîçóìiëå òâåðäæåííÿ ¹ îäíèì iç òðüîõ îñíîâíèõ
çàêîíiâ êëàñè÷íî¨ ëîãiêè � òàê çâàíèì çàêîíîì ñóïåðå÷íîñòi. Äðóãèé îñíîâíèé çà-
êîí êëàñè÷íî¨ ëîãiêè íàçèâà¹òüñÿ çàêîíîì âèëó÷åííÿ òðåòüîãî i ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
êîæíå âèñëîâëåííÿ çà ïåâíèõ óìîâ àáî iñòèííå, àáî õèáíå � òðåòüîãî áóòè íå ìîæå
(ëàò. tertium non datur, òîáòî òðåòüîãî íå äàíî).

Àëãåáðà âèñëîâëåíü, ÿê i çâè÷àéíà àëãåáðà, êîðèñòó¹òüñÿ áóêâåííîþ ñèìâîëiêîþ
äëÿ ïîçíà÷åííÿ çàãàëüíèõ ïîíÿòü i òâåðäæåíü. Âèñëîâëåííÿ íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî
ãðåöüêèìè ëiòåðàìè: α, β, γ, . . . , χ . . . . ßêùî âèñëîâëåííÿ α iñòèííå, òî ââàæàòèìåìî,
ùî éîãî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi äîðiâíþ¹ îäèíèöi, ïèñàòèìåìî α ≡ 1, à êîëè õèáíå,
òî ââàæàòèìåìî, ùî éîãî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi äîðiâíþ¹ íóëþ, i ïèñàòèìåìî α ≡ 0.
Íàäàëi, òàêîæ, ÿêùî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi äâîõ âèñëîâëåíü α i β çáiãàþòüñÿ, òî öå
çàïèñóâàòèìåìî òàê: α ≡ β.

Ç ïðîñòèõ âèñëîâëåíü çà äîïîìîãîþ òàê çâàíèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié óòâîðþþòüñÿ
ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ.

Ñèìâîëè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ âèñëîâëåíü, íàçèâàþòüñÿ àòî-
ìàðíèìè ôîðìóëàìè, àáî àòîìàìè.

Ïðèêëàä 1.1.1. Íàâåäåìî ïðèêëàäè âèñëîâëåíü.

1. α: �âîäà ìîêðà�;
2. β: �íåáî ãîëóáå�;
3. γ: ��ðóñàëèì � ñòîëèöÿ Içðàåëþ�.

Ó ïðèêëàäi 1.1.1 α, β i γ � àòîìàðíi ôîðìóëè.

Áàãàòî ðå÷åíü óòâîðþþòü îá'¹äíàííÿì îäíîãî, àáî äåêiëüêîõ âèñëîâëåíü, ÿêi ¹
àòîìàìè. ßêùî òàêå óòâîðåíå ðå÷åííÿ ¹ âèñëîâëåííÿì, òî éîãî íàçèâàþòü ñêëàäíèì
âèñëîâëåííÿì. Ïîáóäîâó ñêëàäíèõ âèñëîâëåíü óïåðøå ðîçãëÿíóòî â êíèçi àíãëié-
ñüêîãî ìàòåìàòèêà Äæîðæà Áóëÿ (George Boole) �The Laws of Truth�. Ñêëàäíi âè-
ñëîâëåííÿ óòâîðþþòü ç iñíóþ÷èõ âèñëîâëåíü çàñòîñîâóþ÷è ëîãi÷íi îïåðàöi¨, ÿêi ìè
âèçíà÷èìî äàëi: êîí'þíêöiÿ, äèç'þíêöiÿ, çàïåðå÷åííÿ, iìïëiêàöiÿ òà åêâiâàëåíöiÿ.

Âèçíà÷èòè ÿêóñü ëîãi÷íó îïåðàöiþ íàä âèñëîâëåííÿìè � îçíà÷à¹: âêàçàòè, ÿêîãî
çi çíà÷åíü iñòèííîñòi íàáóâà¹ ¨¨ ðåçóëüòàò; òîáòî âiäïîâiäíå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ
çàëåæíå âiä çíà÷åíü iñòèííîñòi ïðîñòèõ âèñëîâëåíü, ùî âõîäÿòü äî éîãî ñêëàäó.

Îñíîâíèìè ëîãi÷íèìè îïåðàöiÿìè íàä âèñëîâëåííÿìè ¹ êîí'þíêöiÿ, äèç'þíêöiÿ i
çàïåðå÷åííÿ.

Ëîãi÷íèì äîáóòêîì, àáî êîí'þíêöi¹þ, äâîõ âèñëîâëåíü α i β íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíå
âèñëîâëåííÿ α ∧ β, ÿêå iñòèííå, ÿêùî êîæíå ç âèñëîâëåíü α i β iñòèííå, i õèáíå,
ÿêùî õî÷à á îäíå ç íèõ õèáíå. Îïåðàöiÿ çíàõîäæåííÿ ëîãi÷íîãî äîáóòêó íàçèâà¹òüñÿ
êîí'þíêöi¹þ. Êîí'þíêöiÿ òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ëîãi÷íèì � i �.

Ëîãi÷íèé äîáóòîê äâîõ âèñëîâëåíü α i β ÷àñòî ïîçíà÷àþòü òàê ñàìî, ÿê çâè÷àé-
íèé äîáóòîê: αβ, ÷èòà¹òüñÿ �α i β�. Òðàïëÿþòüñÿ é iíøi ïîçíà÷åííÿ äëÿ êîí'þíêöi¨
âèñëîâëåíü α&β, àáî ïðîñòî α · β.

Îçíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié çðó÷íî ïîäàâàòè òàáëèöÿìè iñòèííîñòi; â íèõ íà-
âîäÿòüñÿ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ñêëàäíîãî âèñëîâëåííÿ äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ êîìáiíàöié
çíà÷åíü iñòèííîñòi éîãî ïðîñòèõ âèñëîâëåíü. Äëÿ êîí'þíêöi¨ òàáëèöÿ iñòèííîñòi ìà¹
òàêèé âèãëÿä:



1.1. Âèñëîâëåííÿ, äi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè. Ëîãi÷íi çàêîíè 9

α β α ∧ β
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî êîí'þíêöiÿ çíà÷åíü iñòèííîñòi çáiãà¹òüñÿ çi çâè÷àéíèì àðèô-
ìåòè÷íèì äîáóòêîì ÷èñåë 0 i 1: 0 · 1 = 1 · 0 = 0 · 0 = 0 i 1 · 1 = 1.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè êîí'þíêöié:

1) ñíiã áiëèé i 2 + 2 = 4;
2) ñíiã áiëèé i 2 + 2 = 8;
3) íà ãîðîäi áóçèíà, à â Êè¹âi äÿäüêî.

Êîí'þíêöi¨ 1, 3 � iñòèííi, à 2 � õèáíà.

Äèç'þíêöiÿ (ëîãi÷íå äîäàâàííÿ). Ñïîëó÷íèê �àáî� âæèâà¹òüñÿ ó çâè÷àéíîìó ìîâ-
ëåííi ó äâîõ ðiçíèõ çíà÷åííÿõ: ðîçäiëüíîìó i íåðîçäiëüíîìó. �õ ìîæíà ïîÿñíèòè òàê:
âèðàç �α àáî β� ìîæå ìàòè

ðîçäiëüíå çíà÷åííÿ � �α àáî β, àëå íå îáèäâà�;
íåðîçäiëüíå çíà÷åííÿ � �α àáî β, àáî îáèäâà�.

ßêùî, íàïðèêëàä, õòîñü êàæå: �ÿ ñüîãîäíi ñêëàäó iñïèò ç òîïîëîãi¨ íà �äîáðå� àáî
íà �âiäìiííî�, òî òóò �àáî� ìà¹ ðîçäiëüíèé çìiñò, áî íå ìîæíà ñêëàñòè îäèí i òîé æå
iñïèò â îäèí i òîé æå ÷àñ íà �äîáðå� i íà �âiäìiííî�. Âîäíî÷àñ ó òâåðäæåííi �ÿêùî
a ·b = 0, òî a = 0 àáî b = 0� ñïîëó÷íèê �àáî� ìà¹ íåðîçäiëüíèé çìiñò, îñêiëüêè a ·b = 0
i ïðè a = b = 0.

Îïåðàöiÿ ëîãi÷íîãî äîäàâàííÿ (äèç'þíêöiÿ) âiäïîâiäà¹ ó çâè÷àéíîìó ìîâëåííi
îá'¹äíàííþ âèñëîâëåíü ñïîëó÷íèêîì �àáî� ó íåðîçäiëüíîìó ðîçóìiííi.

Ëîãi÷íîþ ñóìîþ, àáî äèç'þíêöi¹þ, äâîõ âèñëîâëåíü α i β íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíå âè-
ñëîâëåííÿ α∨β, ÿêå iñòèííå, ÿêùî õî÷à á îäíå ç âèñëîâëåíü α àáî β iñòèííå; i õèáíå,
ÿêùî âîíè îáèäâà õèáíi. Îïåðàöiÿ çíàõîäæåííÿ ëîãi÷íî¨ ñóìè íàçèâà¹òüñÿ ëîãi÷íèì
äîäàâàííÿì, àáî äèç'þíêöi¹þ. Çíàê �∨� ÷èòà¹òüñÿ �àáî�, i äèç'þíêöiþ íàçèâàþòü òà-
êîæ ëîãi÷íèì �àáî�.

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi äèç'þíêöi¨:

α β α ∨ β
0 1 1
1 0 1
0 0 0
1 1 1

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè äèç'þíêöié:

1) 2× 2 = 4 àáî ñíiã áiëèé;
2) 2× 2 = 4 àáî ñíiã ÷îðíèé;
3) 2× 2 = 5 àáî ñíiã áiëèé;
4) 2× 2 = 5 àáî ñíiã ÷îðíèé.
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Óñi öi âèñëîâëåííÿ ¹ äèç'þíêöiÿìè. Îñòàíí¹ ç íèõ õèáíå, à ðåøòà � iñòèííi.

Bïðàâà 1.1.1. Äîâåñòè, ùî îïåðàöi¨ êîí'þíêöiÿ òà äèç'þíêöiÿ ¹ êîìóòàòèâíèìè òà
àñîöiàòèâíèìè, òîáòî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

1) α ∧ β ≡ β ∧ α;
2) α ∨ β ≡ β ∨ α;
3) α ∧ (β ∧ γ) ≡ (α ∧ β) ∧ γ;
4) α ∨ (β ∨ γ) ≡ (α ∨ β) ∨ γ.

Bïðàâà 1.1.2. Äîâåñòè, ùî äëÿ îïåðàöié êîí'þíêöiÿ òà äèç'þíêöiÿ âèêîíó¹òüñÿ
äèñòðèáóòèâíèé çàêîí:

1) α ∧ (β ∨ γ) ≡ (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ);
2) α ∨ (β ∧ γ) ≡ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ).

Òðåòÿ îñíîâíà ëîãi÷íà îïåðàöiÿ � çàïåðå÷åííÿ. Çàïåðå÷åííÿì âèñëîâëåííÿ α íà-
çèâà¹òüñÿ âèñëîâëåííÿ α, ÿêå iñòèííå, ÿêùî α õèáíå, i õèáíå, ÿêùî α iñòèííå. Çàïå-
ðå÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ ëîãi÷íèì �íå�.

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi çàïåðå÷åííÿ:

α α
0 1
1 0

Îòæå, 0 ≡ 1, 1 ≡ 0. Âèñëîâëåííÿ α ÷èòà¹òüñÿ �íå α�. Iíêîëè îïåðàöiÿ çàïåðå÷åííÿ
ïîçíà÷à¹òüñÿ ¬α àáî α′.

Bïðàâà 1.1.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âèñëîâëåííÿ α âèêîíó¹òüñÿ α ≡ α.

Çàñòîñîâóþ÷è ëîãi÷íi îïåðàöi¨, ìîæíà óòâîðèòè ç âèñëîâëåíü íîâi âèñëîâëåííÿ,
íàïðèêëàä, ÿêùî α, β i γ � âèñëîâëåííÿ, òî (α∧β)∨γ, (α∨β)∧γ, (α∧β)∨(γ ∧ (α ∨ β))
òîùî òåæ âèñëîâëåííÿ. Òàêi âèðàçè íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè àëãåáðè âèñëîâëåíü.
Äóæêè â ëîãi÷íèõ ôîðìóëàõ âiäiãðàþòü òàêó æ ðîëü, ÿê ó àëãåáði: âîíè ïîçíà÷àþòü
ïîðÿäîê âèêîíàííÿ äié.

Ùîá ìàòè ïîâíó êàðòèíó çíà÷åíü iñòèííîñòi ëîãi÷íî¨ ôîðìóëè, ñêëàäàþòü ¨¨ òà-
áëèöþ iñòèííîñòi äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ íàáîðiâ. Äëÿ öüîãî âèïèñóþòü óñi ïîñëiäîâíi
÷àñòêîâi ôîðìóëè, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ôîðìóëà, i çíàõîäÿòü ¨õ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi
íà âñiõ íàáîðàõ, äîêè íå äiéäóòü äî ðîçãëÿäóâàíî¨ ïîâíî¨ ôîðìóëè.

Ïîÿñíèìî öå íà ïðèêëàäi. Ñêëàäåìî òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ íàñòóïíîãî âèñëîâ-
ëåííÿ: (α ∨ (β ∧ α)) ∧ γ.

α β γ α β ∧ α α ∨ (β ∧ α) α ∨ (β ∧ α) (α ∨ (β ∨ α)) ∧ γ
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 0 0
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Îòæå, öå âèñëîâëåííÿ iñòèííå ëèøå â òîìó âèïàäêó, ÿêùî α, γ � iñòèííi, à β �
õèáíå.

Bïðàâà 1.1.4. Äàíî äâà âèñëîâëåííÿ:

α: Âàñèëü çíà¹ Ïåòðà;
β: Ïåòðî çíà¹ Âàñèëÿ.

Çàïèñàòè ëîãi÷íèìè ôîðìóëàìè òàêi âèñëîâëåííÿ:

a) Âàñèëü i Ïåòðî çíàþòü îäèí îäíîãî;
b) Âàñèëü i Ïåòðî íå çíàþòü îäèí îäíîãî;
c) Àáî Âàñèëü çíà¹ Ïåòðà, àáî Ïåòðî çíà¹ Âàñèëÿ;
d) Âàñèëü íå çíà¹ Ïåòðà, à Ïåòðî çíà¹ Âàñèëÿ;
e) Íåïðàâèëüíî, ùî Ïåòðî íå çíà¹ Âàñèëÿ;
f) Íåïðàâèëüíî, ùî Âàñèëü i Ïåòðî îäèí îäíîãî íå çíàþòü.

Bïðàâà 1.1.5. Äàíî âèñëîâëåííÿ:

α: ÿ ëþáëþ ìàòåìàòèêó;
β: ÿ ëþáëþ ñïîðò.

ßêèé çìiñò ìàþòü âèñëîâëåííÿ:
a) α ∧ β; b) α ∧ β; c) α ∨ β; d) α ∧ β; e) α ∧ β; f) α; g) α ∨ β?

Bïðàâà 1.1.6. Ñêëàñòè òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóë:
a) (α ∧ β) ∨ α ∧ β; b) α ∨ β; c) α ∨ γ; d) α ∧ β; e) α ∧ (α ∨ β) ∨ β.

Óñi ìàòåìàòè÷íi òåîðåìè ìîæíà çàïèñàòè òàê: �ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi-òî
óìîâè, òî âèïëèâà¹ òàêèé-òî âèñíîâîê�. Íàïðèêëàä, òåîðåìó �Ñóìà âíóòðiøíiõ
êóòiâ òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ 180◦� ìîæíà çàïèñàòè òàê: �ÿêùî äàíà ôiãóðà � òðè-
êóòíèê, òî ñóìà ¨¨ âíóòðiøíiõ êóòiâ äîðiâíþ¹ 180◦�. Äëÿ çàïèñó òàêèõ âèñëîâ-
ëåíü iñíó¹ ëîãi÷íà îïåðàöiÿ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ iìïëiêàöi¹þ. Âîíà âiäïîâiäà¹ óìîâíîìó
òâåðäæåííþ íà çðàçîê �ÿêùî ..., òî ...� i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñòðiëêîþ �⇒�. Îòæå, iìïëi-
êàöiÿ � ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ

α⇒ β,

ÿêå ÷èòà¹òüñÿ òàê: �ÿêùî α, òî β�, àáî �ç α âèïëèâà¹ β�.

Iìïëiêàöi¹þ âèñëîâëåíü α i β íàçèâà¹òüñÿ òàêå ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ α ⇒ β, ÿêå
õèáíå ëèøå çà óìîâè, ùî âèñëîâëåííÿ α iñòèííå, à âèñëîâëåííÿ β õèáíå, à â óñiõ
iíøèõ âèïàäêàõ âîíî iñòèííå. ×àñòî çàìiñòü α⇒ β ïèñàòèìåìî α→ β.

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi äëÿ iìïëiêàöi¨ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

α β α⇒ β
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1
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Çàóâàæèìî, ùî ç õèáíîãî âèñëîâëåííÿ âèïëèâà¹ áóäü-ÿêå òâåðäæåííÿ.

Íàïðèêëàä, âiçüìiìî õèáíå òâåðäæåííÿ: 1 = 2. Âiäíiìàþ÷è âiä îáîõ ÷àñòèí îäè-
íèöþ, îòðèìà¹ìî 0 = 1. Íåõàé òåïåð a i b � äîâiëüíi ÷èñëà. Ïîìíîæèìî ðiâíiñòü
0 = 1 ñïî÷àòêó íà a, à ïîòiì íà b: 0 · a = 1 · a = a, 0 · b = 1 · b = b. Îòæå,
0 = 0 · a = 0 = 0 · b = a = b, i áóäü-ÿêi äâà ÷èñëà ðiâíi.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäíó ëîãi÷íó îïåðàöiþ � åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ âèñëîâëåíü. Âîíà
âiäïîâiäà¹ ñïîëó÷íèì ñëîâàì �òîäi i ëèøå òîäi� i ïðèâîäèòü äî iñòèííîãî ñêëàäíîãî
âèñëîâëåííÿ ó âèïàäêó, ÿêùî âiäïîâiäíi ïðîñòi âèñëîâëåííÿ îäíî÷àñíî iñòèííi àáî
îäíî÷àñíî õèáíi.

Åêâiâàëåíòíiñòþ âèñëîâëåíü α i β íàçèâà¹òüñÿ ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ α⇔ β (÷è-
òà¹òüñÿ: �α åêâiâàëåíòíå β�), ÿêå iñòèííå, ÿêùî îáèäâà âèñëîâëåííÿ α i β iñòèííi
àáî îáèäâà õèáíi, é õèáíå, ÿêùî îäíå ç íèõ iñòèííå, à äðóãå õèáíå. Åêâiâàëåíòíiñòü
âèñëîâëåíü α i β ÷àñòî ïîçíà÷àþòü ÷åðåç α ∼ β.

Òàáëèöÿ iñòèííîñòi åêâiâàëåíòíîñòi ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

α β α⇔ β
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Ó ëîãiöi àòîì, ÷è ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ íàçèâàþòü ôîðìóëîþ. Âèâ÷àþ÷è ôîðìóëè,
ðîçãëÿäàþòü äâà àñïåêòè � ñèíòàêñèñ i ñåìàíòèêó.

Ñèíòàêñèñ � öå ñóêóïíiñòü ïðàâèë, ÿêi äàþòü çìîãó áóäóâàòè ôîðìóëè òà ðîç-
ïiçíàâàòè ïðàâèëüíi ôîðìóëè ñåðåä ïîñëiäîâíîñòåé ñèìâîëiâ. Ôîðìóëè â ëîãiöi âè-
ñëîâëåíü âèçíà÷àþòü çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

� àòîì � öå ôîðìóëà;
� ÿêùî α � ôîðìóëà, òî α � òàêîæ ôîðìóëà;
� ÿêùî α i β � ôîðìóëè, òî α ∧ β, α ∨ β, α⇒ β, α⇔ β � ôîðìóëè;
� ôîðìóëè óòâîðþþòüñÿ ëèøå ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ çàñòóñóâàíü âèùå íàâåäåíèõ
ïðàâèë.

Ñåìàíòèêà � öå ñóêóïíiñòü ïðàâèë, çà ÿêèìè ôîðìóëàì íàäàþòü çíà÷åíü iñòèí-
íîñòi. Ñåìàíòèêó ëîãi÷íèõ îïåðàöié çðó÷íî çàäàâàòè ó âèãëÿäi òàáëèöü iñòèííîñòi,
ÿê öå ìè âèçíà÷àëè ðàíiøå äëÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié.

Ëîãi÷íèì çàêîíîì íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíî-iñòèííà ëîãi÷íà ôîðìóëà, òîáòî òàêà ôîð-
ìóëà, ÿêà iñòèííà çàâæäè, òîáòî ïðè áóäü-ÿêîìó íàáîði çíà÷åíü iñòèííîñòi.

Ëîãi÷íi çàêîíè, i ëèøå âîíè ñòàíîâëÿòü çàãàëüíi ôîðìè ïðàâèëüíîãî ìèñëåííÿ.
Òîìó âîíè íàéáiëüø öiêàâi äëÿ ëîãiêè.

ßê äîâåñòè ëîãi÷íèé çàêîí? Äëÿ öüîãî ¹ ïðèíàéìíi òðè ñïîñîáè. Ïåðøèé � ñêëà-
äàííÿ òàáëèöi iñòèííîñòi. Çðîçóìiëî, ùî ëîãi÷íà ôîðìóëà áóäå òîòîæíî-iñòèííà
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè îñòàííié ñòîâïåöü ¨¨ òàáëèöi iñòèííîñòi ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç
îäèíèöü.

Iíêîëè øâèäøå ïðèâîäèòü äî ìåòè äðóãèé ñïîñiá äîâåäåííÿ ëîãi÷íèõ çàêîíiâ, ÿêèé
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áåçïîñåðåäíüî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié óïåâíþ-
þòüñÿ, ùî ôîðìóëà íå ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ íóëü. Íàðåøòi, òðåòié ñïîñiá  ðóíòó-
¹òüñÿ íà òîòîæíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ëîãi÷íèõ ôîðìóë.
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Îñíîâíi ëîãi÷íi çàêîíè:

1. Çàêîí òîòîæíîñòi: X → X (�ÿêùî X, òî X�).

Äîâåäåííÿ:

X X X → X
0 0 1
1 1 1

2. Çàêîí ñóïåðå÷íîñòi: X ∧X (�íå ìîæóòü áóòè îäíî÷àñíî iñòèííèìè âè-
ñëîâëåííÿ X i X�).

Äîâåäåííÿ:

X X X ∧X X ∧X
0 1 0 1
1 0 0 1

3. Çàêîí âèëó÷åííÿ òðåòüîãî: X ∨ X (�ç âèñëîâëåíü X i X ïðèíàéìíi îäíå
iñòèííå�).

Äîâåäåííÿ:

X X X ∨X
0 1 1
1 0 1

Îñîáëèâî âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü òîòîæíî-iñòèííi åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi ïî-
çíà÷àþòüñÿ çâè÷àéíèì çíàêîì �=�.

ßê ìîæíà äîâåñòè ëîãi÷íó ðiâíiñòü S = T? Ðiâíiñòü S = T áóäå iñòèííà òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè ôîðìóëè S i T íà áóäü-ÿêèõ íàáîðàõ ìàþòü îäíàêîâi çíà÷åííÿ
iñòèííîñòi.

4. Çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ: X = X.

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå.

5. Ôîðìóëè (çàêîíè) äå Ìîðãàíà:

à) X ∨ Y = X ∧ Y ,
á) X ∧ Y = X ∨ Y .
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Äîâåäåííÿ:

à)

X Y X ∨ Y X ∨ Y X Y X ∧ Y
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0

á)

X Y X Y X ∨ Y X ∧ Y
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0 0

ßê ïîáà÷èìî äàëi, ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íå íåçàëåæíi, îäíi ç íèõ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç
iíøi. Íàïðèêëàä:

a) X ∨ Y = X ∧ Y ;
á) X ∧ Y = X ∨ Y ;
â) X → Y = X ∨ Y ;
ã) X → Y = X ∧ Y ;
 ) X ∼ Y = (X → Y ) ∧ (Y → X).

Îòæå, äèç'þíêöiÿ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êîí'þíêöiþ i çàïåðå÷åííÿ à); êîí'þíêöiÿ �
÷åðåç äèç'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ á); iìïëiêàöiÿ � ÷åðåç äèç'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ
â), àáî � ÷åðåç êîí'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ ã); åêâiâàëåíòíiñòü � ÷åðåç iìïëiêàöiþ
òà êîí'þíêöiþ. Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî äîâåñòè âèùå ïåðåëi÷åíi ëîãi÷íi
ðiâíîñòi.

Îòîæ, âñi ëîãi÷íi îïåðàöi¨ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç

à) äèç'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ;

àáî

á) êîí'þíêöiþ òà çàïåðå÷åííÿ.

Êàæóòü, ùî ôîðìóëà α çàïèñàíà

� â êîí'þíêòíié íîðìàëüíié ôîðìi , ÿêùî âîíî ìà¹ âèãëÿä

α = α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn (n > 2),

äå êîæíà ç ôîðìóë α1, α2, . . . , αn ¹ àòîìîì, àáî éîãî çàïåðå÷åííÿì, àáî ¨õ äèç'þíêöi¹þ,
à âñi ôîðìóëè α1, α2, . . . , αn ¹ ðiçíèìè;

� â äèç'þíêòíié íîðìàëüíié ôîðìi , ÿêùî âîíî ìà¹ âèãëÿä

α = α1 ∨ α2 ∨ · · · ∨ αn (n > 2),

äå êîæíà ç ôîðìóë α1, α2, . . . , αn ¹ àòîìîì, àáî éîãî çàïåðå÷åííÿì, àáî ¨õ êîí'þíêöi¹þ,
à âñi ôîðìóëè α1, α2, . . . , αn ¹ ðiçíèìè.
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Ïðèêëàä 1.1.2. Íåõàé α, β i γ � àòîìè. Òîäi:

� ω = (α∨β ∨γ)∧ (α∨β) � ôîðìóëà, çàïèñàíà â êîí'þíêòíié íîðìàëüíié ôîðìi;
� ω = (α∧β ∧ γ)∨ (α∧β) � ôîðìóëà, çàïèñàíà â äèç'þíêòíié íîðìàëüíié ôîðìi.

4. Çàêîí êîíòðàïîçèöi¨:

X → Y = Y → X

Äîâåäåííÿ:

X Y X → Y Y X Y → X
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1

Bïðàâà 1.1.7. Äîâåäiòü òàêi çàêîíè:

(i) çàêîíè iäåìïîòåíòíîñòi:

(i1) X ∨X = X;

(i2) X ∧X = X;

(ii) çàêîíè ïîãëèíàííÿ:

(ii1) (X ∨ Y ) ∨X = X;

(ii2) (X ∧ Y ) ∨X = X;

(iii) çàêîíè òîòîæíîñòi:

(iii1) X ∨ 0 = X;

(iii2) X ∧ 1 = X;

(iii) çàêîíè äîìiíóâàííÿ:

(iii1) X ∨ 1 = 1;

(iii2) X ∧ 0 = 0.

Âiäïîâiäíî äî âàðiàíòiâ iìïëiêàöi¨ â ìàòåìàòèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ çâ'ÿçêè ìiæ òåî-
ðåìàìè. ßêùî X → Y � äàíà òåîðåìà, òî ¨¨ êîíâåðñiÿ Y → X íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ
òåîðåìîþ.

Êîíâåðñiÿ êîíòðàïîçèöi¨ X → Y íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ òåîðåìîþ. Ç íàøîãî
îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëþâàííÿ îáåðíåíî¨ òåîðåìè ìîæíà îòðèìàòè, ïîìi-
íÿâøè ìiñöÿìè óìîâó òà âèñíîâîê.

Òåîðåìà 1.1.3. ßêùî ¹ X, òî ¹ Y .

Òåîðåìà 1.1.4 (îáåðíåíà äî òåîðåìè 1.1.3). ßêùî ¹ Y , òî ¹ X.

Òåîðåìà 1.1.5 (ïðîòèëåæíà äî òåîðåìè 1.1.3). ßêùî íåìà¹ X, òî íåìà¹ Y .
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Çà çàêîíîì êîíòðàïîçèöi¨, äîâiâøè ÿêó-íåáóäü òåîðåìó, ìè äîâåëè äëÿ íå¨ îáåð-
íåíó äî ïðîòèëåæíî¨ (êîíòðàïîçèöiþ). Îòæå, ç òåîðåìè �ßêùî òî÷êà ëåæèòü íà
áiñåêòðèñi êóòà, òî âîíà îäíàêîâî âiääàëåíà âiä ñòîðií êóòà� àâòîìàòè÷íî âèïëè-
âà¹ òâåðäæåííÿ: �ßêùî òî÷êà íå îäíàêîâî âiääàëåíà âiä ñòîðií êóòà, òî âîíà íå
ëåæèòü íà éîãî áiñåêòðèñi�.

Ç iìïëiêàöi¹þ òiñíî ïîâ'ÿçàíå ïèòàííÿ ïðî íåîáõiäíiñòü i äîñòàòíiñòü óìîâ,
äóæå âàæëèâå äëÿ ìàòåìàòèêè. Îçíà÷åííÿ òàêi: ÿêùî iìïëiêàöiÿ X → Y iñòèííà, òî
iñòèííiñòü âèñëîâëåííÿ Y íàçèâàþòü íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ iñòèííîñòi âèñëîâëåííÿ
X. Êîðîòøå: ÿêùî iñòèííî X → Y , òî Y � íåîáõiäíà óìîâà äëÿ X, à X � äîñòàòíÿ
óìîâà äëÿ Y .

Òàêi íàçâè ïîÿñíþþòüñÿ òèì, ùî êîëè iìïëiêàöiÿ X → Y iñòèííà, òî äëÿ âiðíîñòi
X íåîáõiäíî, ùîá áóëî âiðíèì i Y , à âiðíiñòü X äîñòàòíÿ äëÿ âiðíîñòi Y .

Íàïðèêëàä, òâåðäæåííÿ �ßêùî öiëå ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ íóëåì, òî âîíî äiëè-
òüñÿ íà 2� ìîæíà iíàêøå âèñëîâèòè òàê: �Äëÿ òîãî, ùîá öiëå ÷èñëî çàêií÷óâàëîñÿ
íóëåì, íåîáõiäíî, ùîá âîíî äiëèëîñÿ íà 2�, àáî �Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî äiëèëîñü íà 2,
äîñòàòíüî, ùîá âîíî çàêií÷óâàëîñÿ íóëåì�.

Äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî
Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî iñòèííi òàêi ôîðìóëè:

C1) X → Y = X ∧ Y → X;
C2) X → Y = X ∧ Y → Y ;
C3) X → Y = X ∧ Y → 0.

Öi ðiâíîñòi îçíà÷àþòü òàêå: ùîá äîâåñòè, ùî ç X âèïëèâà¹ Y , äîñèòü äîâåñòè, ùî
êîëè X ïðàâèëüíå, à Y íåïðàâèëüíå, òî C1) � íåïðàâèëüíå; C2) Y � ïðàâèëüíå; C3)
ïðèéäåìî äî ñóïåðå÷íîñòi.

Bïðàâà 1.1.8. Äîâåäiòü ëîãi÷íi ðiâíîñòi C1) � C3).

Ïðèêëàä 1.1.6. Äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî òàêi òåîðåìè:

1. ßêùî äâi ïðÿìi, ÿêi ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, â ïåðåòèíi ç òðåòüîþ óòâîðþþòü
ðiâíi âiäïîâiäíi êóòè, òî öi ïðÿìi ïàðàëåëüíi (X → Y ).
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè íå ïàðàëåëüíi (Y ), õî÷ i óòâîðþþòü ðiâíi âiä-
ïîâiäíi êóòè (X), òîáòî, ùî (X ∧ Y ). Òîäi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ é óòâîðþþòü
òðèêóòíèê, ó ÿêîìó îäèí ç âiäïîâiäíèõ êóòiâ áóäå âíóòðiøíiì, à äðóãèé � çîâ-
íiøíiì, íå ñóìiæíèì ç íèì. ßê âiäîìî, òàêi êóòè íå îäíàêîâi (X). Îòæå, ìè
äîâåëè, ùî X ∧ Y → X, à çíà÷èòü X → Y .

2. Äîâåäåìî êëàñè÷íó òåîðåìó Åâêëiäà ïðî íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ ÷è-
ñåë. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ òàê: ÿêùî n � ïðîñòå ÷èñëî (X), òî iñíó¹ áiëüøå çà íüîãî
ïðîñòå ÷èñëî q (Y ). Òîáòî X → Y .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé p � íàéáiëüøå ïðîñòå ÷èñëî, òîáòî íå iñíó¹ áiëüøîãî çà íüîãî
(X ∧ Y ). Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî Q = 2 · 3 · 5 · . . . · p + 1. ×èñëî Q àáî ïðîñòå, àáî
ñêëàäåíå. ßêùî âîíî ïðîñòå, òî, îñêiëüêè âîíî áiëüøå çà p, òâåðäæåííÿ Y âiðíå,
òîáòî X ∧Y → Y . ßêùî æ Q ñêëàäåíå, òî âîíî äiëèòüñÿ íà ÿêåñü ïðîñòå ÷èñëî
q. Àëå íà ïðîñòi ÷èñëà 2, 3, 5, . . . , p ÷èñëî Q íå äiëèòüñÿ, áî ïðè äiëåííi íà êîæíå
ç íèõ îòðèìó¹òüñÿ îñòà÷à 1. Îòæå, ÷èñëî q âiäìiííå âiä óñiõ ïðîñòèõ 2, 3, 5, . . . , p,
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òîáòî Q > p. I â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî, áiëüøå çà p: X ∧ Y → Y .
Îòæå, çàâæäè âiðíà iìïëiêàöiÿ X → Y . Öå é îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ
÷èñåë íåñêií÷åííà.

Íàäàëi ìè ÷àñòî êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ìåòîäîì äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðî-
àíàëiçóâàâøè õiä íàøèõ ìiðêóâàíü, çàâæäè ìîæíà áóäå ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìè êîðè-
ñòóâàëèñü îäíèì iç ïðàâèë: C1), C2) àáî C3).

1.2 Ôîðìóëè ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó

Iñíóþòü ðå÷åííÿ, ÿêi íå ¹ âèñëîâëåííÿìè òà ìiñòÿòü çìiííi. Çîêðåìà, òàêèì ¹
ðå÷åííÿ �x2 − 5 = 15�. Ðå÷åííÿ iç çìiííèìè � öå íå âèñëîâëåííÿ, àëå âîíè ñòàþòü
âèñëîâëåííÿìè, ÿêùî íàäàòè çìiííèì ïåâíèõ çíà÷åíü. Ðå÷åííÿ iç çìiííèìè äóæå
ïîøèðåíi. Çîêðåìà âîíè ìiñòÿòüñÿ â ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóëàõ i êîìï'þòåðíèõ ïðî-
ãðàìàõ.

Ïðèêëàä 1.2.1. Ðå÷åííÿ �x 6 5�, �x+y = 5�, �x−y = z� ìiñòÿòü çìiííi. �ì íå ìîæíà
íàäàòè çíà÷åííÿ iñòèííîñòi, äîêè çìiííèì íå áóäå íàäàíî ÿêèõîñü çíà÷åíü.

Ó ïðèêëàäi 1.2.1 ðå÷åííÿ �x 6 5�, àáî �x ìåíøå àáî ðiâíå çà 5�, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
÷àñòèí: ïåðøà, çìiííà x, íàçèâà¹òüñÿ ïðåäìåòîì, à äðóãà � �ìåíøå àáî ðiâíå çà
5�, ÿêà âêàçó¹ âëàñòèâiñòü ïðåäìåòà, íàçèâà¹òüñÿ ïðåäèêàòîì. Çàóâàæèìî, ùî ÷àñòî
ïðåäèêàòîì íàçèâàþòü óñå ðå÷åííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ëîãiêó ïåðøîãî ïîðÿäêó , àáî ëîãiêó ïðåäèêàòiâ, ó ÿêié äî ïîíÿòü ëî-
ãiêè âèñëîâëåíü äîäàíî íîâi ïîíÿòòÿ. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ñêëàäíèõ ðå÷åíü ó ëîãiöi
âèñëîâëåíü âèêîðèñòîâóþòü àòîìè ÿê îñíîâíi åëåìåíòè ôîðìóë. Àòîì ðîçãëÿäàþòü
ÿê íåïîäiëüíå öiëå � éîãî ñòðóêòóðó íå àíàëiçóþòü.

Îñêiëüêè áàãàòî ìiðêóâàíü íåìîæëèâî îïèñàòè ëèøå çà äîïîìîãîþ âèñëîâëåíü,
òî ââåäåìî ïîíÿòòÿ àòîìà â ëîãiöi ïåðøîãî ïîðÿäêó. Äëÿ çàïèñó àòîìiâ ëîãiêè âèêî-
ðèñòîâóþòü òàêi òèïè ñèìâîëiâ:

� iíäèâiäíi ñèìâîëè àáî ñòàëi � öå iìåíà îá'¹êòiâ, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ç âåëèêî¨
ëiòåðè, i ñòàëi, íàïðèêëàä T , F , 12, 292;

� ïðåäìåòíi ñèìâîëè, ïðåäìåòíi çìiííi, àáî ïðîñòî çìiííi � iìåíà, ÿêèìè ïî-
çíà÷àþòüñÿ çìiííi òà ¨õ çàïèñóþòü ìàëèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè (ìîæëèâî ç
iíäåêñàìè), íàïðèêëàä, x, z, z1, ai;

� ïðåäèêàòíi ñèìâîëè � iìåíà, ÿêèìè ïîçíà÷àþòü ïðåäèêàòè òà ÿêi çàïèñóþòü
âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè, íàïðèêëàä A, G, P .

Ïðèêëàä 1.2.2. Ïîçíà÷èìî ðå÷åííÿ �x 6 5� ÷åðåç P (x), äå ïðåäèêàòíèé ñèìâîë
P ïîçíà÷à¹ ïðåäèêàò �ìåíøå àáî ðiâíå çà 5�, à x � ïðåäìåòíà çìiííà. Âèðàç P (x)
çàãàëîì òàêîæ íàçèâàþòü ïðåäèêàòîì.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïðåäèêàò, ÿêèé ìiñòèòü n ïðåäìåòíèõ çìiííèõ x1, x2, . . . , xn,
çàïèñóþòü P (x1, x2, . . . , xn) i íàçèâàþòü n-ìiñíèì. Ïðåäìåòíîþ îáëàñòþ çìiííî¨ xi
íàçèâàþòü ìíîæèíó Di ¨ ¨ çíà÷åíü, à ñèìâîë P � n-ìiñíèì ïðåäèêàòíèì ñèìâîëîì.



18 Ðîçäië 1. Àëãåáðà âèñëîâëåíü i åëåìåíòè òåîði¨ ìíîæèí

Àòîì ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä P (a1, a2, . . . , an), äå P � ïðåäèêàòíèé
ñèìâîë, à a1, a2, . . . , an � ïðåäìåòíi àáî iíäèâiäíi ñèìâîëè.

ßê òiëüêè çìiííà x íàáóâà¹ ÿêîãîñü çíà÷åííÿ ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi, òî ïðåäèêàò
P (x) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0 àáî 1, i ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà âèñëîâëåííÿ. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî
âñi çìiííi áàãàòîìiñíîãî ïðåäèêàòà íàáóâàþòü ÿêèõîñü çíà÷åíü ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi,
òî âií íàáóâà¹ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi òà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà âèñëîâëåííÿ.

Ïðèêëàä 1.2.3. Ïîçíà÷èìî ðå÷åííÿ �x 6 5� ÷åðåç P (x). Òîäi P (2) � iñòèííå âè-
ñëîâëåííÿ, à P (12) � õèáíå. Íàäàëi öå çàïèñóâàòèìåìî òàê: P (2) = 1 i P (12) = 0.

� ùå iíøèé ñïîñiá ïåðåòâîðåííÿ ïðåäèêàòiâ ó âèñëîâëåííÿ � öå êâàíòóâàííÿ.
Íåõàé P (x) � ïðåäèêàò, D � çàäàíà ïðåäìåòíà îáëàñòü, x ∈ D. Âèêîðèñòîâóþòü
äâà ñïåöiàëüíi ñèìâîëè ∀ i ∃, ÿêi íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, êâàíòîðîì çàãàëüíîñòi
òà êâàíòîðîì iñíóâàííÿ. ßêùî x � ïðåäìåòíà çìiííà, òî âèðàç (∀x) ÷èòàþòü �äëÿ
âñiõ x�, �äëÿ êîæíîãî x�, àáî �äëÿ áiäü-ÿêîãî x�. Âèðàç (∀x)P (x) îçíà÷à¹, ùî �P (x)
iñòèííèé äëÿ âñiõ çíà÷åíü x ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi�, i éîãî ÷èòàþòü �P (x) äëÿ âñiõ x�.
Âèðàç (∃x) ÷èòàþòü �iñíó¹ x�, �äëÿ äåÿêèõ x�, àáî �ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî x�. Âèðàç
(∃x)P (x) îçíà÷à¹, ùî �â ïðåäìåòíié îáëàñòi iñíó¹ òàêå x, ùî P (x) � iñòèííèé�, i éîãî
÷èòàþòü �iñíó¹ òàêå x, ùî P (x) iñòèííèé�. Â ïîäàëüøîìó äóæêè áiëÿ êâàíòîðà áóäåìî
îïóñêàòè, òîáòî çàìiñòü (∀x) i (∃x) ïèñàòèìåìî ∀x i ∃x, âiäïîâiäíî.

Ïåðåõiä âiä P (x) äî ∀xP (x) àáî ∃xP (x) íàçèâàþòü çâ'ÿçóâàííÿì ïðåäìåòíî¨ çìií-
íî¨ x, à ñàìó çìiííó x � çâ'ÿçàíîþ. Íåçâ'ÿçàíà çìiííà íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ. Êàæóòü,
ùî ó âèðàçàõ ∀xP (x) òà ∃xP (x) ïðåäèêàò P (x) ¹ â îáëàñòi äi¨ âiäïîâiäíîãî êâàíòîðà.

Ïðèêëàä 1.2.4. Ó âèðàçi ∃xP (x, y) çìiííà x çâ'ÿçàíà, à çìiííà y � âiëüíà, îñêiëüêè
ïðåäèêàò P (x) íå ¹ â îáëàñòi äi¨ êâàíòîðà çi çìiíîþ y.

Ôîðìóëè ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòü òàê:

� àòîì � öå ôîðìóëà;
� ÿêùî X òà Y � ôîðìóëè, òî X, X ∧ Y , X ∨ Y , X ⇒ Y òà X ⇔ Y � ôîðìóëè;
� ÿêùî X � ôîðìóëà, à x � âiëüíà çìiííà ó ôîðìóëi X, òî ∀xX àáî ∃xX �
ôîðìóëè;

� ôîðìóëè ìîæíà ïîðîäèòè ëèøå ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ âèùå ïåðåëi÷åíèõ òðüîõ
ïðàâèë.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè âèñëîâëåíü ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ïðèêëàä 1.2.5. Ïîçíà÷èìî ðå÷åííÿ �x � íåïàðíå ÷èñëî� ÷åðåç P (x), �x � öiëå
÷èñëî� � ÷åðåç Q(x), �x � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî� � ÷åðåç R(x) òà �x ìåíøå àáî ðiâíå
y� � ÷åðåç S(x, y). Ðîçãëÿíåìî òàêi iñòèííi òâåðäæåííÿ.

1. Êîæíå öiëå ÷èñëî ðàöiîíàëüíå.
2. Iñíó¹ íåïàðíå ÷èñëî.
3. Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà x iñíó¹ òàêå ÷èñëî y, ùî x 6 y.

Âèùå íàâåäåíi ðå÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàêèìè ôîðìóëàìè.

1. ∀x (Q(x)⇒ R(x)).
2. ∃xP (x).
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3. ∀x∃y S(x, y).

Ïðèêëàä 1.2.6. Ó ôîðìóëi ∀x∃y S(x, y) ôîðìóëà S(x, y) íàëåæèòü îáëàñòi äi¨ êâàí-
òîðà iñíóâàííÿ, à ôîðìóëà ∃y S(x, y) � îáëàñòi äi¨ êâàíòîðà çàãàëüíîñòi. Ôîðìóëà
(Q(x) ⇒ R(x)) íàëåæèòü îáëàñòi äié êâàíòîðà çàãàëüíîñòi ó ôîðìóëi ∀x (Q(x) ⇒
R(x)).

Çâ'ÿçóâàííÿ ÷àñòèíè çìiííèõ áàãàòîìiñíîãî ïðåäèêàòà ïåðåòâîðþ¹ éîãî íà ïðå-
äèêàò iç ìåíøîþ êiëüêiñòþ çìiííèõ. Çìiñò çâ'ÿçàíèõ i âiëüíèõ çìiííèõ ó ïðåäèêàòàõ
ðiçíèé. Âiëüíi çìiííi � öå çâè÷àéíi çìiííi, ÿêi ìîæóòü íàáóâàòè ðiçíèõ çíà÷åíü ç
ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi D(x), ñàì âèðàç P (x) çìiííèé, òà éîãî çíà÷åííÿ çàëåæèòü âiä
çíà÷åííÿ çìiííî¨ x. Ôîðìóëè ∃xP (x) òà ∀xP (x) íå çàëåæàòü âiä çìiííî¨ x i äëÿ
ïåâíèõ ïðåäèêàòà P òà éîãî ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi D ìàþòü êîíêðåòíi çíà÷åííÿ. Öå,
çîêðåìà îçíà÷à¹, ùî ïåðåéìåíóâàííÿ çâ'ÿçàíèõ çìiííèõ, à ñàìå çàìiíà ∀xP (x) íà
∀ y P (y), àáî çàìiíà ∃xP (x) íà ∃ y P (y), íå çìiíþ¹ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ïåðåêëàäó ðå÷åíü, çàïèñàíèõ óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ, íà ìîâó
ïðåäèêàòiâ i êâàíòîðiâ. Îñíîâíà ïðîáëåìà òàêîãî ïåðåêëàäó ïîëÿãà¹ â ïðàâèëüíîñ-
òi âèêîðèñòàííÿ êâàíòîðiâ. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî êîæíå ðå÷åííÿ, çàïèñàíå óêðà-
¨íñüêîþ ìîâîþ, ìîæíà ïðåäñòàâèòè äåêiëüêîìà ñïîñîáàìè, i áiëüøå òîãî, íå iñíó¹
çàãàëüíîãî àëãîðèòìó, ÿêèé äà¹ çìîãó áóäóâàòè òàêèé ïåðåêëàä êðîê çà êðîêîì.

Ïðèêëàä 1.2.7. Çàïèøåìî ðå÷åííÿ �Êîæíèé ñîëäàò ÷àñòèíè X ñòðèáàâ ç ïàðàøó-
òîì� çà äîïîìîãîþ ïðåäèêàòiâ i êâàíòîðiâ. Ñïî÷àòêó ïåðåïèøåìî ðå÷åííÿ òàê, ùîá
áóëî çðîçóìiëî, ÿê êðàùå ðîçñòàâèòè êâàíòîðè: �Ïðî êîæíîãî ñîëäàòà ÷àñòèíè X
âiäîìî, ùî öåé ñîëäàò ñòðèáàâ ç ïàðàøóòîì�. Òåïåð óâåäåìî çìiííó x, i òîäi ðå÷åííÿ
íàáóäå âèãëÿäó: �Ïðî êîæíîãî ñîëäàòà x ÷àñòèíè X âiäîìî, ùî x ñòðèáàâ ç ïàðà-
øóòîì�. Äàëi ââåäåìî ïðåäèêàò A(x): �x ñòðèáàâ ç ïàðàøóòîì�. ßêùî ïðåäìåòíà
îáëàñòü çìiííî¨ x � óñi ñîëäàòè x ÷àñòèíè X, òî ìîæíà çàïèñàòè çàäàíå ðå÷åííÿ
òàê:

∀xA(x).

� é iíøi êîðåêòíi ïðåäñòàâëåííÿ ç ðiçíèìè ïðåäìåòíèìè îáëàñòÿìè òà ïðåäèêàòà-
ìè. Çîêðåìà, ìîæíà ââàæàòè, ùî íàñ öiêàâëÿòü iíøi ñîëäàòè, îêðiì òèõ, ÿêi ñëóæàòü
â ÷àñòèíi X. Âçÿâøè çà ïðåäìåòíó îáëàñòü óñiõ ñîëäàòiâ, ìîæíà çàïèñàòè çàäàíå ðå-
÷åííÿ òàê: �Äëÿ êîæíîãî ñîëäàòà x, ÿêùî öåé ñîëäàò x � ñëóæèòü ó ÷àñòèíi X, òî x
ñòðèáàâ ç ïàðàøóòîì�. ßêùî ïðåäèêàò B(x) ìà¹ âèãëÿä �ñîëäàò x ñëóæèòü ó ÷àñòèíi
X�, òî íàøå ðå÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàê: ∀x (B(x) ⇒ A(x)). Çàóâàæèìî, ùî âèùå
çàäàíå ðå÷åííÿ íå ìîæíà çàïèñàòè òàê: ∀x (B(x)∧A(x)), îñêiëüêè öå á îçíà÷àëî, ùî
âñi îñîáè ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi ñëóæàòü ó ÷àñòèíi X i ñòðèáàëè ç ïàðàøóòîì.

� ùå îäèí ñïîñiá ïðåäñòàâèòè äàíå ðå÷åííÿ � öå ââåñòè äâîìiñíèé ïðåäèêàò
Q(x, y): �Ñîëäàò x âèêîíó¹ äiþ y�. Òîäi ìîæíà ïðåäèêàò A(x) çàìiíèòè íà ïðåäè-
êàò Q(x, ñòðèáàòè ç ïàðàøóòîì), à öå äà¹ çìîãó çàïèñàòè âèùå íàâåäåíi ôîðìóëè â
îäíîìó ç âèãëÿäiâ:

∀xQ(x, ñòðèáàòè ç ïàðàøóòîì)

àáî

∀x (B(x)⇒ Q(x, ñòðèáàòè ç ïàðàøóòîì)).
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Ïðèêëàä 1.2.8. Çàïèøåìî ðå÷åííÿ �Äåÿêi ìåøêàíöi Ëüâîâà âiäâiäàëè Âàðøàâó� çà
äîïîìîãîþ ïðåäèêàòiâ i êâàíòîðiâ. Öå ðå÷åííÿ îçíà÷à¹ `Ó Ëüâîâi ¹ òàêèé ìåøêàíåöü,
ùî öåé ìåøêàíåöü âiäâiäàâ Âàðøàâó�. ßêùî ââåñòè çìiííó x, òî äàíå ðå÷åííÿ ìîæíà
ïåðåïèñàòè òàê `Ó Ëüâîâi ¹ òàêèé ìåøêàíåöü x, ùî x âiäâiäàâ Âàðøàâó�. Óâåäåìî ïðå-
äèêàòW (x), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ðå÷åííþ `x âiäâiäàâ Âàðøàâó�. ßêùî ïðåäìåòíà îáëàñòü
çìiííî¨ x ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç ìåøêàíöiâ Ëüâîâà, òî öå ðå÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

∃xW (x).

ßêùî íàñ öiêàâëÿòü iíøi îñîáè, îêðiì ìåøêàíöiâ Ëüâîâà, òî ïåðøå iç çàïðîïîíî-
âàíèõ ðå÷åíü ìàòèìå iíøèé âèãëÿä, à ñàìå: �Iñíó¹ îñîáà x, ùî x ¹ ìåøêàíöåì ìiñòà
Ëüâîâà òà x âiäâiäàâ Âàðøàâó�. Ó òàêîìó ðàçi ïðåäìåòíà îáëàñòü ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìîæëèâèõ ëþäåé. Íåõàé L(x): �x � ìåøêàíåöü Ëüâîâà�. Òîäi ðå÷åííÿ ìàòèìå òàêèé
âèãëÿä:

∃x (L(x) ∧W (x)),

îñêiëüêè âîíî ìiñòèòü ïîâiäîìëåííÿ ïðî òå, ùî õòîñü � ìåøêàíåöü Ëüâîâà òà âií âiä-
âiäàâ Âàðøàâó. Öå ðå÷åííÿ íå ìîæíà ïîäàòè ôîðìóëîþ ∃x (L(x)⇒ W (x)), îñêiëüêè
âîíà iñòèííà íàâiòü òîäi, êîëè îñîáà x íå ¹ ìåøêàíöåì Ëüâîâà.

Ïðèêëàä 1.2.9. Çàïèøåìî ðå÷åííÿ �Êîæåí ìåøêàíåöü Ëüâîâà âiäâiäàâ Âàðøàâó
àáî Êðàêiâ� çà äîïîìîãîþ ïðåäèêàòiâ i êâàíòîðiâ. Öå ðå÷åííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè
òàê: �Äëÿ êîæíîãî x çi Ëüâîâà âiäîìî, ùî x âiäâiäàâ Âàðøàâó àáî x âiäâiäàâ Êðàêiâ�.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W (x) ðå÷åííÿ �x âiäâiäàâ Âàðøàâó�, à ÷åðåç K(x) � �x âiäâiäàâ
Êðàêiâ�. Ïðèïóñòèâøè, ùî ïðåäìåòíà îáëàñòü ñêëàäà¹òüñÿ ç ìåøêàíöiâ Ëüâîâà, äàíå
ðå÷åííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

∀x (W (x) ∨K(x)).

ßêùî ïðåäìåòíà îáëàñòü ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ëþäåé, òî ðå÷åííÿ íàáóäå òàêîãî
âèãëÿäó: �Äëÿ êîæíî¨ îñîáè x çà óìîâè, ùî x � ìåøêàíåöü Ëüâîâà, âiäîìî, ùî îñîáà
x âiäâiäàëà Âàðøàâó àáî îñîáà x âiäâiäàëà Êðàêiâ�. Íåõàé L(x): �x � ìåøêàíåöü
Ëüâîâà�. Òîäi ðå÷åííÿ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

∀x (L(x)⇒ (W (x) ∨K(x)).

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, ÿêi iëþñòðóþòü ôîðìóëþâàííÿ ðå÷åíü óêðà¨íñüêî¨ ìîâè òà
ìiñòÿòü âêëàäåíi êâàíòîðè, òîáòî â îáëàñòi äi¨ îäíèõ êâàíòîðiâ ¹ iíøi êâàíòîðè.

Ïðèêëàä 1.2.10. Íåõàé ïðåäìåòíà îáëàñòü çìiííèõ x òà y � óñi äiéñíi ÷èñëà. Ðå-
÷åííÿ:

� ∀x ∀ y (x + y = y + x) îçíà÷à¹, ùî ïðàâèëî êîìóòàòèâíîñòi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ
äiéñíèõ ÷èñåë âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë x òà y;

� ∀x ∃ y (x + y = 0) îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà x iñíó¹ ïðîòèëåæíå
äiéñíå ÷èñëî y: x+ y = 0;

� ∀x ∀ y ∀ z ((x · y) · z = x · (y · z)) � öå çàïèñ ïðàâèëà àñîöiàòèâíîñòi îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë.
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Ïðèêëàä 1.2.11. Ïåðåêëàäåìî óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ òàêó ôîðìóëó:

∀x ∀ y (((x > 0) ∧ (y > 0))⇒
(
x
y
> 0
)
,

iñòèííó äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë x òà y. Öÿ ôîðìóëà îçíà÷à¹, ùî äëÿ äiéñíèõ ÷èñåë x
òà y òàêèõ, ùî x � äîäàòíå ÷èñëî é y � äîäàòíå ÷èñëî, ¨õ ÷àñòêà x

y
� äîäàòíå ÷èñëî.

Öå ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ðå÷åííÿì �×àñòêà äâîõ äîäàòíèõ ÷èñåë � äîäàòíå ÷èñëî�.

Ïåðåêëàä ôîðìóë iç âêëàäåíèìè êâàíòîðàìè óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ ìîæå áóòè äî-
ñòàòíüî ñêëàäíèì. Âií ïîëÿãà¹ ó âèïèñóâàííi çìiñòó ïðåäèêàòiâ i êâàíòîðiâ, ïiñëÿ
÷îãî ïîòðiáíî ïåðåïèñàòè äàíó ôîðìóëó óêðà¨íîìîâíèì ðå÷åííÿì.

Bïðàâà 1.2.1. Ïåðåêëàäiòü ôîðìóëó

∀x(C(x) ∨ ∃ y(C(y) ∧ F (x, y)))

óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ, ÿêùî C(x) îçíà÷à¹ �x ìà¹ íîóòáóê�, F (x, y) � �x òà y � äðóçi�,
à ïðåäìåòíà îáëàñòü äëÿ x i äëÿ y � ñòóäåíòè ïåðøîãî êóðñó ìåõ-ìàòó.

Bïðàâà 1.2.2. Ïåðåêëàäiòü ôîðìóëó

∃x ∀ y ∀ z
(

(F (x, y) ∧ F (x, z) ∧ (x 6= z))⇒ F (y, z)
)

óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ, ÿêùî F (x, y) îçíà÷à¹ �x òà y � äðóçi�, à ïðåäìåòíà îáëàñòü
çìiííî¨ x, y i z � ñòóäåíòè ìåõ-ìàòó.

Bïðàâà 1.2.3. Çàïèñàòè ðå÷åííÿ �ßêùî ïåâíà æiíêà � îäíà ç áàòüêiâ, òî âîíà �
ìàòè� ó âèãëÿäi ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ.

Bïðàâà 1.2.4. Çàïèøiòü ðå÷åííÿ �Êîæíà ëþäèíà ìà¹ îäíîãî íàéêðàùîãî òîâàðèøà�
ôîðìóëîþ, ÿêà ìiñòèòü ïðåäèêàòíi ñèìâîëè, êâàíòèôiêîâàíi çìiííi, ëîãi÷íi îïåðàöi¨,
à ïðåäìåòíà îáëàñòü ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ëþäåé.

Bïðàâà 1.2.5. Çàïèøiòü ôîðìóëîþ ëîãiêè ïðåäèêàòiâ ðå÷åííÿ �Äîáóòîê äâîõ
âiä'¹ìíèõ ÷èñåë � äîäàòíå ÷èñëî�.

Bïðàâà 1.2.6. Çàïèøiòü ðå÷åííÿ �Êîæíå äiéñíå ÷èñëî, îêðiì íóëÿ, ìà¹ îáåðíåíå�
ôîðìóëîþ ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó.

1.3 Çàêîíè ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó

Åêâiâàëåíòíi ôîðìóëè ëîãiêè âèñëîâëåíü çàëèøàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè é ó ëîãiöi
ïåðøîãî ïîðÿäêó. Îäíàê â ëîãiöi ïåðøîãî ïîðÿäêó iñíóþòü åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi ìè
áóäåìî íàçèâàòè çàêîíàìè, ïîâ'ÿçàíi çi ñïåöèôiêîþ îçíà÷åííÿ îá'¹êòiâ ëîãiêè ïåð-
øîãî ïîðÿäêó.

Äâi ôîðìóëè ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âî-
íè íàáóâàþòü îäíàêîâèõ çíà÷åíü iñòèííîñòi äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü âiëüíèõ çìiííèõ.
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Çîêðåìà, ÿêùî ôîðìóëè P i Q åêâiâàëåíòíi, òî ôîðìóëà P ∼ Q � òàâòîëîãiÿ, i
íàâïàêè. Åêâiâàëåíòíiñòü ôîðìóë P i Q çàïèñóþòü òàê

P = Q.

Çàäà÷à ïîáóäîâè çàêîíiâ ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó ïîëÿãà¹ â äîâåäåííi åêâiâàëåíòíîñòi
ôîðìóë P i Q. Ó ëîãiöi âèñëîâëåíü åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ âèñëîâëåíü ìîæíà ïåðåâiðè-
òè, ïîáóäóâàâøè âiäïîâiäíi òàáëèöi iñòèííîñòi. Ó ëîãiöi ïåðøîãî ïîðÿäêó àíàëîãi÷íà
ïðîöåäóðà â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåìîæëèâà, îñêiëüêè ïðåäìåòíi çìiííi ìîæóòü ìàòè
íåñêií÷åííi ïðåäìåòíi îáëàñòi, à òîìó ïîâíèé ïåðåáið óñiõ ¨õ çíà÷åíü íåìîæëèâèé.

Ó òåîðåìi 1.3.1 íàâåäåíî îñíîâíi çàêîíè ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Çàóâàæèìî, ùî
ó ôîðìóëàõ ïðåäñòàâëåíî ëèøå çâ'ÿçàíi çìiííi.

Òåîðåìà 1.3.1 (îñíîâíi çàêîíè ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó). .

1. ∀xP (x) = ∃xP (x).

2. ∃xP (x) = ∀xP (x).

3. ∀x (P (x) ∧Q(x)) = ∀xP (x) ∧ ∀xQ(x).

4. ∃x (P (x) ∨Q(x)) = ∃xP (x) ∨ ∃xQ(x).

5. ∀x (P (x) ∧Q) = ∀xP (x) ∧Q.
6. ∀x (P (x) ∨Q) = ∀xP (x) ∨Q.
7. ∃x (P (x) ∧Q) = ∃xP (x) ∧Q.
8. ∃x (P (x) ∨Q) = ∃xP (x) ∨Q.
9. ∀x ∀ y P (x, y) = ∀ y ∀xP (x, y).

10. ∃x ∃ y P (x, y) = ∃ y ∃xP (x, y).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëó P òà ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi D
ëiâà ÷àñòèíà åêâiâàëåíòíîñòi iñòèííà. Òîäi íå iñíó¹ òàêîãî a ∈ D, äëÿ ÿêîãî âèñëîâ-
ëåííÿ P (a) iñòèííå. Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî a âèñëîâëåííÿ P (a) õèáíå, à âèñëîâëåííÿ
P (a) iñòèííå, à òîìó ïðàâà ÷àñòèíà åêâiâàëåíòíîñòi iñòèííà. ßêùî ëiâà ÷àñòèíà åêâi-
âàëåíòíîñòi õèáíà, òî iñíó¹ òàêå a ∈ D, äëÿ ÿêîãî âèñëîâëåííÿ P (a) iñòèííå, òîáòî
ïðàâà ÷àñòèíà åêâiâàëåíòíîñòi õèáíà.

Òâåðäæåííÿ 2 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

3. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiâà ÷àñòèíà åêâiâàëåíòíîñòi iñòèííà äëÿ äåÿêèõ P i Q, òîáòî
äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ D iñòèííå âèñëîâëåííÿ P (a)∧Q(a). Òîìó âèñëîâëåííÿ P (a) i Q(a)
îäíî÷àñíî iñòèííi äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ D, òîáòî òâåðäæåííÿ ∀xP (x)∧∀ xQ(x) iñòèííå.
ßêùî æ ëiâà ÷àñòèíà åêâiâàëåíòíîñòi õèáíà, òî äëÿ äåÿêîãî a ∈ D õèáíå õî÷à á îäíå
ç âèñëîâëåíü P (a) àáî Q(a). Öå îçíà÷à¹, ùî õèáíå õî÷à á îäíå ç âèñëîâëåíü ∀xP (x)
àáî ∀xQ(x), òîáòî õèáíà i ïðàâà ÷àñòèíà åêâiâàëåíòíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 4 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òâåðäæåííÿ 5�10 ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåñòè ñàìîñòiéíî.

Bïðàâà 1.3.1. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ 2, 4�10 òåîðåìè 1.3.1.

Ïðèêëàä 1.3.2. Ïðîiëþñòðó¹ìî åêâiâàëåíòíiñòü ∀xP (x) = ∃xP (x). Ðîçãëÿíåìî çà-
ïåðå÷åííÿ ðå÷åííÿ �Êîæíèé ó÷åíü øêîëè âèâ÷à¹ àíãëiéñüêó ìîâó�. Öå ðå÷åííÿ ìî-
æíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ êâàíòîðà çàãàëüíîñòi òàê: ∀xP (x), äå P (x) � ðå÷åííÿ
�x âèâ÷à¹ àíãëiéñüêó ìîâó�. Çàïåðå÷åííÿ äàíîãî ðå÷åííÿ òàêå: �Öå íå òàê, ùî êî-
æåí ó÷åíü øêîëè âèâ÷à¹ àíãëiéñüêó ìîâó�, i âîíî åêâiâàëåíòíî ðå÷åííþ �Iñíó¹ òàêèé
ó÷åíü â øêîëi, ÿêèé íå âèâ÷à¹ àíãëiéñüêó ìîâó�.
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Ïðèêëàä 1.3.3. Ðîçãëÿíåìî ðå÷åííÿ �Ó øêîëi iñíó¹ ó÷åíü, ÿêèé âèâ÷à¹ àíãëiéñüêó
ìîâó�. Éîãî ìîæíà çàïèñàòè òàê: ∃xP (x), äå P (x) � ðå÷åííÿ �x âèâ÷à¹ àíãëiéñüêó
ìîâó�. Çàïåðå÷åííÿ äàíîãî ðå÷åííÿ òàêå: �Öå íå òàê, ùî â øêîëi iñíó¹ ó÷åíü, ÿêèé
âèâ÷à¹ àíãëiéñüêó ìîâó�, i âîíî åêâiâàëåíòíî ðå÷åííþ �Êîæíèé ó÷åíü ó øêîëi íå
âèâ÷à¹ àíãëiéñüêó ìîâó�. Öå iëþñòðó¹ åêâiâàëåíòíiñòü ∃xP (x) = ∀xP (x).

Bïðàâà 1.3.2. Íàâåäiòü ïðèêëàä, ùî ðå÷åííÿ

∀x∃ y P (x, y) = ∃ y ∀xP (x, y)

õèáíå.

ßêùî D = {a1, a2, . . . , an} � ñêií÷åííà ïðåäìåòíà îáëàñòü çìiííî¨ x ó ïðåäèêàòi
P (x), òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ëîãi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè

∀xP (x) = P (a1) ∧ P (a2) ∧ · · · ∧ P (an)

i
∃xP (x) = P (a1) ∨ P (a2) ∨ · · · ∨ P (an).

Ó öüîìó âèïàäêó çàïåðå÷åííÿ êâàíòèôiêîâàíîé ôîðìóëè äà¹ òîé ñàìèé ðåçóëüòàò,
ùî é çàñòîñóâàííÿ âiäïîâiäíîãî çàêîíó äå Ìîðãàíà. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

∀xP (x) = P (a1) ∧ P (a2) ∧ · · · ∧ P (an) = P (a1) ∨ P (a2) ∨ · · · ∨ P (an)

i
∃xP (x) = P (a1) ∨ P (a2) ∨ · · · ∨ P (an) = P (a1) ∧ P (a2) ∧ · · · ∧ P (an),

à îñòàííi ôîðìóëè åêâiâàëåíòíi ôîðìóëàì ∃xP (x) i ∀xP (x), âiäïîâiäíî.

1.4 Íîðìàëüíà ôîðìà ôîðìóëè ëîãiêè ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôîðìóëó ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó çàïèñàíî ó íîðìàëüíié
ôîðìi , ÿêùî âîíà ìà¹ âèãëÿä

Q1 x1Q2 x2 . . . , Qn xnM,

äå êîæíå Qi xi � öå àáî êâàíòîð çàãàëüíîñòi ∀xi, àáî êâàíòîð iñíóâàííÿ ∃xi (i =
1, 2, . . . , n), à ôîðìóëà M íå ìiñòèòü êâàíòîðiâ. Âèðàç Q1 x1Q2 x2 . . . , Qn xn íàçèâà-
¹òüñÿ ïðåôiêñîì, a M � ìàòðèöåþ ôîðìóëè, çàïèñàíî¨ ó íîðìàëüíié ôîðìi.

Ïðèêëàä 1.4.1. Íàâåäåìî ïðèêëàäè ôîðìóë, çàïèñàíèõ ó íîðìàëüíié ôîðìi.

1. ∀x ∀ y P (x, y).
2. ∀x ∃ y (P (x, y) ∨Q(x)).

3. ∀x ∃ y ∀ z ∃w
(
P (x, y) ∨Q(x) ∨ Z(x, y, z)) ∧ A(w, z)

)
.

Íàâåäåìî àëãîðèòì çâåäåííÿ äîâiëüíî¨ ôîðìóëè ëîãiêè ïåðøîãî ïîðÿäêó
äî íîðìàëüíî¨ ôîðìè.
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Êðîê 1: Óñóíóòè ç ôîðìóëè ëîãi÷íi îïåðàöi¨ �∼� i �⇒� çàñòîñóâàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
ôîðìóë

P ∼ Q = (P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ P ) i Q⇒ P = P ∨Q.

Êðîê 2: Âíåñòè çíàê çàïåðå÷åííÿ âñåðåäèíó ôîðìóëè áåçïîñåðåäíüî äî àòîìà çà
äîïîìîãîþ òàêèõ çàêîíiâ:

� ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ P = P ;

� äå Ìîðãàíà P ∨Q = P ∧Q i P ∧Q = P ∨Q
� ∀xP (x) = ∃xP (x) i ∃xP (x) = ∀xP (x).

Êðîê 3: Âèíåñòè êâàíòîðè â ïðåôiêñ çà çàêîíàìè 3�8 òåîðåìè 1.3.1.

Ïðèêëàä 1.4.2. Çâåäåìî ôîðìóëó ∀xP (x)⇒ ∃ y Q(y) äî íîðìàëüíî¨ ôîðìè çà óìî-
âè, ùî ïðåäèêàòè P (x) i Q(y) íå ìiñòÿòü âiëüíèõ çìiííèõ. Íàâåäåìî ïîñëiäîâíiñòü
äié:

∀xP (x)⇒ ∃ y Q(y) = ∀xP (x) ∨ ∃ y Q(y) âèêëþ÷åíî ëîãi÷íó îïåðàöiþ �⇒�

= ∃xP (x) ∨ ∃ y Q(y) çàñòîñîâàíî çàêîí ∀xP (x) = ∃xP (x)

= ∃x∃ y
(
P (x) ∨Q(y)

)
. çàñòîñîâàíî çàêîí 8 òåîðåìè 1.3.1

Bïðàâà 1.4.1. Çàïèøiòü íîðìàëüíó ôîðìó äëÿ ôîðìóëè

∀x∀ y (∃ z P (x, z) ∧ P (y, z))⇒ ∃uQ(x, y, u).

1.5 Ëîãi÷íå âèâåäåííÿ â ëîãiöi âèñëîâëåíü

Ó ëîãiöi âèñëîâëåíü äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ñêëàäíîãî âèñëîâëåííÿ
ïîòðiáíî íàäàòè çíà÷åííÿ iñòèííîñòi âñiì àòîìàì, ÿêi ìiñòèòü âiäïîâiäíà ôîðìóëà.
Íàáið çíà÷åíü iñòèííîñòi âñiõ àòîìiâ ôîðìóëè íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ iíòåðïðåòàöi¹þ. Äëÿ
îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü iñòèííîñòi ôîðìóëè, ÿêà çîáðàæà¹ ñêëàäíå âèñëîâëåííÿ, ïîòðiá-
íî çíàõîäèòè çíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié, ÿêi âèçíà÷åíi â ïiäðîçäiëi 1.1.

Ôîðìóëó f áóäåìî íàçèâàòè âèêîíàíîþ, ÿêùî iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà iíòåðïðåòàöiÿ,
ó ÿêié f íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1. Ó òàêîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ôîðìóëà f âèêîíó¹òüñÿ
â öié iíòåðïðåòàöi¨.

Î÷åâèäíî, ÿêùî ôîðìóëà f ìà¹ n àòîìiâ, òî âîíà ìà¹ 2n iíòåðïðåòàöié.

Ôîðìóëó f ëîãiêè âèñëîâëåíü íàçèâà¹òüñÿ òàâòîëîãi¹þ (àáî çàãàëüíîçíà÷óùîþ),
ÿêùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ ó âñiõ iíòåïðåòàöiÿõ, i â öüîìó âèïàäêó öå çàïèñóâàòèìåìî
òàê |= f . Ôîðìóëó, õèáíó â óñiõ iíòåïðåòàöiÿõ áóäåìî íàçèâàòè ñóïåðå÷íiñòþ (àáî
ïðîòèði÷÷ÿì).

Ïðèêëàä 1.5.1. Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè

((p⇒ q) ∧ p)⇒ q i (p⇒ q) ∧ (p ∧ q).

�õ àòîìàìè ¹ p i q. Êîæíà ç öèõ ôîðìóë ìà¹ 22 = 4 iíòåïðåòàöié, îñêiëüêè ìà¹ 2
àòîìè. Çíà÷åííÿ iñòèííîñòi öèõ ôîðìóë íàâåäåíî â òàêié òàáëèöi:
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p q p⇒ q (p⇒ q) ∧ p ((p⇒ q) ∧ p)⇒ q q p ∧ q (p⇒ q) ∧ (p ∧ q)
0 0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0 0

Îòæå, ôîðìóëà ((p ⇒ q) ∧ p) ⇒ q ¹ òàâòîëîãi¹þ, à ôîðìóëà (p ⇒ q) ∧ (p ∧ q) ¹
ñóïåðå÷íiñòþ.

Bïðàâà 1.5.1. Ïîáóäóâàâøè òàáëèöi iñòèííîñòi, ç'ÿñóéòå, ÷è ¹ íàâåäåíi íèæ÷å âè-
ñëîâëåííÿ òàâòîëîãiÿìè:

1) ((p⇒ q) ∧ (q ⇒ r))⇔ (p⇒ r);
2) ((p⇒ q) ∧ (p⇒ q))⇔ (p⇒ q);
3) ((p⇒ q) ∧ (p⇒ q))⇔ p;
4) ((p⇒ q) ∧ (p⇒ q))⇔ q;
5) (((p⇒ q)⇒ r) ∧ ((p⇒ q)⇒ r))⇔ (p⇒ q).

Bïðàâà 1.5.2. Çà äîïîìîãîþ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ïåðåâiðòå, ÷è ¹ íàâåäåíi
íèæ÷å âèñëîâëåííÿ òàâòîëîãiÿìè:

1) ((p⇒ q) ∧ (p⇒ q))⇔ q;
2) ((p⇒ q) ∧ (p⇒ q))⇔ p;
3) (p⇒ q) ∨ (p⇒ q);
4) ((p⇒ q) ∧ (p⇒ q)) ∨ q;
5) (p ∧ q ∧ (p⇔ q))⇔ (p ∧ q).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôîðìóëà g � ëîãi÷íèé íàñëiäîê ôîðìóë f1, f2, . . . , fn, àáî
ôîðìóëà g ëîãi÷íî âèïëèâà¹ ç ôîðìóë f1, f2, . . . , fn, ÿêùî ó êîæíié iíòåðïðåòàöi¨,
ó ÿêié âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn ôîðìóëà g òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ, i öå
çàïèñóâàòèìåìî òàê

f1, f2, . . . , fn ` g.

Ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëè
f1, f2, . . . , fn

íàçèâàþòüñÿ ãiïîòåçàìè (àêñiîìàìè, ÷è ïîñòóëàòàìè) ôîðìóëè g.

Òåîðåìà 1.5.2. Ôîðìóëà g ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîðìóë f1, f2, . . . , fn òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ôîðìóëà ((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g) òàâòîëîãiÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé g � ëîãi÷íèé íàñëiäîê ôîðìóë f1, f2, . . . , fn òà I �
äîâiëüíà ¨õ iíòåðïðåòàöiÿ. ßêùî ôîðìóëè f1, f2, . . . , fn iñòèííi â iíòåðïðåòàöi¨ I, òî
çà îçíà÷åííÿì ëîãi÷íîãî íàñëiäêó ôîðìóëà g òàêîæ iñòèííà â I. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ôîðìóëà ((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g) iñòèííà â iíòåðïðåòàöi¨ I. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî
íå âñi ôîðìóëè f1, f2, . . . , fn iñòèííi â iíòåðïðåòàöi¨ I, òîáòî ïðèíàéìíi îäíà ç íèõ
õèáíà â iíòåðïðåòàöi¨ I, òî ôîðìóëà ((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g) iñòèííà â iíòåðïðåòàöi¨
I. Îòæå ôîðìóëà ((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g) iñòèííà â äîâiëüíié iíòåðïðåòàöi¨, òîáòî
ìà¹ìî, ùî |= ((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g).
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Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà ((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g) ¹ òàâòîëîãi¹þ.
Òîäi ÿêùî ôîðìóëà (f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn) iñòèííà â ÿêiéñü iíòåðïðåòàöi¨, òî é ôîðìó-
ëà g ìà¹ áóòè iñòèííîþ â öié iíòåðïðåòàöi¨, òîáòî g � ëîãi÷íèé íàñëiäîê ôîðìóë
f1, f2, . . . , fn.

ßêùî g � ëîãi÷íèé íàñëiäîê ôîðìóë f1, f2, . . . , fn, òî ôîðìóëà

((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g)

íàçèâà¹òüñÿ ëîãi÷íîþ òåîðåìîþ, à ôîðìóëà g � ¨¨ âèñíîâêîì. Ó öüîìó âèïàäêó êà-
æóòü, ùî ôîðìóëó g ìîæíà âèâåñòè ç ôîðìóë f1, f2, . . . , fn, à g � âèâiäíà ôîðìóëà.
Âèðàç

f1, f2, . . . , fn ` g.
íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëîì âèâîäó , àáî ïðàâèëîì âèâåäåííÿ. Ó öüîìó çàïèñi ãiïîòåçè çà-
ïèñàíî çëiâà âiä çíàêà `, âèñíîâîê � ñïðàâà, à ñàì çíàê ` ìà¹ çìiñò �îòæå�.

Òåîðåìà 1.5.3 (ïðèíöèï ïðÿìî¨ äåäóêöi¨). Ôîðìóëà g ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîð-
ìóë f1, f2, . . . , fn òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôîðìóëà (f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn ∧ g) � ñóïåðå÷-
íiñòü.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.5.2 ôîðìóëà g ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîðìóë f1, f2, . . . , fn
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôîðìóëà ((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g) òàâòîëîãiÿ. Îòæå, g ¹ ëî-
ãi÷íèì íàñëiäêîì ôîðìóë f1, f2, . . . , fn òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çàïåðå÷åííÿ ôîðìóëè
((f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g) ¹ ñóïåðå÷íiñòþ. Ñïðàâäi,

(f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn)⇒ g = (f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn) ∨ g =

= f1 ∨ f2 ∨ · · · ∨ fn ∨ g =

= f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fn ∧ g.

Ïðèêëàä 1.5.4. Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè

f1 = (p⇒ q), f2 = q, g = p.

Äîâåäåìî, ùî ôîðìóëà g ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîðìóë f1 i f2.

Ñïîñiá 1. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàáëèöÿìè iñòèííîñòi äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî ôîð-
ìóëà g âèêîíó¹òüñÿ â êîæíié iíòåðïðåòàöi¨, ó ÿêié âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà (p⇒ q) ∧ q.
Ç òàáëèöi iñòèííîñòi

p q p⇒ q q (p⇒ q) ∧ q p
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0

ìà¹ìî, ùî ëèøå â îäíié iíòåðïðåòàöi¨, ó ÿêié ôîðìóëà (p ⇒ q) ∧ q âèêîíàíà, à ñàìå
p = 0 i q = 0, òî ôîðìóëà p òàêîæ âèêîíàíà. Îòæå, çà îçíà÷åííÿ ôîðìóëà (p⇒ q)∧ q
¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ôîðìóë p⇒ q i q.

Ñïîñiá 2. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 1.5.2. Äîâåäåìî, ùî ôîðìóëà (f1 ∧ f2)⇒ g ¹
òàâòîëîãi¹þ. Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóë:

(f1 ∧ f2)⇒ g = ((p⇒ q) ∧ q)⇒ p :
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p q p⇒ q q (p⇒ q) ∧ q p ((p⇒ q) ∧ q)⇒ p
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 1

Îñêiëüêè ôîðìóëà (p ⇒ q) ∧ q ¹ òàâòîëîãi¹þ, òî ôîðìóëà p ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì
ôîðìóë p⇒ q i q.

Ñïîñiá 3. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 1.5.3 i äîâåäåìî, ùî ôîðìóëà

(f1 ∧ f2)⇒ g = ((p⇒ q) ∧ q) ∧ p = ((p⇒ q) ∧ q) ∧ p

ñóïåðå÷íiñòü. Ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ iñòèííîñòi äëÿ öèõ ôîðìóë:

p q p⇒ q q (p⇒ q) ∧ q ((p⇒ q) ∧ q) ∧ p
0 0 1 1 1 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0

Ç òàáëèöi iñòèííîñòi âèäíî, ùî ôîðìóëà ((p ⇒ q) ∧ q) ∧ p õèáíà â äîâiëüíié iíòåð-
ïðåòàöi¨. Äàëi, çà òåîðåìîþ 1.5.3 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ôîðìóëà p ëîãi÷íî âèïëèâà¹
ç ôîðìóë p⇒ q i q.

Bïðàâà 1.5.3. Äîâåäiòü ëîãi÷íi òåîðåìè òðüîìà ñïîñîáàìè:

1) p ∨ q, p ∨ r, q ∨ r ` p;
2) h, h⇒ (p ∨ q), p⇒ c, q ⇒ c ` c.

1.6 Çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë âèâåäåííÿ â ëîãiöi âèñëîâ-

ëåíü

Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëà âèâåäåííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â ëîãiöi âèñëîâëåíü. Öi ïðàâèëà
îá ðóíòîâóþòü êðîêè äîâåäåííÿ ëîãi÷íèõ òåîðåì, ÿêå ïîëÿãà¹ â ïåðåâiðöi òîãî, ùî
âèñíîâîê ¹ ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ìíîæèíè ãiïîòåç.

Äåÿêi âàæëèâi ïðàâèëà âèâåäåííÿ òà âiäïîâiäíi ¨ì òàâòîëîãi¨ íàâåäåíî â òàêié
òàáëèöi:

Ïðàâèëî âèâåäåííÿ Òàâòîëîãiÿ Íàçâà ïðàâèëà âèâåäåííÿ
p ` p ∨ q p⇒ (p ∨ q) ââåäåííÿ äèç'þíêöi¨
p ∧ q ` p (p ∧ q)⇒ p âèêëþ÷åííÿ êîí'þíêöi¨
p, q ` p ∧ q ((p) ∧ (q))⇒ (p ∧ q) ââåäåííÿ êîí'þíêöi¨
p, p⇒ q ` q (p ∧ (p⇒ q))⇒ q modus ponens
q, p⇒ q ` p (q ∧ (p⇒ q))⇒ p modus tollens
p⇒ q, q ⇒ r ` p⇒ r ((p⇒ q) ∧ (q ⇒ r))⇒ (p⇒ r) ãiïîòåòè÷íèé ñèëîãiçì
p ∨ q, p ` q ((p ∨ q) ∧ p)⇒ q äèç'þíêòèâíèé ñèëîãiçì
p ∨ q, p ∨ r ` q ∨ r ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r)⇒ (q ∨ r) ðåçîëþöiÿ
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1.7 Ïðàâèëà âèâåäåííÿ â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âàæëèâi ïðàâèëà âèâåäåííÿ äëÿ ôîðìóë iç êâàíòîðàìè.

Óíiâåðñàëüíà êîíêðåòèçàöiÿ � öå ïðàâèëî âèâåäåííÿ òîãî, ùî P (c) iñòèííå äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi çà óìîâè, ùî ôîðìóëà ∀xP (x) iñòèííà.
Íàïðèêëàä óíiâåðñàëüíó êîíêðåòèçàöiþ ìîæíà âèêîðèñòàòè ó âèïàäêó, êîëè ç òâåð-
äæåííÿ �Âñi ëþäè ñìåðòíi� ïîòðiáíî äiéòè âèñíîâêó �Ëåíií � ñìåðòíèé�. Òóò Ëåíií
� åëåìåíò ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ëþäåé.

Óíiâåðñàëüíå óçàãàëüíåííÿ � öå ïðàâèëî âèâåäåííÿ, çãiäíî ÿêèì ∀xP (x) iñòèííà,
ÿêùî iñòèííå P (c) äëÿ äîâiëüíîãî c ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi. Öå ïðàâèëî âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè íà ïiäñòàâi iñòèííîñòi P (c) äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà c ç ïðåäìåòíî¨
îáëàñòi ñòâåðäæóþòü, ùî ∀xP (x) iñòèííå. Âèáðàíèé åëåìåíò c ìà¹ áóòè äîâiëüíèì
i íå êîíêðåòèçîâàíèì. Óíiâåðñàëüíå óçàãàëüíåííÿ íåÿâíî çàñòîñîâóþòü ó áàãàòüîõ
ìàòåìàòè÷íèõ äîâåäåííÿõ, i ðiäêî çãàäóþòü ÿâíî.

Åêçèñòåíöiéíà êîíêðåòèçàöiÿ � öå ïðàâèëî, ÿêå äà¹ çìîãó äiéòè âèñíîâêó ïðî
òå, ùî íà ïiäñòàâi ∃xP (x) ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî â ïðåäìåòíié îáëàñòi ¹ åëåìåíò
c, äëÿ ÿêîãî P (c) iñòèííå. Çàçâè÷àé ïðî åëåìåíò c âiäîìî ëèøå òå, ùî âií iñíó¹. Ç
öüîãî âèïëèâà¹, ùî ìîæíà ïîçíà÷èòè éîãî òà ïðîäîâæèòè ìiðêóâàííÿ.

Åêçèñòåíöiéíå óçàãàëüíåííÿ � öå ïðàâèëî âèâåäåííÿ, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ
òîãî, ùîá íà ïiäñòàâi iñòèííîñòi P (c) íà äåÿêîìó åëåìåíòi c ç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi
äiéòè äî âèñíîâêó, ùî ∃xP (x) iñòèííå.

Ïðàâèëà âèâåäåííÿ â ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ çàçíà÷åíî â òàêié òàáëèöi:

Ïðàâèëî âèâåäåííÿ Íàçâà
1. ∀xP (x) ` P (c) óíiâåðñàëüíà êîíêðåòèçàöiÿ
2. P (c) ` ∀xP (x) óíiâåðñàëüíå óçàãàëüíåííÿ
3. ∃xP (x) ` P (c) åêçèñòåíöiéíà êîíêðåòèçàöiÿ
4. P (c) ` ∃xP (x) åêçèñòåíöiéíå óçàãàëüíåííÿ

Ó ïðàâèëàx 1 i 2 åëåìåíò c ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi äîâiëüíèé, à â ïðàâèëàõ 3 òà 4 â
ïðåäìåòíié îáëàñòi ìà¹ áóòè ïðèíàéìíi îäèí òàêèé åëåìåíò.

1.8 Ìåòîäè äîâåäåííÿ òåîðåì

Äîâåäåííÿ òåîðåì ìîæå áóòè äîâîëi ñêëàäíèì. Ðîçãëÿíåìî ðiçíi ìåòîäè äîâåäåí-
íÿ. Ïîçàÿê áàãàòî òåîðåì ìàþòü âèãëÿä iìïëiêàöi¨, òî íåîáõiäíî âìiòè äîâîäèòè òàâ-
òîëîãi÷íiñòü iìïëiêàöi¨. Ïîâòîðèìî, ùî âèñëîâëåííÿ p ⇒ q iñòèííå â óñiõ âèïàäêàõ,
êðiì òîãî, êîëè p iñòèííå, à q õèáíå.

Ïðÿìå äîâåäåííÿ

Òàâòîëîãi÷íiñòü iìïëiêàöi¨ p⇒ q ìîæíà äîâåñòè, ïåðåêîíàâøèñü ó òîìó, ùî êîëè
ïðèïóùåííÿ iìïëiêàöi¨ p iñòèííå, òî é âèñíîâîê q òàêîæ iñòèííèé.
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Äîâåäåííÿ âiä ïðîòèëåæíîãî

Ìîæíà äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ p ⇒ q åêâiâàëåíòíà êîæíié ç íèæ÷å ïåðåëi÷åíèõ
ôîðìóë

q ⇒ p, (p ∧ q)⇒ p, (p ∧ q)⇒ q, (p ∧ q)⇒ 0.

Òîìó çàìiñòü äîâåäåííÿ òàâòîëîãi÷íîñòi iìïëiêàöi¨ p⇒ q ìîæíà äîâåñòè òàâòîëîãi÷-
íiñòü îäíi¹¨ ç ÷îòèðüîõ âèùå íàâåäåíèõ ôîðìóë.

Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, iìïëiêàöiþ q ⇒ p. Çà óìîâè iñòèííîñòi ôîðìóëè q ïî-
òðiáíî äîâåñòè iñòèííiñòü ôîðìóëè p. Öå íàéïðîñòiøèé ñïîñiá äîâåäåííÿ òåîðåìè
p⇒ q âiä ïðîòèëåæíîãî: ìè ïðèïóñêà¹ìî ïðîòèëåæíå äî òîãî, ùî ïîòðiáíî äîâåñòè,
i îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî äàíî â óìîâi.

Ó ðàçi äîâåäåííÿ íà îñíîâi ðåøòè òðüîõ ôîðìóë ìè áåðåìî äî óâàãè âîäíî÷àñ i
òå, ùî äàíî â óìîâi (p), i ïðîòèëåæíå äî òîãî, ùî ïîòðiáíî äîâåñòè (q), òîáòî (p∧ q).
Òîäi äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè p⇒ q äîñòàòíüî îòðèìàòè ñóïåðå÷íiñòü iç òèì, ùî äàíî
(p), àáî âèâåñòè òå, ùî ïîòðiáíî äîâåñòè (q), àáî, íàðåøòi, îòðèìàòè ñóïåðå÷íiñòü
0 = r∧ r. Îòæå, â îñòàííüîìó âèïàäêó ç âèñëîâëåííÿ (p∧ q) äîñòàòíüî âèâåñòè ÿêåñü
âèñëîâëåííÿ r i éîãî çàïåðå÷åííÿ r, îñêiëüêè òîäi ìàëî á áóòè iñòèííèì âèñëîâëåííÿ
r ∧ r, ùî íåìîæëèâî. Îñòàííié çàïðîïîíîâàíèé ñïîñiá äîâåäåííÿ âiä ïðîòèëåæíîãî
â ïåâíîìó ðîçóìiííi ¹ íàéçàãàëüíiøèì.

Bïðàâà 1.8.1. Äîâåäiòü, ùî iìïëiêàöiÿ p ⇒ q åêâiâàëåíòíà êîæíié ç íèæ÷å ïåðåëi-
÷åíèõ ôîðìóë

q ⇒ p, (p ∧ q)⇒ p, (p ∧ q)⇒ q, (p ∧ q)⇒ 0.

Äîâåäåííÿ àíàëiçîì âèïàäêiâ

Iíîäi äëÿ äëÿ äîâåäåííÿ òàâòîëîãi÷íîñòi iìïëiêàöi¨ p ⇒ q çðó÷íî âèêîðèñòàòè
çàìiñòü p äèç'þíêöiþ (p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn) ÿê ïðèïóùåííÿ iìïëiêàöi¨, çà óìîâè, ùî
âèñëîâëåííÿ p i (p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn) åêâiâàëåíòíi.

Íà îñíîâi ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

(p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn)⇒ q = (p1 ⇒ q) ∧ (p2 ⇒ q) ∧ · · · ∧ (pn ⇒ q)

äîâåäåííÿ òàâòîëîãi÷íîñòi iìïëiêàöi¨

(p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn)⇒ q

ìîæíà çàìiíèòè äîâåäåííÿì òàâòîëîãi÷íîñòi êîæíî¨ ç n iìïëiêàöié pi ⇒ q, i =
1, . . . , n, îêðåìî.

Bïðàâà 1.8.2. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ìåòîäiâ äîâåäåííÿ òåîðåìè â åëåìåíòàðíié ìàòå-
ìàòèöi.
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Äëÿ ïåðåâiðêè ðiâíîñèëüíîñòi ôîðìóë ëîãiêè âèñëîâëåíü äîñòàòíüî áóëî ñêëàñ-
òè òàáëèöi iñòèííîñòi, ñòàâëÿ÷è çàìiñòü êîæíî¨ ïðîïîçèöiéíî¨ ëiòåðè äâà çíà÷åííÿ.
Ïðîáëåìè ìîãëè âèíèêíóòè ëèøå ó âèïàäêó ãðîìiçäêîñòi öüîãî ïðîöåñó. ßê âñòàíî-
âèòè (íàâiòü îçíà÷èòè) ðiâíîñèëüíiñòü ôîðìóë ëîãiêè ïðåäèêàòiâ? Ç êîæíèì ïðåäè-
êàòíèì ñèìâîëîì ïîâ'ÿçàíi äâà ïîçíà÷åíi îá'¹êòè: ïðåäèêàò i ìíîæèíà, íà ÿêié âií
âèçíà÷à¹òüñÿ. Ùîñü ñõîæå íà ñêëàäàííÿ òàáëèöü iñòèííîñòi äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ ïðå-
äèêàòiâ íà âñiõ ìîæëèâèõ ìíîæèíàõ çàêëàäà¹òüñÿ â îçíà÷åííi ðiâíîñèëüíîñòi. Ùå
ðàç éîãî ñôîðìóëþ¹ìî.

Îçíà÷åííÿ 1.8.1. Iíòåðïðåòàöi¹þ ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α íàä ôiêñîâàíîþ
ìíîæèíîþM íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå çàìiùåííÿ âñiõ ïðåäèêàòíèõ ñèìâîëiâ ñèìâîëàìè
êîíêðåòíèõ ïðåäèêàòiâ, îçíà÷åíèõ íà M , i âñiõ âiëüíèõ çìiííèõ i êîíñòàíò ïåâíèìè
åëåìåíòàìè ìíîæèíè M .

Îçíà÷åííÿ 1.8.2. Äâi ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α òà β íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëü-
íèìè (ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè) íà ìíîæèíi M , ÿêùî âîíè íàáóâàþòü îäíàêîâèõ
çíà÷åíü ïðè âñiõ iíòåðïðåòàöiÿõ íàä öi¹þ ìíîæèíîþ.

Ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α òà β, ÿêi ðiâíîñèëüíi íà áóäü-ÿêié ìíîæèíi M ,
íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè (ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè), i ïîçíà÷àþòüñÿ òàê: α ≡ β.

Ïðèêëàä 1.8.3. Ôîðìóëè ∀x P (x) i ∃x P (x) ðiâíîñèëüíi íà äîâiëüíié îäíîåëåìåíòíié
ìíîæèíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïðàâäi, ÿêùî M = {a} � äîâiëüíà îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà. ßêùî
P (a) = 1, òî ∀x P (x) = 1 i ∃x P (x) = 1, ÿêùî P (a) = 0, òî ∀x P (x) = 0 i ∃x P (x) = 0.

Ïðèêëàä 1.8.4. Ôîðìóëè ∀x P (x) i ∃x P (x) íå ðiâíîñèëüíi íà ìíîæèíi, ÿêà ìà¹
áiëüøå, íiæ îäèí åëåìåíò.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé ìíîæèíàM ìà¹ áiëüøå íiæ îäèí åëåìåíò. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò
a ∈ M i íåõàé ïðåäèêàò P íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1 ëèøå äëÿ öüîãî åëåìåíòà: P (a) = 1.
Òîäi iñíó¹ åëåìåíò b ∈M òàêèé, ùî P (b) = 0. Òîìó ∀x P (x) = 0 i ∃x P (x) = 1. Îòæå
ïðåäèêàòè ∀x P (x) i ∃x P (x) íå ðiâíîñèëüíi íà ìíîæèíi M .

Ïðèêëàä 1.8.5. Äëÿ ôîðìóëè ∀x (P (x) ⇒ Q(x, y)) ïîáóäóéòå äâi iíòåïðåòàöi¨ íàä
ìíîæèíîþ M = {1, 2, . . . , 20}, ïðè ÿêèõ âîíà íàáóâà¹ çíà÷åíü 0 i 1.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé ó äâîõ iíòåðïðåòàöiÿõ ïðåäèêàò P (x) îçíà÷à¹ �x êðàòíå 5�, à
Q(x, y) îçíà÷à¹ �x + y < 15�. Àëå ó ïåðøié iíòåðïðåòàöi¨ ïðèéìåìî y = 1, à â äðóãié
ïðèéìåìî y = 10. Òîäi âèñëîâëåííÿ ∀x ((x êðàòíå 5)⇒ (x + 1 < 15)) iñòèííå, à
âèñëîâëåííÿ ∀x ((x êðàòíå 5)⇒ (x+ 10 < 15)) õèáíå.

Bïðàâà 1.8.3. Ïîáóäóéòå iíòåðïðåòàöiþ ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ

∀x ∃y Q(x, y) ∧ ∀x Q(x, y) ∧ ∀x ∀y ∀z (Q(x, y)⇒ Q(x, z)),

çàìiùóþ÷è ïðåäèêàòíèé ñèìâîë Q(x, y) íà x 6 y íàä ìíîæèíîþ M = {1, 2, . . . , 20} i
íàä ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. Îöiíiòü iñòèííiñòü óòâîðåíîãî âèñëîâëåííÿ.

Bïðàâà 1.8.4. Ïîáóäóéòå iíòåðïðåòàöiþ ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ

∀x ∃y Q(x, y) ∧ ∀x ¬Q(x, y) ∧ ∀x ∀y ∀z (Q(x, y)⇒ Q(x, z)),

çàìiùóþ÷è ïðåäèêàòíèé ñèìâîë Q(x, y) íà x 6 y íàä ìíîæèíîþ M = {1, 2, . . . , 20} i
íàä ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N. Îöiíiòü iñòèííiñòü óòâîðåíîãî âèñëîâëåííÿ.
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Ïðèêëàä 1.8.6. Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α = ∃x (P (x)⇒ P (y)) òà
β = ∃x P (x)⇒ P (y) íåðiâíîñèëüíi íàâiòü íàä äâîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ.

Ðîçâ'ÿçîê.ÍåõàéM = {a, b} i |P (a)| = 1, |P (b)| = 0. Òîäi âèñëîâëåííÿ ∃x (P (x)⇒
P (b)) iñòèííå, áî òàêå x iñíó¹ x = b. Âèñëîâëåííÿ (∃x P (x))⇒ P (b) ó öié iíòåðïðåòàöi¨
õèáíå, îñêiëüêè â ïåðøié ÷àñòèíi ôîðìóëè ïîòðiáíî ïðèéíÿòè x = a.

Ïðèêëàä 1.8.7. Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α = ∀x (P (x) ⇒ P (y))
òà β = ∀x P (x) ⇒ P (y) ðiâíîñèëüíi íàä äîâiëüíîþ îäíîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ.
Ïîêàæiòü, ùî âîíè íå ðiâíîñèëüíi íàä ìíîæèíîþ, ÿêà ìà¹ áiëüøå, íiæ îäèí åëåìåíò.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé M = {a, b} i |P (a)| = 1, |P (b)| = 0. ßêùî y = b, òî |P (a) ⇒
P (b)| = 0 i òîìó |∀x (P (x) ⇒ P (y))| = 0. Ç iíøîãî áîêó ìà¹ìî, ùî |∀x P (x)| = 0 i
|∀x(P (x)⇒ P (y))| = 1.

Bïðàâà 1.8.5. Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α = ¬(∀x P (x)) òà β =
∀x ¬P (x) ðiâíîñèëüíi íàä äîâiëüíîþ îäíîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ. Ïîêàæiòü, ùî âîíè
íå ðiâíîñèëüíi íàä ìíîæèíîþ, ÿêà ìà¹ áiëüøå, íiæ îäèí åëåìåíò.

Bïðàâà 1.8.6. Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α = ¬(∃x P (x)) òà β =
∃x ¬P (x) ðiâíîñèëüíi íàä äîâiëüíîþ îäíîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ. Ïîêàæiòü, ùî âîíè
íå ðiâíîñèëüíi íàä ìíîæèíîþ, ÿêà ìà¹ áiëüøå, íiæ îäèí åëåìåíò.

Bïðàâà 1.8.7. Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α = ∀x ∃y Q(x, y) òà β =
∃y ∀x Q(x, y) ðiâíîñèëüíi íàä äîâiëüíîþ îäíîåëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ. Ïîêàæiòü, ùî
âîíè íå ðiâíîñèëüíi íàä ìíîæèíîþ, ÿêà ìà¹ áiëüøå, íiæ îäèí åëåìåíò.

Bïðàâà 1.8.8. Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëè ëîãiêè ïðåäèêàòiâ α = ∀x ∃y ∀z Q(x, y, z) òà
β = ∃y ∀x ∀z Q(x, y, z) íå ðiâíîñèëüíi íàä ìíîæèíîþ, ÿêà ìà¹ áiëüøå, íiæ îäèí
åëåìåíò.
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1.9 Ìíîæèíè òà âiäíîøåííÿ

1.9.1 Ìíîæèíè. Åëåìåíòè ìíîæèí

Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè â ìàòåìàòèöi ââàæà¹òüñÿ ïåðâèííèì (íåîçíà÷óâàíèì). Iíòó¨-
òèâíî ìíîæèíà � öå äîáðå âèçíà÷åíèé íàáið (àáî ñïèñîê) îá'¹êòiâ. Íàäàëi ìíîæèíè
ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè: A, B, C, . . .. Îá'¹êòè, ÿêi
ñêëàäàþòü ìíîæèíó íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàìè ìíîæèíè àáî ÷ëåíàìè ìíîæèíè òà
ïîçíà÷àþòüñÿ ìàëèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè: a, b, c, . . .. Ââàæà¹ìî, ùî çðîçóìiëèé
çìiñò âèñëîâëåííÿ:

�ìíîæèíà ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ i âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè åëåìåíòàìè�.

Âèñëîâëåííÿ

�a ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A�,

àáî åêâiâàëåíòíî

�a íàëåæèòü ìíîæèíi A�

çàïèñó¹òüñÿ òàê:
a ∈ A.

Çàïåðå÷åííÿ âèñëîâëåííÿ a ∈ A çàïèñó¹òüñÿ òàê:

a /∈ A,

i ÷èòà¹òüñÿ:

�a íå ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A�

àáî

�a íå íàëåæèòü ìíîæèíi A�.

� äâà ìåòîäè îïèñàííÿ ìíîæèí. Ïåðøèé ç íèõ � öå ïåðåëi÷åííÿ óñiõ åëåìåíòiâ
ìíîæèíè. Íàïðèêëàä,

A = {0, 2, 3, 4, 5},
B = {a, b, c, d}.

ïîçíà÷àþòüñÿ ìíîæèíè A, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñåë 0, 2, 3, 4 òà 5, òà ìíîæèíà B, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiòåð a, b, c òà d. Ó öüîìó âèïàäêó åëåìåíòè ìíîæèíè âiäîêðåìëþþòüñÿ
êîìîþ òà çàêëþ÷åíi ó ôiãóðíi äóæêè { }. Î÷åâèäíî, ùî òàê çàçâè÷àé îïèñóþòü
ìíîæèíè, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ.

Iíøèé ìåòîä ïîëÿãà¹ â îïèñàííi âëàñòèâîñòåé, ùî õàðàêòåðèçóþòü åëåìåíòè ìíî-
æèíè. Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ ïîçíà÷åííÿ òîãî, ùî ìíîæèíà A ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ i ëèøå
òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó ϕ, âæèâà¹òüñÿ çàïèñ

A = {x | ϕ(x)}
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àáî
A = {x : ϕ(x)}.

Íàïðèêëàä çàïèñ
C = {x | x− äiéñíå ÷èñëî, x > 0}

÷èòà¹òüñÿ �C � ìíîæèíà òàêèõ x, ùî x � äiéñíå ÷èñëî òà x áiëüøå çà íóëü�, òà
âèçíà÷à¹ ìíîæèíó C äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Ó öüîìó âèïàäêó ÷åðåç x ïîçíà÷àþòü
åëåìåíò ìíîæèíè, ñèìâîëè �|� òà � : � ÷èòàþòüñÿ �òàêèé, ùî�, à ñèìâîë êîìà ÿê �i �.

Ïðèêëàä 1.9.1. Ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

N = {x | x− öiëå ÷èñëî, x > 0}.

Çàóâàæèìî, ùî −6 /∈ N, 3 ∈ N i π /∈ N.

Ïðèêëàä 1.9.2. Iíòåðâàëè äiéñíî¨ ïðÿìî¨, îçíà÷åíi íèæ÷å, ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ
â ìàòåìàòèöi. Íåõàé a i b � äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî a < b. Òîäi îçíà÷èìî:

âiäêðèòèé iíòåðâàë âiä a äî b : (a, b) = {x | a < x < b},
çàìêåíèé iíòåðâàë âiä a äî b : [a, b] = {x | a 6 x 6 b},
âiäêðèòî-çàìêåíèé iíòåðâàë âiä a äî b : (a, b] = {x | a < x 6 b},
çàìêåíî-âiäêðèòèé iíòåðâàë âiä a äî b : [a, b) = {x | a 6 x < b}.

Âiäêðèòî-çàìêíåíèé òà çàìêíåíî-âiäêðèòèé iíòåðâàëè òàêîæ íàçèâàþòüñÿ íàïiââiä-
êðèòèìè iíòåðâàëàìè.

Äâi ìíîæèíè A i B íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, i öå çàïèñóþòü

A = B,

ÿêùî âîíè ìàþòü îäèíàêîâi åëåìåíòè, òîáòî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè A íàëåæèòü
äî B i êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè B íàëåæèòü äî A. Çàïåðå÷åííÿ ðiâíîñòi ìíîæèí
A = B çàïèñó¹òüñÿ òàê:

A 6= B.

Ïðèêëàä 1.9.3. Íåõàé

A = {x | x2 − 2x− 3 = 0},
B = {−1, 3},
C = {−1, 3, 3,−1}.

Òîäi A = B = C. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà ìîæå áóòè âèçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì, ùî
¨¨ åëåìåíòè ìîæóòü áóòè íå âèïèñàíi, à òàêîæ òàê, ùî ó ñïèñêó åëåìåíòè ìíîæèíè
ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ.

Ìíîæèíè ìîæóòü áóòè ñêií÷åííèìè òà íåñêií÷åííèìè. Ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ
ñêií÷åííîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü n ðiçíèõ åëåìåíòiâ, äå n� äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî,
àáî íå ìiñòèòü æîäíîãî åëåìåíòà. Â iíøîìó âèïàäêó ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åí-
íîþ. ßêùî æ ìíîæèíà ìiñòèòü îäèí åëåìåíò, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ îäíîåëåìåíòíîþ
àáî îäíîòî÷êîâîþ.
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1.9.2 Ïiäìíîæèíè

Ìíîæèíà A ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B, i öå çàïèñóâàòèìåìî

A ⊆ B àáî B ⊇ A,

ÿêùî êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè A íàëåæèòü B, òîáòî ç x ∈ A âèïëèâà¹ x ∈ B. Òàêîæ
ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî A ìiñòèòüñÿ â B, àáî B ìiñòèòü A. Çàïåðå÷åííÿ
âèñëîâëåííÿ A ⊆ B çàïèñó¹òüñÿ

A 6⊆ B àáî B 6⊇ A,

i òàêå âèñëîâëåííÿ ñòâåðäæó¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò x ìíîæèíè A òàêèé, ùî x /∈ B.

Ïðèêëàä 1.9.4. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè:

A = {x | x− íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî} = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, . . .},
B = {x | x− íàòóðàëüíå ÷èñëî êðàòíå 3} = {3, 6, 9, 12, 15, 18, . . .},
C = {x | x− ïåðâèííå ÷èñëî, x > 2} = {3, 5, 7, 11, 13, 17, . . .}.

Òîäi C ⊆ A, îñêiëüêè êîæíå ïåðâèííå ÷èñëî,1 ÿêå ïåðåâèùó¹ 2 ¹ íåïàðíèì. Ç iíøîãî
áîêó ìà¹ìî, ùî B * A, îñêiëüêè 6 ∈ B, àëå 6 /∈ A.

Ïðèêëàä 1.9.5. ×åðåç N, Z, Q, R òà C ïîçíà÷èìî ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öiëèõ,
ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ i êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ
òàêi âêëþ÷åííÿ:

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C.

Çàóâàæèìî, ùî âêëþ÷åííÿ A ⊆ B íå âèêëþ÷à¹ ìîæëèâîñòi, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü A = B. Îçíà÷èìî ðiâíiñòü äâîõ ìíîæèí òàêîæ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê:

Îçíà÷åííÿ. Äâi ìíîæèíè A i B ¹ ðiâíèìè òîäi i ëèøå òiëüêè òîäi, êîëè

A ⊆ B i B ⊆ A.

Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà A ⊆ B, àëå ìà¹ìî, ùî A 6= B, òî áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî A ¹ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ â B, àáî æ B ìiñòèòü A âëàñíî, i öå çàïè-
ñóâàòèìåìî òàê:

A ⊂ B.

Î÷åâèäíî, ùî
N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

Íàøà ïåðøà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 1.9.6. Íåõàé A, B i C � äîâiëüíi ìíîæèíè. Òîäi:

(i) A ⊆ A;

(ii) ÿêùî A ⊆ B i B ⊆ A, òî A = B;

(iii) ÿêùî A ⊆ B i B ⊆ C, òî A ⊆ C.

1Ïåðâèííi ÷èñëà â ñòàðié óêðà¨íñüêié ìàòåìàòè÷íié òåðìiíîëîãi¨ íàçèâàëèñÿ ïðîñòèìè.
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1.9.3 Óíiâåðñàëüíà òà ïîðîæíÿ ìíîæèíè

Â äîâiëüíîìó çàñòîñóâàííi òåîði¨ ìíîæèí óñi ìíîæèíè, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ, ¹ ïiäìíî-
æèíàìè äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè. Ìè íàçèâàòèìåìî öþ ìíîæèíó óíiâåðñàëüíîþ
ìíîæèíîþ àáî æ óíiâåðñóìîì, i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç U. Òàêîæ ¹ ïîòðåáà ââåñòè
ïîíÿòòÿ ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè, òîáòî ìíîæèíè, ÿêà íå ìiñòèòü æîäíèõ åëåìåíòiâ.
Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ∅ i ââàæà¹òüñÿ, ùî âîíà ¹ ñêií÷åííîþ i ìiñ-
òèòüñÿ ó êîæíié iíøié ïiäìíîæèíi. Îòîæ, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ìà¹ìî:

∅ ⊆ A ⊆ U.

Ïðèêëàä 1.9.7. Â ïëàíiìåòði¨ (ãåîìåòði¨ íà ïëîùèíi) óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç óñiõ òî÷îê ïëîùèíè.

Ïðèêëàä 1.9.8. Íåõàé
A = {x | x4 = 13, x ∈ N}.

Òîäi ìíîæèíà A ¹ ïîðîæíüîþ, òîáòî A = ∅.

Ïðèêëàä 1.9.9. Íåõàé B = {∅}. Òîäi ìà¹ìî, ùî B 6= ∅, îñêiëüêè ìíîæèíà B
ìiñòèòü îäèí åëåìåíò.

1.9.4 Êëàñè, íàáîðè, ñiì'¨ òà ïðîñòîðè

Äóæå ÷àñòî áóâà¹ òàê, ùî åëåìåíòè ìíîæèí ¹ ìíîæèíàìè. Íàïðèêëàä, êîæíà
ïëîùèíà â ìíîæèíi ïëîùèí ¹ ìíîæèíîþ òî÷îê, à êîæíà ìíîæèíà ëiíié ¹ òàêîæ
ìíîæèíîþ òî÷îê. Äëÿ ñïðîùåííÿ òàêî¨ ñèòóàöi¨ ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîíÿòòÿ
�êëàñ�, �íàáið� i �ñiì'ÿ�2, ÿê ñèíîíiìè ïîíÿòòÿ ìíîæèíà. Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî
ïîíÿòòÿ êëàñ óñiõ ïiäìíîæèí çàìiñòü ìíîæèíè óñiõ ìíîæèí (îñêiëüêè îñòàíí¹ ïîíÿò-
òÿ ¹ ñóïåðå÷ëèâèì), i ïîíÿòòÿ íàáið ÷è ñiì'ÿ äëÿ ìíîæèíè êëàñiâ. Òåðìiíè �ïiäêëàñ�,
�ïiäíàáið� i �ïiäñiì'ÿ� áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïî àíàëîãi¨ äî òåðìiíó ïiäìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.9.10. ×ëåíàìè êëàñó
{
{1, 2, 3}, {2, 3, 5}, {4, 5}

}
¹ ìíîæèíè

{1, 2, 3}, {2, 3, 5} i {4, 5}.

Ïðèêëàä 1.9.11. Íàäìíîæèíîþ ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ êëàñ óñiõ ïiäìíîæèí ìíî-
æèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç P(A) àáî æ 2A. Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, ÿêùî A =
{a, b, c}, òî ìà¹ìî:

P(A) =
{
A, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a}, {b}, {c},∅

}
.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî ìíîæèíà A ¹ ñêií÷åííîþ i ìà¹ n åëåìåíòiâ, òî íàäìíî-
æèíà P(A) ìà¹ 2n åëåìåíòiâ.

Ïiä ïîíÿòòÿì ïðîñòið áóäåìî ðîçóìiòè ïåâíó íåïîðîæíþ ìíîæèíó, íàäiëåíó äå-
ÿêîþ ìàòåìàòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ, íàïðèêëàä âåêòîðíèé (ëiíiéíèé) ïðîñòið, ìåòðè÷-
íèé ïðîñòið àáî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ó öüîìó âèïàäêó åëåìåíò ïðîñòîðó áóäåìî
íàçèâàòè òî÷êîþ.

2Â ñó÷àñíié ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði òàêîæ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåðìií �ðîäèíà�, â ñåíñi ñiì'ÿ.
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1.9.5 Îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè

Îá'¹äíàííÿì äâîõ ìíîæèí A i B, íàäàëi öå ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A ∪ B,
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè
A, àáî æ åëåìåíòàìè ìíîæèíè B, òîáòî

A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}.

Òóò �àáî� âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðîçóìiííi �i/àáî�.

Ïåðåòèíîì äâîõ ìíîæèí A i B, íàäàëi öå ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A ∩ B,
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè îäíî÷àñíî
ìíîæèíè A òà ìíîæèíè B, òîáòî

A ∩B = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}.

ßêùî A ∩ B 6= ∅, òîáòî, ÿêùî ìíîæèíè A i B íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ, òî
A i B íàçèâàþòüñÿ äèç'þíêòíèìè àáî íåïåðåòèííèìè. Êëàñ A ìíîæèí íàçèâà-
¹òüñÿ äèç'þíêòíèì êëàñîì ìíîæèí, ÿêùî äîâiëüíà ïàðà ðiçíèõ ìíîæèí ç A ¹
äèç'þíêòíîþ.

Äîïîâíåííÿì ìíîæèíè B ñòîñîâíî ìíîæèíè A àáî, ïðîñòî ðiçíèöåþ A i B, ÿêà
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A \ B, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A, ÿêi íå ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè B. Iíøèìè ñëîâàìè

A \B = {x | (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)} .

Àáñîëþòíèì äîïîâíåííÿì àáî, ïðîñòî, äîïîâíåííÿì äî ìíîæèíè A, ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç Ac àáî CU(A), íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi íå íàëåæàòü äî A, òîáòî

Ac = {x | (x ∈ U) ∧ (x /∈ A)} .

Iíøèìè ñëîâàìè, Ac ¹ ðiçíèöåþ óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè U òà ìíîæèíè A.

Ïðèêëàä 1.9.12. Íà ðèñ. 1.1 çîáðàæåíî äiàãðàìè Âåííà, ÿêi iëþñòðóþòü îá'¹äíàííÿ,
ïåðåòèí i ðiçíèöþ ìíîæèí X òà Y .

X

Y

X
⋃
Y

X

Y

X
⋂
Y

X

Y

X \ Y

Ðèñ. 1.1: Îá'¹äíàííÿ, ïåðåòèí i ðiçíèöÿ ìíîæèí
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Ñèìåòðè÷íîþ ðiçíèöåþ ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà A4B, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç òèõ i ëèøå òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü òiëüêè îäíié ç ìíîæèí A ÷è B,
òîáòî

A4B = {x | ((x ∈ A) ∧ (x /∈ B)) ∨ ((x ∈ B) ∧ (x /∈ A))} .

Bïðàâà 1.9.1. Çîáðàçèòè äiàãðàìè Âåííà äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè òà ñèìåòðè÷íî¨
ðiçíèöi äâîõ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó äâîõ ìíîæèí ïîøèðþ¹òüñÿ íà äîâiëüíi ñiì'¨
ìíîæèí. À ñàìå, íåõàé I � äåÿêà ìíîæèíà iíäåêñiâ, òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ I
âèçíà÷åíà ìíîæèíà Ai.

Îá'¹äíàííÿì ñiì'¨ ìíîæèí {Ai | i ∈ I } íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà A, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü ïðèíàéìíi îäíié ìíîæèíi Ai.
Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå òàê:

A =
⋃
i∈I

Ai =
⋃
{Ai | i ∈ I } = {x | ∃i ∈ I (x ∈ Ai)} .

Ïåðåòèíîì ñiì'¨ ìíîæèí {Ai | i ∈ I } íàçèâà¹òüñÿ òàêà ìíîæèíà A, ÿêà ñêëàäà-
¹òüñÿ ç òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàëåæàòü âñiì ìíîæèíàì Ai. Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå
òàê:

A =
⋂
i∈I

Ai =
⋂
{Ai | i ∈ I } = {x | ∀i ∈ I (x ∈ Ai)} .

Çîêðåìà, ÿêùî I = {1, 2, . . . , n}, òî äëÿ îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó âèêîðèñòîâóþ-
òüñÿ ïîçíà÷åííÿ

n⋃
i=1

Ai i
n⋂
i=1

Ai,

à ÿêùî I = N, òî çàïèñóþòü
∞⋃
i=1

Ai i
∞⋂
i=1

Ai,

âiäïîâiäíî.

Òâåðäæåííÿ 1.9.13. Äëÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí A i B óíiâåðñóìó U âèêîíóþòüñÿ
òàêi ðiâíîñòi:

(i) A \B = A ∩Bc;

(ii) A4B = (A \B) ∪ (B \ A);

(iii) A4B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B);

(iv) A4B = (A ∪B) ∩ (Ac ∪Bc);

(v) A4B = (A ∪B) \ (A ∩B).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äåìîíñòðàöi¨ ìåòîäó äîâåäåìî ðiâíiñòü (i).

A \B = {x | (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)} = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ Bc)} = A ∩Bv.

Iíøi ðiâíîñòi äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Bïðàâà 1.9.2. Äîâåäiòü ðiâíîñòi (ii)− (v) ç òâåðäæåííÿ 1.9.13.

Çà òâåðäæåííÿì 1.9.13 ðiçíèöÿ òà ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi
÷åðåç ïåðåòèí i äîïîâíåííÿ. Ç iíøîãî áîêó, äîïîâíåííÿ òàêîæ ìîæíà âèçíà÷èòè ÷åðåç
ðiçíèöþ Ac = U \ A. Îïåðàöi¨ �∪�, �∩� i (·)c ââàæàòèìåìî îñíîâíèìè, à �\� i �4�
âèðàæàòèìåìî ÷åðåç íèõ, ùî äàñòü ïîòûì çìîãó íàì ïîðiâíþâàòè ¨õ iç çàêîíàìè
ëîãi÷íèõ îïåðàöié.

Òåîðåìà 1.9.14. Îïåðàöi¨ �∪�, �∩� i (·)c çàäîâîëüíÿþòü òàêi çàêîíè:

(i) çàêîíè êîìóòàòèâíîñòi:

(i1) A ∪B = B ∪ A;
(i2) A ∩B = B ∩ A;

(ii) çàêîíè àñîöiàòèâíîñòi:

(ii1) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);

(ii2) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);

(iii) çàêîíè äèñòðèáóòèâíîñòi:

(iii1) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);

(iii2) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);

(iv) çàêîíè iäåìïîòåíòíîñòi:

(iv1) A ∪ A = A;

(iv2) A ∩ A = A;

(v) çàêîíè ïîãëèíàííÿ:

(v1) A ∪ (A ∩B) = A;

(v2) A ∩ (A ∪B) = A;

(vi) çàêîíè äå Ìîðãàíà:

(vi1) (A ∪B)c = Ac ∩Bc;

(vi2) (A ∩B)c = Ac ∪Bc;

(vii) (Ac)c = A;

(viii) Ac ∪ A = U;

(ix) A ∩ Ac = ∅;
(x) A ∪ U = U;

(xi) A ∩ U = A;

(xii) A ∪∅ = A;

(xiii) A ∩∅ = ∅;
(xiv) ∅c = U;

(xv) Uc = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ðiâíiñòü (i1).

A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)} = {x | (x ∈ B) ∨ (x ∈ A)} = B ∪ A.

Iíøi ðiâíîñòi äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî.
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Bïðàâà 1.9.3. Äîâåäiòü ðiâíîñòi (i)− (xv) ç òåîðåìè 1.9.14.

Ïðèêëàä 1.9.15. Äîâåäiòü ðiâíîñòi:

(a)

(
n⋃
i=1

Ai

)
∩B =

n⋃
i=1

(Ai ∩B);

(b)

(
n⋂
i=1

Ai

)
∪B =

n⋂
i=1

(Ai ∪B).

Ðîçâ'ÿçîê. Ìè äîâåäåìî ëèøå ðiâíiñòü (a). Äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (b) àíàëîãi÷íå.

x ∈

(
n⋃
i=1

Ai

)
∩B ⇔ x ∈

(
n⋃
i=1

Ai

)
∧ x ∈ B ⇔

⇔ ((x ∈ A1) ∨ · · · ∨ (x ∈ An−1) ∨ (x ∈ An)) ∧ (x ∈ B)⇔
⇔ (((x ∈ A1) ∨ · · · ∨ (x ∈ An−1)) ∨ (x ∈ An)) ∧ (x ∈ B)⇔
⇔ (((x ∈ A1) ∨ · · · ∨ (x ∈ An−1)) ∧ (x ∈ B))∨

∨ ((x ∈ An) ∧ (x ∈ B))⇔
⇔ · · · ⇔
⇔ (x ∈ A1 ∧ x ∈ B) ∨ · · · ∨ (x ∈ An ∧ x ∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A1 ∩B) ∨ · · · ∨ (x ∈ An ∩B)⇔

⇔ x ∈
n⋃
i=1

(Ai ∩B) .

Ïðèêëàä 1.9.16. Äîâåäiòü ðiâíîñòi:

(a) (A ∩B) \ C = A ∩ (B \ C);
(b) (A ∩B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C);
(c) (A ∩B) \ C = (A ∩B) \ (A ∩ C);
(d) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);
(e) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.

Ðîçâ'ÿçîê. (a) (A ∩B) \ C = A ∩ (B \ C):

x ∈ (A ∩B) \ C ⇔ x ∈ (A ∩B) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ((x ∈ B) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B \ C)⇔
⇔ x ∈ A ∩ (B \ C).

(b) (A ∩B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C):

x ∈ (A ∩B) \ C ⇔ x ∈ (A ∩B) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ ((x /∈ C) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ C)) ∧ ((x ∈ B) ∧ (x /∈ C))⇔
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⇔ (x ∈ A \ C) ∧ (x ∈ B \ C)⇔
⇔ x ∈ (A \ C) ∩ (B \ C).

(c) (A ∩B) \ C = (A ∩B) \ (A ∩ C):

x ∈ (A ∩B) \ C ⇔ (x ∈ A ∩B) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B) ∧ (x ∈ A)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ (x ∈ A ∩B) ∧ (x ∈ A \ C)⇔
⇔ x ∈ (A ∩B) ∩ (A \ C).

(d) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C):

x ∈ A \ (B ∪ C)⇔ (x ∈ A) ∧ (x /∈ B ∪ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ (B ∪ C)c)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ((x ∈ Bc) ∧ (x ∈ Cc))⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ Bc)) ∧ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ Cc))⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ B)) ∧ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ x ∈ (A \B) ∩ (A \ C).

(e) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C:

x ∈ A \ (B ∪ C)⇔ (x ∈ A) ∧ (x /∈ B ∪ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B ∪ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ¬((x ∈ B) ∨ (x ∈ C))⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (¬(x ∈ B) ∧ ¬(x ∈ C))⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ((x /∈ B) ∧ (x /∈ C))⇔
⇔ ((x ∈ A) ∧ (x /∈ B)) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A \B) ∧ (x /∈ C)⇔
⇔ x ∈ (A \B) \ C.

Ïðèêëàä 1.9.17. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) = A ∪B.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòàâøèñü âiäïîâiäíèìè òâåðäæåííÿìè òåîðåìè 1.9.14, îòðèìó-
¹ìî

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) = (A ∩B) ∪ (A ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) =

= ((A ∩B) ∪ (A ∩Bc)) ∪ ((A ∩B) ∪ (Ac ∩B)) =

= ((A ∩B) ∪ (A ∩Bc)) ∪ ((B ∩ A) ∪ (B ∩ Ac)) =

= (A ∩ (B ∪Bc)) ∪ (B ∩ (A ∪ Ac)) =

= (A ∩ U) ∪ (B ∩ U) =

= A ∪B.
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Ïðèêëàä 1.9.18. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A ∪B = A ∪ (B \ A).

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ A ∪ (B \ A)⇔ (x ∈ A) ∨ (x ∈ B \ A)⇔
⇔ (x ∈ A) ∨ (x ∈ B ∧ x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∨ x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ 1⇔
⇔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)⇔
⇔ x ∈ A ∪B.

Ïðèêëàä 1.9.19. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A ∩ (B \ A) = ∅.

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ A ∩ (B \ A)⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B \ A)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B ∧ x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ (x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ B ∧ x ∈ A) ∧ (x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∧ x /∈ A)⇔
⇔ (x ∈ B) ∧ 0⇔
⇔ 0.

Ïðèêëàä 1.9.20. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

(A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C).

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ (A \ C) \ (B \ C)⇔ (x ∈ A \ C) ∧ ¬(x ∈ B \ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C) ∧ ¬(x ∈ B ∧ x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C) ∧ (x /∈ B ∨ x ∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x ∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ 0)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x /∈ B) ∨ 0⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ C ∧ x /∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B ∧ x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ x /∈ C ⇔
⇔ x ∈ A \B ∧ x /∈ C ⇔
⇔ x ∈ (A \B) \ C.
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Ïðèêëàä 1.9.21. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ A \ (B ∪ C)⇔ (x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B ∪ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A) ∧ (x /∈ B ∧ x /∈ C)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ x /∈ C ⇔
⇔ x ∈ A \B ∧ x /∈ C ⇔
⇔ x ∈ (A \B) \ C.

Ïðèêëàä 1.9.22. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A ∩ (B 4 C) = (A ∩B)4 (A ∩ C).

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ (A ∩B)4 (A ∩ C)⇔ x ∈ ((A ∩B) \ (A ∩ C)) ∪ ((A ∩ C) \ (A ∩B))⇔
⇔ (x ∈ (A ∩B) \ (A ∩ C)) ∨ (x ∈ (A ∩ C) \ (A ∩B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∩B) ∧ ¬(x ∈ A ∩ C))∨

∨ ((x ∈ A ∩ C) ∧ ¬(x ∈ A ∩B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ ¬(x ∈ A ∧ x ∈ C))∨

∨ ((x ∈ A ∧ x ∈ C) ∧ ¬(x ∈ A ∧ x ∈ B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ (x /∈ A ∨ x /∈ C))∨

∨ ((x ∈ A ∧ x ∈ C) ∧ (x /∈ A ∨ x /∈ B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C))∨
∨ ((x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔

⇔ ((x ∈ A ∧ x /∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C))∨
∨ ((x ∈ A ∧ x /∈ A ∧ x ∈ C) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔

⇔ ((0 ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C))∨
∨ ((0 ∧ x ∈ C) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔

⇔ (0 ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C))∨
∨ (0 ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔

⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ x /∈ C) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C ∧ x /∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ (x ∈ B ∧ x /∈ C)) ∨ (x ∈ A ∧ (x ∈ C ∧ x /∈ B))⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B \ C) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C \B)⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B \ C ∨ x ∈ C \B)⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B \ C ∪ C \B)⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B 4 C)⇔
⇔ x ∈ A ∩ (B 4 C).
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Ïðèêëàä 1.9.23. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

(A4B) ∪ (A ∩B) = A ∪B.

Ðîçâ'ÿçîê.

x ∈ (A4B) ∪ (A ∩B)⇔ (x ∈ A4B) ∨ (x ∈ A ∩B)⇔
⇔ (x ∈ A \B ∪B \ A) ∨ (x ∈ A ∩B)⇔
⇔ (x ∈ A \B) ∨ (x ∈ B \ A) ∨ (x ∈ A ∩B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)∨

∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B))∨

∨ ((x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B))⇔
⇔ ((x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B))∨

∨ ((x ∈ B ∧ x /∈ A) ∨ (x ∈ B ∧ x ∈ A))⇔
⇔ (x ∈ A ∧ (x /∈ B ∨ x ∈ B)) ∨ (x ∈ B ∧ (x /∈ A ∨ x ∈ A))⇔
⇔ (x ∈ A ∧ 1) ∨ (x ∈ B ∧ 1)⇔
⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇔
⇔ x ∈ A ∪B.

Ïðèêëàä 1.9.24. Äîâåäiòü ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B óíiâåðñóìó U âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) = (A ∪B) ∩ (A ∪Bc).

Ðîçâ'ÿçîê. Ñïðîñòèìî ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòåé. Îòðèìà¹ìî

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) = A ∩ (B ∪Bc) =

= A ∩ U =

= A

i

(A ∪B) ∩ (A ∪Bc) = A ∪ (B ∩Bc) =

= A ∪∅ =

= A,

òà ïðèðiâíÿâøè îáèäâi ÷àñòèíè, îòðèìó¹ìî, ùî â óíiâåðñóìi U âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(A ∩B) ∪ (A ∩Bc) = (A ∪B) ∩ (A ∪Bc).

Ïðèêëàä 1.9.25. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

A ∪ (A ∩B) = A.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ì ðiâíîñòi ìíîæèí i ïðîâåäåìî ïåðåòâîðåííÿ
ç îáîõ áîêiâ.

x ∈ A ∪ (A ∩B)⇔ x ∈ A ∨ x ∈ A ∩B ⇔
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⇔ x ∈ A ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)⇒
⇒ x ∈ A ∨ x ∈ A⇔
⇔ x ∈ A.

x ∈ A⇒ x ∈ A ∨ x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A ∪ (A ∩B).

Êðiì òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òîòîæíîñòåé ó òåîði¨ ìíîæèí ìiæ ìíîæèíàìè iñíó-
þòü i iíøi ñïiââiäíîøåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà òàêèõ ïðèêëàäiâ.

Ïðèêëàä 1.9.26. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B óíiâåðñóìó U âèêî-
íó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü

A ⊆ B ⇐⇒ Bc ⊆ Ac.

Ðîçâ'ÿçîê. (=⇒) Ïîçàÿê

A ⊆ B ⇔ (x ∈ A⇒ x ∈ B) ⇔ (¬(x ∈ B)⇒ ¬(x ∈ A)) ⇔ (x /∈ B ⇒ x /∈ A),

òî âèêîíó¹òüñÿ iìïëiêàöiÿ
x /∈ B ⇒ x /∈ A.

Âðàõóâàâøè öþ iìïëiêàöiþ, îòðèìó¹ìî

x ∈ Bc ⇔ x ∈ U ∧ x /∈ B ⇒ x ∈ U ∧ x /∈ A ⇔ x ∈ Ac.

(⇐=) Íåõàé Bc ⊆ Ac. Òîäi çà ïîïåðåäíüî äîâåäåíèì ìà¹ìî

(Ac)c ⊆ (Bc)c .

Îñêiëüêè
(Ac)c = A i (Bc)c = B,

òî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ A ⊆ B.

Ïðèêëàä 1.9.27. Äîâåäiòü, ùî òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) A ⊆ B;
(2) A ∪B = B;
(3) A ∩B = A;
(4) A \B = ∅.

Ðîçâ'ÿçîê. (1) =⇒ (2) Ïîçàÿê

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒ x ∈ B ∨ x ∈ B ⇔ x ∈ B

i
x ∈ B ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇔ x ∈ A ∪B,

òî ìà¹ìî, ùî
(x ∈ A ∪B ⇒ x ∈ B) ∧ (x ∈ B ⇒ x ∈ A ∪B),

à îòæå ç âêëþ÷åííÿ A ⊆ B âèïëèâà¹ ðiâíiñòü A ∪B = B.
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(2) =⇒ (3) Îñêiëüêè A ∪B = B, òî

x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B ⇔
⇔ x ∈ A ∧ x ∈ A ∪B ⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ A ∨ x ∈ B)⇔
⇔⇔ x ∈ A.

À îòæå ç A ∪B = B âèïëèâà¹ ðiâíiñòü A ∩B = A.

(3) =⇒ (4) Ïîçàÿê A ∩B = A, òî

x ∈ A \B ⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B ⇔
⇔ x ∈ A ∩B ∧ x /∈ B ⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ x /∈ B ⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∧ x /∈ B)⇔
⇔ x ∈ A ∧ 0⇔
⇔ 0,

à îòæå ç ðiâíîñòi A ∩B = A âèïëèâà¹, ùî A \B = ∅.
(4) =⇒ (1) Îñêiëüêè A \B = ∅, òî

x ∈ A⇔ x ∈ A ∧ 1⇔
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x /∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ B)⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ x ∈ A \B ⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ x ∈ ∅⇔
⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ 0⇔
⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B ⇒
⇒ x ∈ B,

à îòæå ç óìîâè A \B = ∅ âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ A ⊆ B.

Ïðèêëàä 1.9.28. Äîâåäiòü, ùî âèêîíó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü

A ∪B ⊆ C ⇐⇒ A ⊆ C ∧B ⊆ C.

Ðîçâ'ÿçîê. (=⇒) Ç óìîâè A ∪B ⊆ C òà iìïëiêàöié

x ∈ A⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒
⇒ x ∈ A ∪B ⇒
⇒ x ∈ C

i

x ∈ B ⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒
⇒ x ∈ A ∪B ⇒
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⇒ x ∈ C

âèïëèâàþòü âêëþ÷åííÿ A ⊆ C i B ⊆ C, a îòæå A ⊆ C ∧B ⊆ C.

(⇐=) Îñêiëüêè A ⊆ C ∧B ⊆ C, òî

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B ⇒
⇒ x ∈ C ∨ x ∈ C ⇒
⇒ x ∈ C.

À îòæå îòðèìó¹ìî, ùî A ∪B ⊆ C.

Bïðàâà 1.9.4. Äîâåäiòü, ùî

(a) A ∩B ⊆ A ⊆ A ∪B;
(b) A \B ⊆ A;
(c) A ⊆ B ⇒ A ∪ C ⊆ B ∪ C;

(d) A ⊆ B ⇒ A ∩ C ⊆ B ∩ C;
(e) A ⊆ B ⇒ A \ C ⊆ B \ C;
(f) A ⊆ B ⇒ C \B ⊆ C \ A.

Bïðàâà 1.9.5. Äîâåäiòü òåîðåòèêî-ìíîæèííi òîòîæíîñòi:

(a) A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ C;
(b) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C);
(c) A \ (A \B) = A ∩B;
(d) A \ (A ∩B) = A \B;
(e) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);
(f) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
(g) (A ∩B) \ C = (A ∩B) \ (A ∩ C);
(h) (A \B) \ C = (A \B) ∩ (A \ C);
(i) A ∩ (Ac ∪B) = A ∩B, ÿêùî A òà B � ïiäìíîæèíè óíiâåðñóìó U;
(j) A∩B = (A∩Bc)∪ (Ac ∩B)∪ (Ac ∩Bc), ÿêùî A òà B � ïiäìíîæèíè óíiâåðñóìó

U.

Bïðàâà 1.9.6. Äîâåäiòü òåîðåòèêî-ìíîæèííi òîòîæíîñòi:

(a) A4B = B 4 A;
(b) (A4B)4 C = A4 (B 4 C);
(c) A4 (A4B) = B;
(d) (A4B)4 (A ∩B) = A ∪B;
(e) (A4B)4 (A ∪B) = A ∩B;
(f) A \ (A4B) = A ∩B;
(g) A4 (A ∩B) = A \B;
(h) (A4B) ∩ A = A \B;
(i) A4∅ = A;
(j) A4 A = ∅;
(k) A4B = Ac4Bc, ÿêùî A i B � ïiäìíîæèíè óíiâåðñóìó U.

Bïðàâà 1.9.7. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A i B óíiâåðñóìó U âèêîíó-
¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü

A ⊆ B ⇔ A ∩Bc = ∅.
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Bïðàâà 1.9.8. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A, B i C óíiâåðñóìó U âèêî-
íóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

(a) A ⊆ B ∩ C ⇔ A ⊆ B ∧ A ⊆ C;
(b) A ∩B ⊆ C ⇔ A ⊆ Bc ∪ C;
(c) A ⊆ B ∪ C ⇔ A ∩Bc ⊆ C;
(d) (A \B) ∪B = A ⇔ B ⊆ A;
(e) (A ∩B) ∪ C = A ∩ (B ∪ V ) ⇔ C ⊆ A;
(f) A ∪B = A ∩B ⇔ A = B;
(g) A4B = ∅ ⇔ A = B;
(h) A \ C ⊆ B ⇔ A ∩Bc ⊆ C;
(i) A \ C ⊆ B ⇔ A ⊆ C ∪B.

1.9.6 Äåêàðòîâèé äîáóòîê ìíîæèí, âiäíîøåííÿ, âiäîáðàæåííÿ

Äåêàðòîâèé (Êàðòåçiàíñüêèé) äîáóòîê ìíîæèí X òà Y ïîçíà÷à¹òüñÿ X × Y �
öå ìíîæèíà âñåìîæëèâèõ óïîðÿäêîâàíèõ ïàð (x, y), äå x ∈ X, y ∈ Y , òîáòî

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }

(äèâ. ðèc. 1.2). Ïiä óïîðÿäêîâàíîþ ïàðîþ (x, y) áóäåìî ðîçóìiòè îäíîåëåìåíòíó ìíî-

X

Y X×Y

x
�

y � � (x, y)

Ðèñ. 1.2: Äåêàðòîâèé äîáóòîê äâîõ ìíîæèí

æèíó {x, {x, y}} çi çàçíà÷åííÿì, ÿêèé åëåìåíò ñòî¨òü íà ïåðøîìó ìiñöi, òîáòî âïî-
ðÿäêîâàíó ïàðó (x, y) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: íà ïåðøîìó ìiñöi
ñòî¨òü åëåìåíò x, à íà äðóãîìó � y. Î÷åâèäíî, ùî òîäi {x, y} 6= (x, y) 6= (y, x).

Çà iíäóêöi¹þ ââîäèòüñÿ äåêàðòîâèé äîáóòîê òðüîõ i äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
ìíîæèí:

X1 ×X2 ×X3 = (X1 ×X2)×X3

òà
X1 ×X2 × · · · ×Xn = (X1 × · · · ×Xn−1)×Xn,

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2.
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Íàäàëi, äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X i äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n ÷åðåç Xn ïîçíà÷àòèìåìî äåêàðòîâèé n-ñòåïiíü ìíîæèíè X, òîáòî:

X1 = X, X2 = X ×X, . . . , Xn = X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
n-ðàçiâ

.

Çà àíàëîãi¹þ ç äåêàðòîâèì äîáóòêîì, ââåäåìî âïîðÿäêîâàíó òðiéêó òðüîõ åëå-
ìåíòiâ (a1, a2, a3) = ((a1, a2), a3) òà âïîðÿäêîâàíèé íàáið ç n åëåìåíòiâ

(a1, a2, . . . , an−1, an) = ((a1, a2, . . . , an−1), an) ,

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 3.

Ïðèêëàä 1.9.29. Äîâåäiòü, ùî A×B = ∅ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(A = ∅) ∨ (B = ∅).

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî A × B 6= ∅, òî iñíó¹ åëåìåíò (a, b) ∈ A × B. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî

A 6= ∅ i B 6= ∅.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî A 6= ∅ i B 6= ∅, òî iñíóþòü åëåìåíòè a ∈ A òà b ∈ B. À, îòæå,
îòðèìó¹ìî (a, b) ∈ A×B i

A×B 6= ∅.

Ïðèêëàä 1.9.30. Äîâåäiòü, ÿêùî A × B 6= ∅, òî A × B ⊆ C × D òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè

(A ⊆ C) ∧ (B ⊆ D).

Ðîçâ'ÿçîê. (⇒) Íåõàé (a, b) ∈ A× B. Òîäi (a, b) ∈ C ×D. Îòîæ, ÿêùî a ∈ A, òî
a ∈ C. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ÿêùî b ∈ B, òî b ∈ D.

(⇐) Íåõàé (a, b) ∈ A × B. Òîäi a ∈ A i a ∈ C. Òàêîæ, b ∈ B i b ∈ D. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî (a, b) ∈ C ×D i

A×B ⊆ C ×D.

Bïðàâà 1.9.9. Äîâåäiòü òàêi ðiâíîñòi:

(i) A× (B ∪ C) = A×B ∪ A× C;
(ii) A× (B ∩ C) = A×B ∩ A× C;

(iii) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).

Bïðàâà 1.9.10. Äîâåäiòü òàêi ðiâíîñòi:

(i) (A× C) ∩ (B ×D) = (A ∩B)× (C ∩D);
(ii) (A× C) ∪ (B ×D) = (A ∪B)× (C ∪D);

(iii) A× C = (A× Y ) ∩ (X × C);
(iv) (A×D)c = (Ac × Y ) ∪ (X ×Dc),

äå A,B ⊆ Y i C,D ⊆ Y .
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Âiäíîøåííÿ � öå ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî äîáóòêó äâîõ ìíîæèí. Âiäíîøåííÿ
f , îçíà÷åíå íà äåêàðòîâîìó äîáóòêó X × Y òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ç X
iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà y ç Y òàêîãî, ùî (x, y) ∈ f íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâèì
âiäîáðàæåííÿì, i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê:

f : X ⇀ Y.

Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî �f ÷àñòêîâî âiäîáðàæà¹ X â Y �. Ïiäìíîæèíà

D(f) = {x ∈ X | iñíó¹ åëåìåíò y â Y òàêèé, ùî (x, y) ∈ f}

íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ f , à ïiäìíîæèíà

E(f) = {y ∈ Y | iñíó¹ åëåìåíò x â X òàêèé, ùî (x, y) ∈ f}

íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ çíà÷åíü ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ f .

Çàóâàæèìî, ÿêùî f : X ⇀ Y � ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ, òî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
x ∈ X ìíîæèíà

x = {y ∈ Y | (x, y) ∈ f}

¹ íå áiëüøå íiæ îäíîòî÷êîâîþ, õî÷à ìíîæèíà

y = {x ∈ X | (x, y) ∈ f}

ìîæå áóòè i ïîðîæíüîþ, i îäíîòî÷êîâîþ, i ñêií÷åííîþ, i íåñêií÷åííîþ, â çàëåæíîñòi
âiä âèáîðó y ∈ Y , òîáòî âiä âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ f .

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ f : X ⇀ Y , îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç X,
òîáòî

D(f) = X,

íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ç ìíîæèíè X â Y i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê

f : X → Y.

ßêùî âèçíà÷åíî ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ f : X ⇀ Y (âiäîáðàæåííÿ f : X → Y )
i (x, y) ∈ f , òî ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî åëåìåíòîâi x ∈ X ÷àñòêî-
âå âiäîáðàæåííÿ (âiäîáðàæåííÿ) f ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò y ∈ Y , i öå
ïîçíà÷àòèìåìî òàê:

y = f(x).

Íàäàëi, ÿêùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y çðîçóìiëî, ÿêèìè ¹ ìíîæèíè X òà Y , òî
äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó âiäîáðàæåííÿ f ïîçíà÷àòèìåìî òàê:

y = f(x).

×àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ f : X ⇀ Y , äå Y � ìíîæèíà ÷èñåë (íàòóðàëüíèõ, öiëèõ,
ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ, êîìïëåêñíèõ), íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ.

Ïðèêëàä 1.9.31. 1. Âiäíîøåííÿ ρ1, ρ2, ρ3 òà ρ4 íà äåêàðòîâó êâàäðàòi R×R, ÿêi
âèçíà÷åíi:

ρ1 = {(x, y) ∈ R× R | |x| = |y|} ,
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Ðèñ. 1.3: Âiäíîøåííÿ, ùî íå ¹ ÷àñòêîâèìè âiäîáðàæåííÿìè

ρ2 = {(x, y) ∈ R× R | x 6 y} ,
ρ3 = {(0, 0), (0, 1)} ,
ρ4 = {(x, y) ∈ R× R | x = 1} ,

íå ¹ ÷àñòêîâèìè âiäîáðàæåííÿìè (äèâ. ðèñ. 1.3).
2. Âiäíîøåííÿ ϕ1 i ϕ2 íà äåêàðòîâó êâàäðàòi R× R, ÿêi âèçíà÷åíi:

ϕ1 = {(x, x) ∈ R× R | x > −1}
ϕ2 = {(x, y) ∈ R× R | |x| = y, |x| 6 3} ,

¹ ÷àñòêîâèìè âiäîáðàæåííÿìè, îäíàê âîíè íå ¹ âiäîáðàæåííÿìè (äèâ. ðèñ. 1.4).

3. Âiäíîøåííÿ ψ1 òà ψ2 íà äåêàðòîâó êâàäðàòi R× R, ÿêi âèçíà÷åíi

ψ1 = {(x, y) ∈ R× R | x = y} ,
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Ðèñ. 1.4: ×àñòêîâi âiäîáðàæåííÿ, ùî íå ¹ âiäîáðàæåííÿìè

ψ2 = {(x, y) ∈ R× R | |x| = y}

¹ âiäîáðàæåííÿìè (äèâ. ðèñ. 1.5).
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ψ1
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0
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Ðèñ. 1.5: Âiäîáðàæåííÿ

Íàäàëi, ÿêùî f : X ⇀ Y � (÷àñòêîâå) âiäîáðàæåííÿ, òî äëÿ x ∈ X, A ⊆ D(f),
y ∈ Y i B ⊆ E(f), òî ÷åðåç

f(x)

áóäåìî ïîçíà÷àòè îáðàç åëåìåíòà x ñòîñîâíî (÷àñòêîâîãî) âiäîáðàæåííÿ f , òîáòî òà-
êèé åëåìåíò y ∈ Y , ùî (x, y) ∈ f ; a ÷åðåç

f−1(y) = {x ∈ X | (x, y) ∈ f}

� ïîâíèé ïðîîáðàç åëåìåíòà y ñòîñîâíî (÷àñòêîâîãî) âiäîáðàæåííÿ f ; à òàêîæ ïîçíà-
÷èìî

f(A) =
⋃
x∈A

{f(x)} i f−1(B) =
⋃
y∈B

{f−1(y)},
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ÿêi ìè áóäåìî íàçèâàòè îáðàçîì ìíîæèíè A òà ïîâíèì ïðîîáðàçîì ìíîæèíè B
ñòîñîâíî (÷àñòêîâîãî) âiäîáðàæåííÿ f .

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ií'¹êòèâíèì, àáî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì,
àáî âêëàäåííÿì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ X ç òîãî, ùî x 6= y âèïëèâà¹ f(x) 6= f(y),
ñþð'¹êòèâíèì, àáî âiäîáðàæåííÿì �íà�, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ Y iñíó¹
åëåìåíò x ç X òàêèé, ùî f(x) = y. Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹ ií'¹êòèâíèì i
ñþð'¹êòèâíèì íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíèì. Ó ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði ÷àñòî ií'¹êòèâíi,
ñþð'¹êòèâíi òà ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü ií'¹êöi¹þ, ñþð'¹êöi¹þ òà ái¹êöi¹þ,
âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä 1.9.32. ×åðåç sin ïîçíà÷èìî âiäíîøåííÿ, ÿêå êîæíîìó äiéñíîìó ÷èñëó x
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü sinx. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

a) sin : R→ R íå ¹ ií'¹êòèâíèì i íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì;
b) sin : R→ [−1, 1] íå ¹ ií'¹êòèâíèì àëå ¹ ñþð'¹êòèâíèì;
c) sin : [−π/2, π/2]→ R ¹ ií'¹êòèâíèì, àëå íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì;
d) sin : [−π/2, π/2]→ [−1, 1] ¹ ái¹êòèâíèì.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî óñi âèùå ïåðåëi÷åíi âiäîáðàæåííÿ ¹ ðiçíèìè.

Ïðèêëàä 1.9.33. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ, A,B ⊆ X i C,D ⊆ f(X).
Äîâåäiòü òàêi âëàñòèâîñòi:

(i) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B);
(ii) f(A \B) ⊆ f(A) \ f(B);

(iii) âêëþ÷åííÿ f(A \B) ⊆ f(A) \ f(B) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ;
(iv) f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B);
(v) âêëþ÷åííÿ f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ;

(vi) ç A ⊆ B âèïëèâà¹ f(A) ⊆ f(B);

(vii) f
(⋃

i∈J Ai

)
=
⋃
i∈J f(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J ïiäìíîæèí ó X;

(viii) f
(⋂

i∈J Ai

)
⊆
⋂
i∈J f(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J ïiäìíîæèí ó X;

(ix) âêëþ÷åííÿ f
(⋂

i∈J Ai

)
⊆
⋂
i∈J f(Ai) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ;

(x) f−1
(⋃

i∈J Ai

)
=
⋃
i∈J f−1(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J ïiäìíîæèí ó Y ;

(xi) f−1
(⋂

i∈J Ai

)
=
⋂
i∈J f−1(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J ïiäìíîæèí ó Y ;

(xii) f−1(C \D) = f−1(C) \ f−1(D).

Ðîçâ'ÿçîê. (i) Ñïî÷àòêó äîâåäåìî âêëþ÷åííÿ f(A∪B) ⊆ f(A)∪f(B). Íåõàé y ∈
f(A∪B), òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x ∈ A∪B, ùî f(x) = y. Ìà¹ìî (x ∈ A)∨ (x ∈ B).
Òîäi

(x ∈ A ⇒ f(x) = y ∈ f(A)) ∨ (x ∈ B ⇒ f(x) = y ∈ f(B)).

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî
y = f(x) ∧ y ∈ f(A) ∪ f(B).

Òåïåð äîâåäåìî âêëþ÷åííÿ f(A) ∪ f(B) ⊆ f(A ∪B). ßêùî y ∈ f(A) ∪ f(B), òî

y ∈ f(A) ∨ y ∈ f(B).
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Òîäi

y ∈ f(A)⇒ ∃x ∈ A òàêèé, ùî f(x) = y,

y ∈ f(B)⇒ ∃x ∈ B òàêèé, ùî f(x) = y.

Îòîæ,
y = f(x) ∧ x ∈ A ∪B,

òîáòî y ∈ f(A ∪B).

(ii) Íåõàé y ∈ f(A) \ f(B). Òîäi iñíó¹ åëåìåíò x ∈ A òàêèé, ùî f(x) = y, àëå
y /∈ {f(x) | x ∈ B}. Îòæå x /∈ B i x ∈ A \B. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y ∈ f(A \B).

(iii) Òå, ùî âêëþ÷åííÿ f(A\B) ⊆ f(A)\f(B) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ iëþñòðó¹
òàêèé ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : R→ R, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(x) = sinx.

Òîäi
f(R \ [0,+∞)) = f((−∞, 0)) = [−1, 1],

àëå
f(R) \ f([0,+∞)) = [−1, 1] \ [−1, 1] = ∅.

(iv) Íåõàé y ∈ f(A ∩ B). Òîäi iñíó¹ åëåìåíò x ∈ A ∩ B òàêèé, ùî f(x) = y. Àëå
x ∈ A òà x ∈ B, à îòæå

y = f(x) ∈ f(A) i y = f(x) ∈ f(B).

Îòîæ,
y ∈ f(A) ∩ f(B),

çâiäêè âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ

f(A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B).

(v) Òå, ùî âêëþ÷åííÿ f(A∩B) ⊆ f(A)∩f(B) íå ìîæíà çàìiíèòè ðiâíiñòþ iëþñòðó¹
òàêèé ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : R→ R, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(x) = sinx.

Òîäi
f((−∞, 0] ∩ [0,+∞)) = f({0}) = {0},

îäíàê
f((−∞, 0]) ∩ f([0,+∞)) = [−1, 1] ∩ [−1, 1] = [−1, 1].

(vi) Ïðèïóñòèìî, ùî A ⊆ B. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò x ∈ X òàêèé, ùî f(x) = y i x ∈ A.
Îòæå, x ∈ B i f(x) = y ∈ f(B). Çâiäñè âèïëèâà¹ iìïëiêàöiÿ

A ⊆ B =⇒ f(A) ⊆ f(B).

(vii) Ñïðàâäi,

y ∈ f
( ⋃
i∈J

Ai

)
⇐⇒ ∃x ∈

⋃
i∈J

Ai : f(x) = y ⇐⇒
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⇐⇒ ∃x ∈ Ai : f(x) = y ⇐⇒
⇐⇒ ∃i ∈J : y ∈ f(Ai)⇐⇒

⇐⇒ y ∈
⋃
i∈J

f(Ai),

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü f
(⋃

i∈J Ai

)
=
⋃
i∈J f(Ai).

(viii) Ñïðàâäi,

y ∈ f
( ⋂
i∈J

Ai

)
⇐⇒ ∃x ∈

⋂
i∈J

Ai : f(x) = y ⇐⇒

⇐⇒ ∃x : ∀i ∈J : x ∈ Ai : f(x) = y =⇒
=⇒ ∃x : ∀i ∈J : y ∈ f(Ai)⇐⇒

⇐⇒ y ∈
⋂
i∈J

f(Ai).

(ix) Ïðèêëàä áóäó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó (vi).

(x) Ñïðàâäi, îñêiëüêè

x ∈ f−1
( ⋃
i∈J

Ai

)
⇐⇒ f(x) ∈

⋃
i∈J

Ai ⇐⇒

⇐⇒ ∃i ∈J : f(x) ∈ Ai ⇐⇒
⇐⇒ ∃i ∈J : x ∈ f−1(Ai)⇐⇒

⇐⇒ x ∈
⋃
i∈J

f−1(Ai),

òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f−1
(⋃

i∈J Ai

)
=
⋃
i∈J

f−1(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J

ïiäìíîæèí â Y .

(xi) Ñïðàâäi, îñêiëüêè

x ∈ f−1
( ⋂
i∈J

Ai

)
⇐⇒ f(x) ∈

⋂
i∈J

Ai ⇐⇒

⇐⇒ ∀i ∈J : f(x) ∈ Ai ⇐⇒
⇐⇒ ∀i ∈J : x ∈ f−1(Ai)⇐⇒

⇐⇒ x ∈
⋂
i∈J

f−1(Ai),

òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f−1
(⋂

i∈J Ai

)
=
⋂
i∈J

f−1(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ {Ai}i∈J

ïiäìíîæèí â Y .

(xii) Îñêiëüêè

x ∈ f−1(C \D)⇐⇒ f(x) ∈ C \D ⇐⇒
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⇐⇒ f(x) ∈ C ∧ f(x) /∈ D ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ f−1(C) ∧ x /∈ f−1(D)⇐⇒
⇐⇒ x ∈ f−1(C) \ f−1(D),

òî ìà¹ìî, øî f−1(C \D) = f−1(C) \ f−1(D).

Bïðàâà 1.9.11. Íàâåäiòü ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî íå âèêîíó¹òüñÿ îáåðíåíà
iìïëiêàöiÿ â òâåðäæåííi (vi) ç ïðèêëàäó 1.9.33.

Ïðèêëàä 1.9.34. Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊆ X.

Ðîçâ'ÿçîê. (=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷-
íèì i íåõàé A,B ⊆ X � äîâiëüíi ïiäìíîæèíè. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ f(A∩B)
iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò x ∈ A ∩B ⊆ X òàêèé, ùî f(x) = y, òî

y ∈ f(A ∩B)⇐⇒ ∃x : x ∈ A ∩B, f(x) = y ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ f(x) = y ⇐⇒
⇐⇒ y ∈ f(A) ∧ y ∈ f(B) ∧ f(x) = y ⇐⇒
⇐⇒ y ∈ f(A) ∩ f(B).

(⇐=) Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A,B ⊆ X âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íå ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì. Òîäi
iñíóþòü ðiçíi x1, x2 ∈ X òàêi, ùî

f(x1) = f(x2) = y.

Íåõàé A = {x1} i B = {x2}. Òîäi ìà¹ìî

f(A) ∩ f(B) = f({x1}) ∩ f({x2}) = f({x1}) = f({x2}) = {y} 6= f(A ∩B) = f(∅) = ∅.

Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹ íàøà iìïëiêàöiÿ.

Bïðàâà 1.9.12. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäiòü, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi
óìîâè:

(i) A ⊆ f−1(f(A)) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊆ X;

(ii) B ∩ f(A) = f(f−1(B) ∩ A) äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A ⊆ X i B ⊆ Y , çîêðåìà
B ∩ f(X) = f(f−1(B)).

Áiíàðíèì âiäíîøåííÿì R íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî
äîáóòêó X ×X. ßêùî (x, y) ∈ R, òî ïèñàòèìåìî xRy.

Âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (åêâiâàëåíòíiñòþ, åêâiâàëåíöi¹þ) íà ìíîæèíi X
íàçèâà¹òüñÿ áiíàðíå âiäíîøåííÿ R, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ òàêi àêñiîìè:
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1) ðåôëåêñèâíiñòü: xRx, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X;
2) ñèìåòðè÷íiñòü: ÿêùî xRy, òî yRx, äëÿ x, y ∈ X;
3) òðàíçèòèâíiñòü: ÿêùî xRy i yRz, òî xRz, äëÿ x, y, z ∈ X.

Ïðèêëàä 1.9.35. Âiäíîøåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi ¹:

à) âëàñòèâiñòü íàâ÷àòèñÿ â îäíié ãðóïi, âëàñòèâiñòü íàâ÷àòèñÿ íà îäíîìó êóðñi,
âëàñòèâiñòü íàâ÷àòèñÿ â îäíîìó íàâ÷àëüíîìó çàêëàäi íà ìíîæèíi óñiõ ñòóäåíòiâ;

á) ìàòè îäíàêîâó ðiäíó ìîâó íà ìíîæèíi óñiõ ñòóäåíòiâ ËÍÓ;
â) ïîäiáíiñòü ôiãóð íà ïëîùèíi (â ïðîñòîði);
ã) ðiçíèöÿ äâîõ ÷èñåë ¹ öiëèì ÷èñëîì, íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë.

Âiäíîøåííÿ �ìàòè ìîæëèâiñòü ïðèâiòàòèñÿ ïðàâîþ ðóêîþ� íà ìíîæèíi, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ëþäåé íå ¹ ðåôëåêñèâíèì, àëå ¹ ñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì. Âiäíîøåííÿ
�äiëèòü� ¹ ðåôëåêñèâíèì i òðàíçèòèâíèì, àëå íå ¹ ñèìåòðè÷íèì. Âiäíîøåííÿ �çíàéî-
ìèé�, �äðóã� íà ìíîæèíi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ëþäåé i âiäíîøåííÿ �ïðÿìi íà ïëîùèíi
ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó� ¹ ðåôëåêñèâíèìè òà ñèìåòðè÷íèìè, àëå íå ¹ òðàíçèòèâíèìè.

Íåõàé ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi X i a ∈ X. Ïîçíà÷èìî

∼
a = {x ∈ X | a ∼ x} .

Íàçâåìî ïiäìíîæèíó
∼
a â X êëàñîì ñóìiæíîñòi åëåìåíòà a çà âiäíîøåííÿì åêâiâà-

ëåíòíîñòi ∼. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü X =
⋃
a∈X

∼
a.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ìàòåìàòèöi òà ¨¨ äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç
îçíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 1.9.36. Íåõàé X � ìíîæèíà i ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X.
Òîäi âiäíîøåííÿ ∼ ðîçáèâà¹ ìíîæèíó X íà íåïîðîæíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòåé, ÿêi
àáî ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî çáiãàþòüñÿ.

Ìíîæèíà êëàñiâ çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ∼ íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ìíîæè-
íîþ çà âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ∼, i ïîçíà÷à¹òüñÿ X/ ∼. Îòæå, êîæíîìó åëåìåí-
òîâi x ç ìíîæèíè X ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò x,
òîáòî

∼
x, à, îòæå, âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ π : X → X/ ∼. Âiäîáðàæåííÿ π íàçèâà¹òüñÿ

ïðèðîäíèì.

Êîìïîçèöiÿ β ◦ α äâîõ âiäíîøåíü α ⊆ X × Y i β ⊆ Y × Z âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

β ◦ α = {(a, c) ∈ X × Z | iñíó¹ åëåìåíò b ∈ Y òàêèé, ùî (a, b) ∈ α i (b, c) ∈ β} .

Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ äâîõ âiäíîøåíü α ⊆ X × Y i β ⊆ Y × Z ¹ âiäíîøåííÿì íà
X × Z.

Bïðàâà 1.9.13. Äîâåäiòü, ùî êîìïîçèöiÿ

(i) ÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåíü ¹ ÷àñòêîâèì âiäîáðàæåííÿì;
(ii) âiäîáðàæåíü ¹ âiäîáðàæåííÿì;

(iii) ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì;
(iv) ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì;
(v) ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.
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Íåõàé X � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ

∆X = {(x, x) | x ∈ X}

íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëëþ ìíîæèíèX. Î÷åâèäíî, ùî ∆X � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
íà X.

Íàãàäà¹ìî, ùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ àíòèñèìåòðè÷-
íèì, ÿêùî ç xRy i yRx âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = y, äëÿ x, y ∈ X.

ßêùî α ⊆ X × Y òî âiäíîøåííÿ α−1 = {(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈ α} íàçèâà¹òüñÿ
îáåðíåíèì äî âiäíîøåííÿ α.

Ïðèêëàä 1.9.37. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäiòü, ùî îáåðíåíå âiäíî-
øåííÿ f−1 äî âiäíîøåííÿì f ¹ âiäîáðàæåííÿì ç Y íà X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè f �
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Iìïëiêàöiÿ (⇐=) î÷åâèäíà.

(=⇒) ßêùî E(f) = D(f−1) 6= Y , òî âiäíîøåííÿ f ⊆ X × Y íå ¹ ñþð'¹êòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì, à îòæå âiäíîøåííÿ f−1 ⊆ Y ×X íå ¹ âiäîáðàæåííÿì. Òîìó âiäîáðà-
æåííÿ f : X → Y ìà¹ áóòè ñþð'¹êòèâíèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y � íå ¹ ií'¹êòèâíèì. Òîäi iñíóþòü ðiç-
íi åëåìåíòè x1, x2 ∈ X òàêi, ùî f(x1) = f(x2) = y. Îòæå (y, x1), (y, x2) ∈ f−1, äå
f−1 � îáåðíåíå âiäíîøåííÿ äî âiäíîøåííÿì f , à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî âiäíîøåííÿ
f−1 ⊆ Y ×X ¹ âiäîáðàæåííÿì. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y ií'¹êòèâíå.

Çàóâàæèìî, ùî âiäíîøåííÿ äiàãîíàëi ∆X ⊆ X × X ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäîá-
ðàæåííÿ idX : X → X, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ idX(x) = x. Íàäàëi, òàê âèçíà÷åíå
âiäîáðàæåííÿ idX : X → X áóäåìî íàçèâàòè òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè
X.

Bïðàâà 1.9.14. Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäiòü, ùî îáåðíåíå âiäíîøåí-
íÿ f−1 äî âiäíîøåííÿì f ¹ âiäîáðàæåííÿì ç Y â X òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

f ◦ f−1 = idY i f−1 ◦ f = idX .

1.9.7 ×àñòêîâèé ïîðÿäîê. Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè

Áiíàðíå âiäíîøåííÿ R íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ:

� ïåðåäïîðÿäêîì (àáî êâàçiïîðÿäêîì), ÿêùî R � ðåôëåêñèâíå òà òðàíçèòèâíå;
� ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ÿêùî R � ðåôëåêñèâíå, àíòèñèìåòðè÷íå òà òðàíçèòèâíå.

Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ôiêñîâàíié ìíîæèíi ¹ ïåðåäïîðÿäêîì.

Íàäàëi ïåðåäïîðÿäîê (÷àñòêîâèé ïîðÿäîê) íà ìíîæèíi X áóäåìî ïîçíà÷àòè çà-
çâè÷àé ÷åðåç 6. Ó öüîìó âèïàäêó âèñëîâëåííÿ xRy äëÿ x, y ∈ X çàïèñóâàòèìåìî
x 6 y i áóäåìî ãîâîðèòè, ùî �x ìåíøå, àáî ðiâíå çà y�. Ìíîæèíà X iç çàäàíèì íà íié
ïåðåäïîðÿäîêîì (÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì) 6 íàçèâà¹òüñÿ êâàçiâïîðÿäêîâàíîþ (÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíîþ) i ïîçíà÷à¹òüñÿ (X,6).
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ßêùî (X,6) � êâàçiâïîðÿäêîâàíà (÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà) ìíîæèíà, x, y ∈ X i
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ x 6 y àáî y 6 x, òî êàæóòü, ùî åëåìåíòè x òà y ¹ ïîðiâ-
íÿëüíèìè â (X,6), à â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó � íåïîðiâíÿëüíèìè.

Ïåðåäïîðÿäîê (÷àñòêîâèé ïîðÿäîê) 6 íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì, ÿêùî
äîâiëüíi äâà åëåìåíòè â (X,6) ¹ ïîðiâíÿëüíèìè. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà iç
çàäàíèì íà íié ëiíiéíèì ïîðÿäêîì íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíîþ.

Bïðàâà 1.9.15. Íàâåäiòü ïðèêëàäè, ÿêi ðîçðiçíÿþòü êâàçiâïîðÿäêîâàíi, ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíi òà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.

Bïðàâà 1.9.16. Äîâåäiòü, ùî îáåðíåíå âiäíîøåííÿ äî ïåðåäïîðÿäêó, ÷àñòêîâî ïî-
ðÿäêó, ëiíiéíîãî ïåðåäïîðÿäêó òà ëiíiéíîãî ïîðÿäêó ¹, âiäïîâiäíî, ïåðåäïîðÿäêîì,
÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ëiíiéíèì ïåðåäïîðÿäêîì i ëiíiéíèì ïîðÿäêîì.

Íàäàëi, ÿêùî x 6 y ó êâàçiâïîðÿäêîâàíié ìíîæèíè (X,6) òî ïèñàòèìåìî òàêîæ
y > x, i, î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ > ¹ îáåðíåíèì äî 6. Íàäàëi áiíàðíå âiäíîøåííÿ >
áóäåìî íàçèâàòè îáåðíåíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì (îáåðíåíèì êâàçiïîðÿäêîì) íà X
äî 6, àáî æ äóàëüíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì (äóàëüíèì êâàçiïîðÿäêîì) íà X äî 6.

Åëåìåíò x ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,6) íàçèâà¹òüñÿ:

� ìiíiìàëüíèì, ÿêùî ç y 6 x âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = y äëÿ y ∈ X;
� ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî ç x 6 y âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = y äëÿ y ∈ X;
� íàéìåíøèì, ÿêùî x 6 y äëÿ âñiõ y ∈ X;
� íàéáiëüøèì, ÿêùî y 6 x äëÿ âñiõ y ∈ X.

Bïðàâà 1.9.17. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ÿêi ðîçðiçíÿ-
þòü ïîíÿòòÿ ìiíiìàëüíèé òà íàéìåíøèé åëåìåíò (ìàêñèìàëüíèé òà íàéáiëüøèé åëå-
ìåíò).

Bïðàâà 1.9.18. ×è iñíó¹ íåîäíîòî÷êîâà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç ìiíiìàëü-
íèì åëåìåíòîì, ÿêèé ¹ ìàêñèìàëüíèì?

×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ó ÿêié êîæíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìiñòèòü
ìiíiìàëüíèé åëåìåíò íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, à öåé ïîðÿäîê íà íié íàçè-
âà¹òüñÿ ïîâíèì. Î÷åâèäíî, ùî êîæåí ïîâíèé ïîðÿäîê ¹ ëiíiéíèì.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äâi ìíîæèíè A i B ¹ ðiíîïîòóæíèìè, i öå çàïèñóâàòèìåìî
òàê |A| = |B|, ÿêùî iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : A→ B. Ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî �ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A äîðiâíþ¹ ïîòóæíîñòi ìíîæèíè B�. ßêùî
|A| = |N|, òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíèA çëi÷åííà òà çàïèñóâàòèìåìî
öå òàê |A| = ℵ0, à ó âèïàäêó |A| = |[0, 1]|, äå

[0, 1] = {x ∈ R | 0 6 x 6 1} ,

áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A äîðiâíþ¹ êîíòèíóóì òà çàïèñóâàòè-
ìåìî öå òàê |A| = c.

Çàïèñ |A| 6 |B| îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : A→ B. À çàïèñ

|A| < |B|

îçíà÷à¹, ùî
|A| 6 |B| i |A| 6= |B|.
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Bïðàâà 1.9.19 (òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðøòåéíà). ßêùî |A| 6 |B| i |B| 6 |A|, òî

|A| = |B|.

Bïðàâà 1.9.20. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü |A| < |P(A)|.

Íà êëàñi, àíàëîãi÷íî, ÿê i íà ìíîæèíi, ââîäèòüñÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, à
òàêîæ êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi òà ôàêòîð-êëàñ çà öèì âiäíîøåííÿì. Òàêîæ äëÿ êëàñiâ
ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà, ÿêà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 1.9.36 äëÿ ìíîæèí:

Òåîðåìà 1.9.38. Íåõàé X � êëàñ i ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà X. Òîäi âiä-
íîøåííÿ ∼ ðîçáèâà¹ êëàñ X íà íåïîðîæíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòåé, ÿêi àáî ïîïàðíî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî çáiãàþòüñÿ.

Î÷åâèäíî, ùî âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi íà êëàñi âñiõ ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì
åêâiâàëåíòíîñòi, i òîìó íàäàëi êàðäèíàëîì áóäåìî íàçèâàòè êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi çà
âiäíîøåííÿì ðiâíîïîòóæíîñòi íà êëàñi âñiõ ìíîæèí. Òîäi âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà ðàçîì
ç íóëåì, ℵ0 i c ¹ êàðäèíàëàìè.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi çàäà÷i îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi ìíîæèí.

Ïðèêëàä 1.9.39. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ òà ñêií÷åííî¨ ìíîæèí çëi÷åííà
ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0 i |B| < ∞. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅.

Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bk} , äå k ∈ N ∪ {0}.

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}

îçíà÷èìî òàê:
c1 = b1, c2 = b2, . . . ck = bk,
ck+1 = a1, ck+2 = a2, . . . ck+n = an, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.9.40. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæè-
íà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0 i |B| = ℵ0. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî A ∩B = ∅.

Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Ìíîæèíó
C = {c1, c2, . . . , cn, . . .}
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a1

b1

a2

b2

a3

b3

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

an

bn

an+1

bn+1

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

Ðèñ. 1.6: Äî ïðèêëàäó 1.9.40

îçíà÷èìî òàê:
c1 = a1, c3 = a2, . . . c2n−1 = an, . . .
c2 = b1, c4 = b2, . . . c2n = bn, . . . .

Òîäi |A ∪B| = |C| = ℵ0.
Ñõåìàòè÷íî çàïðîïîíîâàíó íóìåðàöiþ îá'¹äíàííÿ A ∪ B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè

çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.6.
Iíøó ñõåìó íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ A ∪ B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî íà

ðèñ. 1.7.

a1

b1

a2

b2

a3

b3

· · · · · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · · · · ·

an

bn

an+1

bn+1

· · · · · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · · · · ·

Ðèñ. 1.7: Äî ïðèêëàäó 1.9.40

Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi ñàìîñòiéíî çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ
A ∪B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.7.

Bïðàâà 1.9.21. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
ìíîæèíà çëi÷åííà.

Ïðèêëàä 1.9.41. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ ìíîæèí
çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |Ai| = ℵ0, äëÿ êîæíîãî i ∈ N. Òîäi íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi
ìîæåìî ââàæàòè, ùî Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ i 6= j.

Ïðèéìåìî

A1 = {a1,1, a1,2, a1,3, . . . , a1,n, . . .} ,
A2 = {a2,1, a2,2, a2,3, . . . , a2,n, . . .} ,
A3 = {a3,1, a3,2, a3,3, . . . , a3,n, . . .} ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
An = {an,1, an,2, an,3, . . . , an,n, . . .} ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5 · · ·

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5 · · ·

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5 · · ·

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 a4,5 · · ·

a5,1 a5,2 a5,3 a5,4 a5,5 · · ·

...
...

...
...

...
. . .

Ðèñ. 1.8: Äî ïðèêëàäó 1.9.41

Çàïðîïîíîâàíó íóìåðàöiþ îá'¹äíàííÿ
⋃
i∈N

Ai íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî íà

ðèñ. 1.8.
Iíøó íóìåðàöiþ îá'¹äíàííÿ

⋃
i∈N

Ai íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.9.

a1,1 a1,2 a1,3 a1,4 a1,5 · · ·

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4 a2,5 · · ·

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4 a3,5 · · ·

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4 a4,5 · · ·

a5,1 a5,2 a5,3 a5,4 a5,5 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ðèñ. 1.9: Äî ïðèêëàäó 1.9.41

Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìè íóìåðàöi¨ îá'¹äíàííÿ
⋃
i∈N

Ai

íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêi çîáðàæåíi íà ðèñ. 1.8 i 1.9.

Bïðàâà 1.9.22. Äîâåäiòü, ùî îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ñêií÷åííèõ ìíîæèí
ìíîæèíà çëi÷åííà.
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Ïðèêëàä 1.9.42. Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê äâîõ çëi÷åííèõ ìíîæèí çëi÷åííà
ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé |A| = ℵ0 i |B| = ℵ0. Ïðèéìåìî

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} ,
B = {b1, b2, . . . , bn, . . .} .

Òîäi
A×B = {(ai, bj) | ai ∈ A, bj ∈ B i, j ∈ N} .

Îäíó ç íóìåðàöié äåêàðòîâîãî äîáóòêó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè çîáðàæåíî
íà ðèñ. 1.10.

(a1,b1) (a1,b2) (a1,b3) (a1,b4) (a1,b5) · · ·

(a2,b1) (a2,b2) (a2,b3) (a2,b4) (a2,b5) · · ·

(a3,b1) (a3,b2) (a3,b3) (a3,b4) (a3,b5) · · ·

(a4,b1) (a4,b2) (a4,b3) (a4,b4) (a4,b5) · · ·

(a5,b1) (a5,b2) (a5,b3) (a5,b4) (a5,b5) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ðèñ. 1.10: Äî ïðèêëàäó 1.9.42

Ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi çàïèñàòè àíàëiòè÷íî ñõåìó íóìåðàöi¨ äåêàðòîâîãî äîáóò-
êó A×B íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, ÿêà çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.10.

Bïðàâà 1.9.23. Äîâåäiòü, ùî äåêàðòîâèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çëi÷åííèõ
ìíîæèí çëi÷åííà ìíîæèíà.

Ïðèêëàä 1.9.43. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü çëi÷åííó íå-
ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó.

Ðîçâ'ÿçîê. Íåõàé A0 � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó a1 ∈ A0.
Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî

A1 = A0 \ {a1} 6= ∅.
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Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó a2 ∈ A1. Îñêiëüêè A0 � íåñêií÷åííà, òî

A2 = A1 \ {a2} = A0 \ {a1, a2} 6= ∅,

i ò.ä. Îòæå, ç íåñêií÷åííîñòi ìíîæèíè A0 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n ìîæíà âèáðàòè òî÷êó

an ∈ An−1 = A0 \ {a1, a2, . . . , an−1}

òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

An = An−1 \ {an} = A0 \ {a1, a2, . . . , an} 6= ∅

Î÷åâèäíî, ùî òàê âèáðàíà ïiäìíîæèíà

C = {a1, a2, . . . , an, . . .}

â A0 ¹ çëi÷åííîþ òà íåñêií÷åííîþ.

Bïðàâà 1.9.24. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè A çíàéäiòü íåñêií-
÷åííó ïiäìíîæèíó B ⊆ A, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;
(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0.

Ïðèêëàä 1.9.44. Íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà òà B � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â
A. Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí � ñêií÷åííà ìíîæèíà,
òî A0 = A \ B � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.9.43 ìíîæèíà
A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .

Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.9.39 ìíîæèíè C i C ∪ B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪ B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f : A \ B → A çà
ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì, çâiäêè âèïëè-
âà¹, ùî |A \B| = |A|.

Bïðàâà 1.9.25. Äëÿ ìíîæèíè A ç |A| = c çíàéäiòü ïiäìíîæèíó B ⊆ A ç |B| = c,
äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

(i) |A \B| = 0;
(ii) |A \B| = n äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

(iii) |A \B| = ℵ0;
(iv) |A \B| = c.
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Ïðèêëàä 1.9.45. Íåõàé A � íåçëi÷åííà ìíîæèíà òà B � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà â A.
Äîâåäiòü, ùî òîäi |A \B| = |A|.

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.9.40 îá'¹äíàííÿ äâîõ çëi÷åííèõ
ìíîæèí � çëi÷åííà ìíîæèíà, òî A0 = A\B � íåçëi÷åííà ìíîæèíà, i çà òâåðäæåííÿì
ïðèêëàäó 1.9.43 ìíîæèíà A0 ìiñòèòü çëi÷åííó íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó

C = {a1, a2, . . . , an, . . .} .

Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.9.40 ìíîæèíè C i C ∪ B � ðiâíîïîòóæíi, à îòæå iñíó¹
ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ fC : C → C ∪ B. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f : A \ B → A çà
ôîðìóëîþ

f(x) =

{
x, ÿêùî x ∈ A \ (C ∪B);
fC(x), ÿêùî x ∈ C.

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ f : A \B → A ¹ ái¹êòèâíèì, çâiäêè âèïëè-
âà¹, ùî |A \B| = |A|.

Bïðàâà 1.9.26. ßêi ç íèæ÷å ïåðåëi÷åíèõ ìíîæèí ¹ ïîïàðíî ðiâíîïîòóæíèìè?

(i) R;
(ii) R \ N;

(iii) R \ Z;
(iv) R \Q;
(v) R \ {5};

(vi) R \ {1, 2, 3, 4, 5};
(vii) R \ (0, 1);

(viii) R \ [0, 1);
(ix) R \ [0, 1];
(x) R \ ([0, 1] ∪ (3, 4));

(xi) R \ ([0, 1] ∪ {3, 4});
(xii) R \

⋃
i∈Z

[2i, 2i+ 1];

(xiii) R \
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1];

(xiv) R \
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1);

(xv)
⋃
i∈Z

[2i, 2i+ 1];

(xvi)
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1];

(xvii)
⋃
i∈Z

(2i, 2i+ 1).

Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

Ïðèêëàä 1.9.46. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d, e < f i
g < h ìíîæèíè

[a, b], [c, d), (e, f ], (g, h)

ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.9.44 äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b
ìíîæèíè

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

ðiâíîïîòóæíi. Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a < b, c < d
âiäðiçêè

[a, b] i [c, d]

ðiâíîïîòóæíi.

ßêùî a− b = c− d, òî âiäîáðàæåííÿ f : [a, b]→ [c, d], îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(x) = x− a+ c

¹ ái¹êöi¹þ ç [a, b] íà [c, d]. Ïðèïóñòèìî, ùî a − b < c − d. Âiäêëàäåìî âiäðiçêè [a, b]
i [c, d] íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äèâ. ðèñ. 1.11). Ïðîâåäåìî ïðÿìó la,c ÷åðåç òî÷êè a
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a b

c d

la,c lb,dl

M

Ðèñ. 1.11: Äî ïðèêëàäó 1.9.46

i c òà ïðÿìó lb,d ÷åðåç òî÷êè b i d, âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè a − b < c − d, òî ïðÿìi la,c
i lb,d ïåðåòíóòüñÿ â äåÿêié òî÷öi, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç M . Òîäi äîâiëüíà ïðÿìà l,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M òà ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê [a, b], ïåðåòèíà¹ [c, d], i íàâïàêè
äîâiëüíà ïðÿìà l, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êóM òà ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê [c, d], ïåðåòèíà¹
[a, b]. Öå âèçíà÷à¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ âiäðiçêàìè [a, b] i [c, d] (äèâ. ðèñ. 1.11).

Ïðèêëàä 1.9.47. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê
[0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà òâåðäæåííÿì ïðèêëàäó 1.9.46 îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà iíòåðâàë
(−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíi. Âiäîáðàæåííÿ f : (−π/2, π/2)→ R, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

f(x) = tg x

ái¹êòèâíå, à îòæå iíòåðâàë (−π/2, π/2) i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R ðiâíîïîòóæíi.
Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi ìíîæèí ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òî
ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] ðiâíîïîòóæíi.

Ïðèêëàä 1.9.48. Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî äåêàðòîâèé êâàäðàò
[0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî êîæíå äiéñíå ÷èñëî
a ∈ [0, 1] ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî äðîáó:

a = 0,a1a2a3a4a5a6a7a8a9a10 · · · anan+1 · · · ,

äå ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Îçíà÷èìî ÷èñëà b, c ∈ [0, 1] çà
ôîðìóëàìè

b = 0,a1a3a5a7a9 · · · a2n−1a2n+1 · · · ,
c = 0,a2a4a6a8a10 · · · a2na2n+2 · · · .
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Îòæå, ìè âèçíà÷èëè âiäîáðàæåííÿ

F : [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1], a 7→ (b, c),

ÿêå, î÷åâèäíî, ¹ ái¹êòèâíèì. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî
äåêàðòîâèé êâàäðàò [0, 1]× [0, 1] � ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè.

Bïðàâà 1.9.27. Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] òà éîãî n-èé äåêàðòîâèé ñòå-
ïiíü

[0, 1]n = [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]︸ ︷︷ ︸
n−ðàçiâ

� ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2.

Bïðàâà 1.9.28. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R òà ¨¨ n-èé äåêàðòîâèé ñòåïiíü

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n−ðàçiâ

� ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíè, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2.

Çàâåðøèìî íàøi âèêëàäêè iëþñòðàöi¹þ ìåòîäó äiàãîíàëiçàöi¨ Êàíòîðà äëÿ äî-
âåäåííÿ íåðiâíîñòi ℵ0 < c.

Ïðèêëàä 1.9.49. Äîâåäiòü, ùî îäèíè÷íèé âiäðiçîê [0, 1] � íåçëi÷åííà ìíîæèíà.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: [0, 1] � çëi÷åííà ìíîæèíà. Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî iñíó¹ íóìåðàöiÿ îäèíè÷íîãî âiäðiçêà

[0, 1] = {a1, a2, a3, . . . , an, . . .} ,

äå

a1 = 0,a1,1a1,2a1,3a1,4 · · · a1,n · · · ,
a2 = 0,a2,1a2,2a2,3a2,4 · · · a2,n · · · ,
a3 = 0,a3,1a3,2a3,3a3,4 · · · a3,n · · · ,
a4 = 0,a4,1a4,2a4,3a4,4 · · · a4,n · · · ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an = 0,an,1an,2an,3an,4 · · · an,n · · · ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

ïðè÷îìó ai,j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i òà j.
Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i âèáåðåìî bi ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} çà ïðà-

âèëîì: bi 6= ai,i äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Ïðèéìåìî

b = 0,b1b2b3b4b5 · · · bn · · · .

Òîäi b ∈ [0, 1] i çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî, ùî b 6= ai äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà i, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî [0, 1] �
íåçëi÷åííà ìíîæèíà.
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1.9.8 Îðäèíàëè. Àêñiîìà âèáîðó. Òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ

Íåõàé (X,6) òà (Y,5) � äâi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè. Âiäîáðàæåííÿ
f : (X,6) → (Y,5) íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí
(X,6) òà (Y,5), ÿêùî f � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ òà a 6 b â (X,6) òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè f(a) 5 f(b) â (Y,5). Ó öüîìó âèïàäêó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèíè
(X,6) òà (Y,5) íàçèâàþòü ïîðÿäêîâî içîìîðôíèìè.

Íåõàé (X,6) òà (Y,5) � äâi içîìîðôíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè. Ïðî òàêi
ìíîæèíè ìè áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âîíè ìàþòü îäèí i òîé æå ïîðÿäêîâèé òèï. Ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè � öå ÷àñòêîâèé âèïàäîê ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, à
òîìó ìîæíà òàêîæ ãîâîðèòè ïðî ¨õ ïîðÿäêîâèé òèï.

Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N çi çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì 6 ¹ íàéïðîñòiøèì
ïðèêëàäîì íåñêií÷åííî¨ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè. �¨ ïîðÿäêîâèé òèï ïîçíà÷à-
þòü ÷åðåç ω. Î÷åâèäíî, ùî ïîðÿäêîâèé òèï ω ìàþòü òàêîæ òàêi ïiäìíîæèíè â R çi
çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì 6:

� ìíîæèíà âñiõ íåïàðíèé íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 2N + 1 = {2n+ 1 | n ∈ N};
� ìíîæèíà âñiõ ïàðíèé íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 2N = {2n | n ∈ N};
� êîæíà ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë {xn}:

x1 < x2 < · · · < xn < · · · .

Î÷åâèäíî, ÿêùî äâi ìíîæèíè ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäêîâèé òèï, òî âîíè ðiâíîïî-
òóæíi. Îäíàê îáåðíåíå òâåðäæåííÿ õèáíå. Òàê, çîêðåìà ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ, öi-
ëèõ i ðàöiîíàëüíèõ çi çâè÷àéíèì âiäíîøåííÿì 6 ÷èñåë ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü,
à ñàìå âîíè çëi÷åííi, òîáòî |N| = |Z| = |Q| = ℵ0, àëå âîíè íå ¹ ïîïàðíî ïîðÿäêîâî
içîìîðôíèìè, à îòæå ¨õíi ïîðÿäêîâi òèïè ïîïàðíî ðiçíi.

Ëèøå ïîðÿäêîâèé òèï ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X âèçíà÷à¹òüñÿ
÷èñëîì |X| = n éîãî åëåìåíòiâ i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêîæ ÷åðåç n.

Íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iñíóþòü iíøi ïîðÿäêîâi òèïè, âiäìiííi âiä ω. Òà-
êèì ¹, çîêðåìà, ïîðÿäêîâèé òèï ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç òàêèì ëiíiéíèì ïî-
ðÿäêîì:

1<4<7< · · ·<3n+ 1< · · ·<2<5<8< · · ·<3n+ 2< · · ·<3<6<9< · · ·<3n+ 3< · · · .

Ïîðÿäêîâèé òèï òàêî¨ ìíîæèíè ω3 = ω + ω + ω.

Bïðàâà 1.9.29. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ òèïiâ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîòóæíîñòi
ℵ0 ¹ íåçëi÷åííîþ.

Íàãàäà¹ìî ç îñòàííüîãî ïiäðîçäiëó îçíà÷åííÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè:
öå òàêà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, ùî êîæíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìà¹
íàéìåíøèé åëåìåíò. Ñåðåä íåñêií÷åííèõ ìíîæèí íàòóðàëüíi ÷èñëà çi çâè÷àéíèì ïî-
ðÿäêîì ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ. Òàêîæ íà êîæíié ñêií÷åííié ìíîæèíi
ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé ïîðÿäîê.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà âiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì6 ¹ ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíîþ, àëå íå ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, à ¨¨ ïîðÿäêîâèé òèï çàïèñóþòü ω∗.

Î÷åâèäíî, òàêîæ, ùî äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè ¹ òàêîæ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ.
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Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è íà êîæíié ìíîæèíi ìîæíà âèçíà÷èòè ïîâíèé ïîðÿäîê?
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, óìîâà, ùî êîæíó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè åêâiâàëåíòíà
àêñiîìi âèáîðó, i öå äîâiâ Öåðìåëî íà ïî÷àòêó ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Àêñiîìó âèáîðó
÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ àêñiîìîþ Öåðìåëî, îñêiëüêè ñàìå âií ¨¨ ââiâ.

Àêñiîìà âèáîðó. Íåõàé M = {Mi | i ∈ J} � ìíîæèíà äèç'þíêòíèõ íåïîðîæíiõ
ìíîæèí. Òîäi iñíó¹ ìíîæèíàM , êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ mi ¹ åëåìåíòîì äåÿêî¨ ìíîæèíè
Mi i M ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ Mi ïî îäíîìó åëåìåíòó mi.

Ïîðÿäêîâèé òèï öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè íàçèâà¹òüñÿ îðäèíàëîì àáî îð-
äèíàëüíèì ÷èñëîì. Îðäèíàëè ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ îäíå ç ðîçøèðåíü íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, ÿêå âiäðiçíÿ¹òüñÿ ÿê âiä öiëèõ, òàê i âiä êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë. ßê é iíøi ðiçíî-
ìàíiòíîñòi ÷èñåë, ¨õ ìîæíà äîäàâàòè, ìíîæèòè òà ïiäíîñèòè äî ñòåïåíÿ. Ïîðÿäêîâi
òèïè íåñêií÷åííèõ öiëêîì âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí íàçèâàþòüñÿ òðàíñôiíiòàìè (ëàò.
trans � çà, ÷åðåç + �nitio � êðàé, ìåæà) àáî òðàíñôiíiòíèìè ÷èñëàìè. Îðäèíàëè
âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó äîâåäåííi áàãàòüîõ òåîðåì òåîði¨ ìíîæèí � çîêðåìà, çàâ-
äÿêè ïîâ'ÿçàíîìó ç íèìè ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨.

Ïîðÿäêîâi ÷èñëà áóëè ââåäåíi Ãåîðãîì Êàíòîðîì (Georg Cantor) ó 1883 ð. â [4]
ÿê ñïîñiá îïèñàííÿ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à òàêîæ êëàñèôiêàöi¨ ìíîæèí, íà
ÿêèõ âèçíà÷åíà âïîðÿäêîâàíà ñòðóêòóðà. Âií âèïàäêîâî âiäêðèâ âïîðÿäêîâàíi ÷èñëà,
ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó, ÿêà ñòîñóâàëàñÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ.

Ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi (òà êàðäèíàëüíi) ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ÷èñëà íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäó: 0, 1, 2, . . ., îñêiëüêè äâà äîâiëüíi ïîâíi óïîðÿäêóâàííÿ ñêií÷åííî¨ ìíî-
æèíè içîìîðôíi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó. Íàéìåíøå íåñêií÷åííî âåëèêå ïîðÿäêîâå
÷èñëî ω îòîòîæíþ¹òüñÿ ç êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì ℵ0. Îäíàê ó âèïàäêó òðàíñôiíiòíèõ
÷èñåë, áiëüøèõ çà ω, îðäèíàëè, ïîðiâíþþ÷è ç êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè, äàþòü ìî-
æëèâiñòü ïîêàçàòè áiëüø òîíêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèí, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíôîðìàöi¨
ïðî ¨õ óïîðÿäêîâàíîñòi. Ó òîé æå ÷àñ ÿê âñi çëi÷åííi ìíîæèíè îïèñóþòüñÿ îäíèì
êàðäèíàëüíèì ÷èñëîì, ùî äîðiâíþ¹ ℵ0, ïîòóæíiñòü çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ íåñêií÷åííà
òà ¹ íåçëi÷åííà:

ω, ω + 1, ω + 2, . . . , ω · 2, ω · 2 + 1, . . . , ω2, . . . , ω3, . . . , ωω, . . . , ωω
ω

, . . . , ε0, . . .

Ó äàíîìó âèïàäêó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë íå ¹
êîìóòàòèâíèìè: òàê, çîêðåìà 1 + ω = ω 6= ω + 1; àíàëîãi÷íî 2 · ω = ω 6= ω · 2. Ìíî-
æèíà âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ óòâîðþ¹ ïåðøå íåçëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ω1, ÿêå
âiäïîâiäà¹ êàðäèíàëüíîìó ÷èñëó ℵ1 (íàñòóïíå êàðäèíàëüíå ÷èñëî ïiñëÿ ℵ0. Öiëêîì
âïîðÿäêîâàíi êàðäèíàëüíi ÷èñëà îòîòîæíþþòüñÿ ç ¨õ ïî÷àòêîâèìè îðäèíàëàìè, òîá-
òî ìiíiìàëüíèìè îðäèíàëàìè âiäïîâiäíî¨ ïîòóæíîñòi. Ïîòóæíiñòü ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà
âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè ïîðÿäêîâèõ i êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë çà òèïîì �áà-
ãàòî äî îäíîãî�.

Çàçâè÷àé äîâiëüíèé îðäèíàë α âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïîðÿäêîâèé òèï ìíîæèíè îðäè-
íàëiâ, ñòðîãî ìåíøèõ çà α. Öÿ âëàñòèâiñòü äîçâîëÿ¹ ïðåäñòàâèòè äîâiëüíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî ó âèãëÿäi ìíîæèíè îðäèíàëiâ, ñòðîãî ìåíøèõ çà íüîãî ñàìîãî. Óñi ïîðÿäêîâi
÷èñëà ìîæíà ðîçáèòè íà òðè êàòåãîði¨: íóëü, íàñòóïíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî òà ãðàíè÷íå
ïîðÿäêîâå ÷èñëî. Äëÿ çàäàíîãî êëàñó ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ìîæíà âêàçàòè éîãî α-é åëå-
ìåíò � iíàêøå êàæó÷è, åëåìåíòè êëàñó ìîæíà ïðîiíäåêñóâàòè (ïîðàõóâàòè). Òàêèé
êëàñ áóäå çàìêíåíèì è íåîáìåæåíèì çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ iíäåêñóâàííÿ íåïåðåðâíà
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òà íiêîëè íå çóïèíÿ¹òüñÿ. Íîðìàëüíà ôîðìà Êàíòîðà òðàíñôiíiòíîãî ÷èñëà äîçâî-
ëÿ¹ ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàæàòè äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî ó âèãëÿäi ñêií÷åííî¨ ñóìè
ïîðÿäêîâèõ ñòåïåíiâ îðäèíàëà ω. Îäíàê, òàêà ôîðìà íå ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â
ÿêîñòi îñíîâè äëÿ óíiâåðñàëüíî¨ ñèñòåìè ïîçíà÷åííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ÷åðåç íàÿâíî-
ñòi â íié àâòîðåôåðåíòíèõ çîáðàæåíü: íàïðèêëàä, ε0 = ωε0 . Ìîæíà âèçíà÷èòè áiëüø
âåëèêi ïîðÿäêîâi ÷èñëà, îäíàê ïî ìiði ¨õ ðîñòó ¨õí¹ îïèñàííÿ óñêëàäíþ¹òüñÿ.

Ïîðÿäêîâi ÷èñëà ÿê ðîçøèðåííÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

Íàòóðàëüíi ÷èñëà (äî ÿêèõ ó äàíîìó âèïàäêó âiäíîñèòüñÿ i ÷èñëî 0) ìàþòü äâà
îñíîâíèõ çàñòîñóâàííÿ: îïèñàííÿ ïîòóæíîñòi äåÿêî¨ ìíîæèíè òà îïèñàííÿ ïîçèöi¨
åëåìåíòà â çàäàíié ïîñëiäîâíîñòi. Ó âèïàäêó ñêií÷åííèõ ìíîæèí öi ïîíÿòòÿ çáiãàþ-
òüñÿ; õ òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ ¹äèíèé ñïîñiá ðîçêëàñòè åëåìåíòè ñêií÷åííî¨
ìíîæèíè ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi. Ó âèïàäêó íåñêií÷åííèõ ìíîæèí íåîáõiäíî ðîç-
ðiçíÿòè ïîíÿòòÿ ðîçìiðó òà ïîâ'ÿçàíi ç íèì êàðäèíàëüíi ÷èñëà òà ïîíÿòòÿ ïîçèöi¨,
óçàãàëüíåííÿì ÿêîãî ¹ ïîðÿäêîâi ÷èñëà. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òåì, ùî íåñêií÷åííà ìíî-
æèíà, ìàþ÷è ôiêñîâàíó ïîòóæíiñòü, ìîæå áóòè öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ áiëüø íiæ
îäíèì íåiçîìîðôíèì ñïîñîáîì.

Õî÷à ïîíÿòòÿ êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà, ïîâ'ÿçàíîãî ç ìíîæèíîþ, íå ïîòðåáó¹ âè-
çíà÷åííÿ íà íié ÿêî¨-íåáóäü ñòðóêòóðè, îðäèíàëè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç îñîáëèâîþ ði-
çíîìà¨òíiñòþ ìíîæèí, ÿêi íàçèâàþòüñÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíèìè (ïî ñóòi öi ïîíÿòòÿ
íàñòiëüêè áëèçüêi, ùî äåÿêi ìàòåìàòèêè íå ðîçðiçíÿþòü ¨õ). Öåé òåðìií ïîçíà÷à¹ ëi-
íiéíî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó, â ÿêié íåìà¹ íåñêií÷åííî ñïàäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (õîÿà
ìîæóòü iñíóâàòè íåñêií÷åííî çðîñòàþ÷i), àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, ìíîæèíó, â ÿêié äî-
âiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìiñòèòü íàéìåíøèé åëåìåíò. Ïîðÿäêîâi ÷èñëà ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ÿê äëÿ ïîçíà÷åííÿ åëåìåíòiâ äîâiëüíî¨ çàäàíî¨ öiëêîì âïîðÿäêî-
âàíî¨ ìíîæèíè: íàéìåíøèé åëåìåíò îòðèìó¹ ìiòêó 0, íàñòóïíèé çà íèì � ìiòêó 1,
íàñòóïíèé � 2, i ò.ä., òàê i äëÿ îá÷èñëåííÿ �âåëè÷èíè� âñi¹¨ ìíîæèíè øëÿõîì âè-
çíà÷åííÿ íàéìåíøîãî îðäèíàëà, ÿêèé íå ¹ ìiòêîþ ÿêîãî-íåáóäü åëåìåíòà ìíîæèíè.
Òàêà �âåëè÷èíà� íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîâèì òèïîì ìíîæèíè.

Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî âèçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïîïåðåäíiõ îðäèíàëiâ: ôàêòè-
÷íî íàéáiëüø ïîøèðåíå îçíà÷åííÿ ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà îòîòîæíþ¹ éîãî ç ìíîæèíîþ
ïîïåðåäíiõ îðäèíàëiâ. Òàê çîêðåìà, îðäèíàë 142 ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîðÿäêîâèé òèï
ìíîæèíè ïîïåðåäíiõ îðäèíàëiâ, òîáòî îðäèíàëiâ âiä 0 (íàéìåíøèé îðäèíàë) äî 141
(áåçïîñåðåäíié ïîïåðåäíèê 142), i çàçâè÷àé îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ

{0, 1, 2, . . . , 141}.

Âèêîíó¹òüñÿ é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: äîâiëüíà çàìêíåíà âíèç ìíîæèíà (òîáòî òàêà
ìíîæèíà S, ùî ìiñòèòü åëåìåíò a, òî i ìiñòèòü óñi åëåìåíòè b 6 a): îðäèíàëiâ S �
òîáòî ¹ òàêîþ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ëþáîãî îðäèíàëà α ∈ S i äîâiëüíî îðäèíàëà β < α
îðäèíàë β òàêîæ ¹ åëåìåíòîì îðäèíàëà S � ñàì ¹ îðäèíàëîì, îñêiëüêè éîãî ìîæíà
îòîòîæíèòè ç òàêèì.

Äî öüîãî ìè çãàäóâàëè ëèøå ñêií÷åííi îðäèíàëè, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç íàòóðàëüíè-
ìè ÷èñëàìè. Ïîðó÷ ç íèìè iñíóþòü òàêîæ íåñêií÷åííi îðäèíàëè: íàéìåíøèì ñåðåä
ÿêèõ ¹ ïîðÿäêîâèé òèï íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (òîáòî ñêií÷åííèõ îðäèíàëiâ) ω, ÿêèé
íàâiòü ìîæíà îòîòîæíèòè ç ñàìîþ ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ñïðàâäi, ìíîæè-
íà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çàìêíåíà âíèç i, ÿê äîâiëüíà ïiäìíîæèíà îðäèíàëiâ ¹ öiëêîì
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âïîðÿäêîâàíîþ, à îòæå ¨¨ ìîæíà îòîòîæíèòè ç âiäïîâiäíèì ïîðÿäêîâèì ÷èñëî, ùî
íàñïðàâäi âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ îðäèíàëà ω.

Ìîæëèâî áiëüø iíòó¨òèâíó óÿâó ïðî ïîðÿäêîâi ÷èñëà ìîæíà îòðèìàòè, ðîçãëÿ-
íóâøè äåêiëüêà ¨õíiõ ïåðøèõ ïðåäñòàâíèêiâ: ÿê çãàäóâàëîñÿ âèùå êëàñ îðäèíàëiâ
ïî÷èíà¹òüñÿ ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . .3 Ïiñëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
ðîçòàøîâàíèé ïåðøèé íåñêií÷åííèé îðäèíàë ω, çà ÿêèì ñëiäóþòü ω+ 1, ω+ 2, ω+ 2,
i ò.ä. Ïiñëÿ âñiõ òàêèõ ÷èñåë éäå ω · 2 (òîáòî ω + ω), ω · 2 + 1, ω · 2 + 2, i ò.ä., ïîòiì
ω · 3, à ïiñëÿ íüîãî � ω · 4. Äàëi, ñëiäó¹ ìíîæèíà îðäèíàëiâ, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi ω ·m+n, äå m i n � íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêîæ ìà¹ ìàòè âiäïîâiäíå ïîðÿäêîâå
÷èñëî: òàêèì ÷èñëîì áóäå ω2. Çà íèì iäóòü ω3, ω4, . . ., ωω, ïîòiì ωω

2
, ωω

3
, ωω

4
i �

íàáàãàòî ïiçíiøå ε0 = ωω
ωω··

·

. Öåé ïðîöåñ ìîæíà ïðîäîâæóâàòè íåîáìåæåíî. Âèñëîâ-
ëåííÿ �íåîáìåæåíîñòi� � öå i ¹ ñèëüíà âëàñòèâiñòü ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë: âëàñíî êàæó÷è,
êîëè ìè, ïåðåëi÷ó¹ìî ïîðÿäêîâi ÷èñëà, âèêîðèñòîâó¹ìî âèðà¹ �i ò.ä.�, ìè öèì ñàìèì
âèçíà÷à¹ìî ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi ñëiäóþòü çà íèì. Íàéìåíøèé íåçëi÷åííèé îðäèíàë
¹ ìíîæèíîþ âñiõ çëi÷åííèõ îðäèíàëiâ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ω1.

Öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè

Êîæíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ìiñòèòü íàéìåí-
øèé åëåìåíò. Çà âèêîíàííÿ àêñiîìè âèáîðó öå òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî
ìíîæèíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà i íå ìiñòèòü íåñêií÷åííî ñïàäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé �
îñòàíí¹ ôîðìóëþâàííÿ íàáàãàòî ïðîñòiøå ìîæíà ïðåäñòàâèòè âiçóàëüíî. Íà ïðàêòè-
öi âàæëèâiñòü ïîíÿòòÿ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîñòi ïîÿñíþ¹òüñÿ ìîæëèâiñòþ çàñòîñóâà-
ííÿ òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨, îñíîâíà iäåÿ ÿêî¨ çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî äîâiëüíà âëàñòè-
âiñòü, ÿêà ïåðåõîäèòü âiä ïîïåðåäíèêiâ åëåìåíòà äî íüîãî ñàìîãî, ïîâèííà âèêîíóâà-
òèñÿ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi âõîäÿòü ó çàäàíó öiëêîì âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó. ßêùî
îá÷èñëþâàëüíèé ñòàí (êîìï'þòåðíî¨ ïðîãðàìè ÷è ãðè) ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè
òàê, ùî êîæíèé íàñòóïíèé êðîê áóäå �ìåíøå� ïîïåðåäíüîãî, òî ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ
ãàðàíòîâàíî çàâåðøèòüñÿ.

Äàëi, ìè íå õî÷åìî ðîçðiçíÿòè äâi öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè, ÿêùî âîíè ðîç-
ðiçíÿþòüñÿ ëèøå �ìàðêóâàííÿì ñâî¨õ åëåìåíòiâ�, àáî, êàæó÷è áiëüø ôîðìàëüíîþ
ìîâîþ, ÿêùî åëåìåíòè ïåðøî¨ ìíîæèíà ìîæíà òàê ñïiââiäíåñòè ç åëåìåíòàìè äðó-
ãî¨ ìíîæèíè, ùî â äîâiëüíî âçÿòié ïàði åëåìåíòiâ îäíî¨ ìíîæèíè ïåðøèé ìåíøå
äðóãîãî òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òå æ ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ìiæ ¨õíiìè âiäïî-
âiäíèìè ïàðòíåðàìè ç äðóãî¨ ìíîæèíè. Òàêà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü íà-
çèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, ùî çáåðiãà¹ ïîðÿäîê àáî ïîðÿäêîâèì içîìîðôiçìîì, à äâi
öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, àáî æ ïîäiáíèìè. Òàêà
ïîäiáíiñòü, î÷åâèäíî, ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi. ßêùî äâi öiëêîì âïîðÿäêîâàíi
ìíîæèíè ïîðÿäêîâî içîìîðôíi, òî âiäïîâiäíèé içîìîðôiçì ¹äèíèé: öÿ îáñòàâèíà äî-
çâîëÿ¹ ñïðèéìàòè ïîäiáíi öiëêîì âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ÿê ïðàêòè÷íî iäåíòè÷íi òà
ñëóæèòü îñíîâîþ äëÿ ïîøóêó �êàíîíi÷íîãî� çîáðàæåííÿ òèïiâ içîìîðôiçìó (êëàñiâ).
Ïîðÿäêîâi ÷èñëà íå ëèøå ãðàþòü ðîëü òàêîãî çîáðàæåííÿ, àëå êðiì òîãî äàþòü íàì
êàíîíi÷íå ìàðêóâàííÿ åëåìåíòiâ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè.

Iíàêøå êàæó÷è, ìè õî÷åìî ââåñòè ïîíÿòòÿ îðäèíàëà ÿê êëàñó içîìîðôiçìiâ öië-
êîì âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, òîáòî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi, îñíîâàíîãî íà âiäíîøåííi

3Ìè ââàæà¹ìî, ùî íóëü 0 ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì.
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�içîìîðôíîñòi çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó�. Ïðè òàêîìó ïiäõîäi, îäíàê, iñíó¹ îäíà òå-
õíi÷íà ñêëàäíiñòü: âèçíà÷åíèé òàê êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi âèÿâëÿ¹òüñÿ äóæå âåëèêèì,
ùîá ïiäõîäèòè ïiä îçíà÷åííÿ ìíîæèíè ç òî÷êè çîðó ñòàíäàðòíî¨ ôîðìàëiçàöi¨ òåîði¨
ìíîæèí àêñiîìàòèêè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ. Îäíàê, öÿ ñêëàäíiñòü íå ñòâîðþ¹ ñåðéî-
çíèõ ïðîáëåì. Îðäèíàëîì ìè áóäåìî íàçèâàòè ïîðÿäêîâèé òèï äîâiëüíî¨ ìíîæèíè â
òàêîìó êëàñi.

Îçíà÷åííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ÿê êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

Ó ïî÷àòêîâîìó îçíà÷åííi ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà, ïiä ïîðÿäêîâèì òèïîì äåÿêîãî ïîâ-
íîãî âïîðÿäêóâàííÿ ìà¹òüñÿ íà óâàçi ìíîæèíà âñiõ ïîâíèõ âïîðÿäêóâàíü, ïîäiáíèõ
éîìó (içîìîðôíèõ çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó): iíàêøå êàæó÷è, ïîðÿäêîâå ÷èñëî íà-
ñïðàâäi ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè. Ó
ZFC-òåîði¨ òà ïîâ'ÿçàíèõ ñ íåþ àêñiîìàòè÷íèõ ñèñòåì òåîði¨ ìíîæèí òàêå îçíà÷åííÿ
íåïðèéíÿòíî, îñêiëüêè âiäïîâiäíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi äîñòàòíüî âåëèêi, ùîá ¨õ ìî-
æíà áóëî ââàæàòè ìíîæèíàìè. Îäíàê, öå îçíà÷åííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè â òåîði¨
òèïiâ i àêñiîìàòè÷íié òåîði¨ ìíîæèí Êóàéíà, à òàêîæ iíøèõ ïîäiâíèõ ñèñòåìàõ.

Îçíà÷åííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë çà ôîí Íîéìàíîì

Çàìiñòü òîãî, ùîá îçíà÷èòè îðäèíàë ÿê êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi öiëêîì âïîðÿäêîâà-
íèõ ìíîæèí, ìè îòîòîæíþ¹ìî éîãî ç êîíêðåòíîþ ìíîæèíîþ, ÿêà ñëóæèòü êàíîíi÷-
íèì çîáðàæåííÿì öüîãî êëàñó. Îòîæ, îðäèíàë áóäå çîáðàæàòè ñîáîþ äåÿêó öiëêîì
âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó, à êîæíà öiëêîì âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà áóäå ïîðÿäêîâî ïî-
äiáíîþ ðiâíî îäíîìó ïîðÿäêîâîìó ÷èñëó.

Ñòàíäàðòíó îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíå ôîí Íîéìàíîì (John von Neumann) ó [5],
âèãëÿäà¹ òàê: êîæåí îðäèíàë ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
óñiõ îðäèíàëiâ, ìåíøèõ çà íüîãî. Ó ñèìâîëi÷íîìó çàïèñi: λ = [0, λ). Âèñëîâëþþ÷èñü
áiëüø ôîðìàëüíîþ ìîâîþ,

Ìíîæèíà S ¹ îðäèíàëîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ñòðîãî öiëêîì âïîðÿäêîâàíà
âiäíîøåííÿì ∈ i êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè S îäíî÷àñíî ¹ éîãî ïiäìíîæèíîþ.

Çàóâàæèìî, øî ó âiäïîâiäíîñòi ç öèì îçíà÷åííÿì íàòóðàëüíi ÷èñëà ¹ îðäèíàëàìè.
Òàê, çîêðåìà 2 íàëåæèòü ìíîæèíi 4 = {0, 1, 2, 3} i â òîé æå ÷àñ äîðiâíþ¹ {0, 1}, òîáòî
¹ ïiäìíîæèíîþ â {0, 1, 2, 3}.

Çà äîïîìîãîþ òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè, ùîî äîâiëüíà öiëêîì âïî-
ðÿäêîâàíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâî ïîäiáíà ëèøå îäíîìó îðäèíàëó � iíøèìè ñëîâàìè,
ìiæ íèìè ìîæíà ñòàíîâèòè ái¹êòèâíó âiäïîâiäíiñòü, ùî çáåðiãà¹ ïîðÿäîê.

Áiëüøå òîãî, åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà ñàìi ¹ îðäèíàëàìè. ßêùî S i T �
äîâiëüíi îðäèíàëè, òî S íàëåæèòü T òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ¹ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ
â T . Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ S i T âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíî ç ñïiââiäíîøåíü:
àáî S ∈ T , àáî T ∈ S, àáî S = T . Îòîæ, äîâiëüíà ìíîæèíà îðäèíàëiâ ¹ ëiíiéíî
âïîðÿäêîâàíîþ i, êðiì òîãî, ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ. Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ óçàãàëüíåííÿì
öiëêîì âïîðÿäêîâàíîñòi ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíòè äîâiëüíîãî îðäèíàëà S â òî÷íîñòi çáiãà-
þòüñÿ ç îðäèíàëàìè, ñòðîãî ìåíøèìè çà S. Êîæíà ìíîæèíà îðäèíàëiâ, íàïðèêëàä,
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ìiñòèòü ñóïðåìóì, ÿêèé ¹ îðäèíàëîì, ùî äîðiâíþ¹ îá'¹äíàííþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷è-
ñåë, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â öié ìíîæèíi. Ç àêñiîìè îá'¹äíàííÿ àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí òàêèé
îðäèíàë iñíó¹ çàâæäè, íåçàëåæíî âiä ïîòóæíîñòi ïî÷àòêîâî¨ ìíîæèíè.

Êëàñ óñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë íå ¹ ìíîæèíîþ. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìîæíà áóëî
á äîâåñòè, ùîî òàêà ìíîæèíà ñàìà ¹ ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì, à, îòæå, ¹ ñâî¨ì âëàñíèì
åëåìåíòîì, ùî ñóïåðå÷èòü ñòðîãié ∈-âïîðÿäêîâàíîñòi. Öå òâåðäæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ
ïàðàäîêñîì Áóðàëi-Ôîðòi . Êëàñ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ ðiçíèìè ñïîñîáàìè:
Ord, ON, àáî ∞.

Ïîðÿäêîâå ÷èñëî ñêií÷åííå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî öiëêîì âïîðÿäêîâàíå íå
ëèøå çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì, àëå é îáåðíåíèìè (äóàëüíèì) ïîðÿäêîì � öÿ óìîâà âè-
êîíó¹òüñÿ â òîìó i ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè êîæíà ç éîãî ïiäìíîæèí ìiñòèòü
íàéáiëüøèé åëåìåíò.

Îðäèíàë α íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì, ÿêùî íå iñíó¹ îðäèíàëà β òàêîãî, ùî α = β+1.
Ãðàíè÷íèìè îðäèíàëàìè ¹ ω, ω2, ω3, ω4, ωω, ωω

2
, ωω

3
.

Òðàíñôiíiòíà ïîñëiäîâíiñòü

ßêùî α � ãðàíè÷íèé òà X � äåÿêà ìíîæèíà, òî α-iíäåêñîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ
åëåìåíòiâ ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ ç α â X. Ââåäåíå òàê îçíà÷åííÿ
òðàíñôiíiòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi àáî ïîñëiäîâíîñòi, iíäåêñîâàíî¨ îðäèíàëàìè, ¹ óçàãàëü-
íåííÿì ïîíÿòòÿ ïîñëiäîâíîñòi. Çâè÷àéíó ïîñëiäîâíiñòü îòðèìó¹ìî ó âèïàäêó α = ω.

Âëàñòèâîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë (îðäèíàëiâ)

� ßêùî α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî, òî êîæíèé åëåìåíò â α � ïîðÿäêîâå ÷èñëî.
� Äëÿ äîâiëüíèõ îðäèíàëiâ α, β âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíå ç òàêèõ ñïiââiäíîøåíü:
α ∈ β, α = β, β ∈ α

� Äîâiëüíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë öiëêîì âïîðÿäêîâàíà ∈ (çîêðåìà, äîâiëüíå
ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà, öiëêîì âïîðÿäêîâàíî âiäíî-
øåííÿì ∈, ïðè öüîìó

⋂
x � íàéìåíøèé åëåìåíò ìíîæèíè x,

⋃
x � ïîðÿäêîâå

÷èñëî, áiëüøå àáî ðiâíå äîâiëüíîìó ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè x. Âèðàçè (âèñëîâëåí-
íÿ) α < β i α ∈ β äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë åêâiâàëåíòíi.

� Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ¹äèíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî,
içîìîðôíå x (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë iñíó¹ ¹äèíå
ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ïîðÿäêîâî içîìîðôíå öié ìíîæèíi).

� Äîâiëüíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë,
ìåíøèõ, çà α.

� Ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ¹ ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì.
� Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ � íàéìåíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî (à îòæå, ∅ ¹ åëåìåíòîì
äîâiëüíîãî iíøîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà).

� Ïîðÿäêîâå ÷èñëî α íàçèâà¹òüñÿ íåãðàíè÷íèì, ÿêùî àáî âîíî äîðiâíþ¹ ∅, àáî
iñíó¹ áåçïîñåðåäíié éîìó ïîïåðåäíèê β < α, àëå ìiæ íèìè íå ìîæíà âñòàâèòè
iíøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî β < γ < α. Â îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî α �
ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ÿêå ñëiäó¹ çà β, i çàïèñóþòü öå òàê: α = β u 1 (iíêîëè ïðîñòî
α = β + 1, ùî âèÿâëÿ¹òüñÿ óçãîäæåíèì ç ïîçíà÷åííÿì äëÿ ñóìè ïîðÿäêîâèõ
÷èñåë).
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� Ïîðÿäêîâi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ íåãðàíè÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ ãðàíè÷íèìè ïîðÿäêîâèìè
÷èñëàìè (iíêîëè ∅ òàêîæ âiäíîñÿòü äî ãðàíè÷íèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë).

� αu 1 = α ∪ {α}.
� Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë içîìîðôíà ìíîæèíi íåâiä'¹ìíèõ
öiëèõ ÷èñåë, è äëÿ íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi æ ïîçíà÷åííÿ, ÿê i äëÿ öiëèõ
÷èñåë. Ïðè öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ äëÿ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïåðåõîäÿòü ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë. Íàâåäåìî
äåêiëüêà ïåðøèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë:

0 = ∅;

1 = {0} = 0 ∪ {0} = {∅};
2 = {0, 1} = 1 ∪ {1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = 2 ∪ {2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};
4 = {0, 1, 2, 3} = 3 ∪ {3} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅, {∅}}}};
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

� Ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ ω. Âîíà ¹ íàéìåíøèì
ãðàíè÷íèì ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì i íàéìåíøèì íåñêií÷åííèì (à ñàìå çëi÷åííèì)
ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì. Íàñòóïíèì çà íèì ïîðÿäêîâèì ÷èñëîì ¹ ω u 1 = ω ∪ {ω}.

� Óìîâó ñêií÷åííîñòi ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà α ìîæíà çàïèñàòè ÿê α < ω àáî, ùî öå
æ ñàìå, α ∈ ω.

� Iñíó¹ íåñêií÷åííà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë, îäíàê íå iñíó¹ ìíîæèíè âñiõ
ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë. Iíøèìè ñëîâàìè, ñóêóïíiñòü óñiõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ¹ âëàñíå
êëàñîì.

� Êîæíà ìíîæèíà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë A îáìåæåíà çâåðõó òà ìàæ òî÷íó âåðõíþ
ãðàíü, ÿêà ïîçíà÷à¹òüñÿ supA. Ïðè öüîìó A ⊆ supA.

� ßêùî α � ãðàíè÷íå ïîðÿäêîâå ÷èñëî àáî ∅, òî supα = α, iíøèìè ñëîâàìè
supα < α.

� Òî÷íà âåðõíÿ ãðàíü çëi÷åííî¨ ìíîæèíè çëi÷åííèõ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë çëi÷åííà.
� Êîæíå ïîðÿäêîâå ÷èñëî α ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ â íîðìàëüíié ôîðìå Êàíòîðà

ωβ1c1 + ωβ2c2 + · · ·+ ωβkck,

äå k ∈ N, c1, c2, . . . , ck ∈ N, i β1 > β2 > . . . > βk ≥ 0 � ïîðÿäêîâi ÷èñëà. Ôîðìà
äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè ðîçêëàäè ñõîæi íà òàêèé

ω

(
ω(ω7·16+ω+412)·122729+ω9+818

)
· 3 + ω(ωω) · 51 + 61235537.

Âèçíà÷åííÿ îïåðàöié íà ïîðÿäêîâèõ ÷èñëàõ

� Ñóìà ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ðåêóðñèâíî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

α + 0 = α;

α + (β u 1) = (α + β)u 1;

α + γ = sup{α + β | β < γ},

äå òðåò¹ ïðàâèëî çàñòîñîâó¹òüñÿ ö âèïàäêó, êîëè γ ¹ ãðàíè÷íèì ïîðÿäêîâèì
÷èñëîì.
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� Äîáóòîê ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ðåêóðñèâíî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê (ó òèõ ñàìèõ ïîçíà÷å-
ííÿõ):

α · 0 = 0;

α · (β u 1) = α · β + α;

α · γ = sup{α · β | β < γ}.

� Âèêîðèñòîâóþ÷è òi æ ïîçíà÷åííÿ, âèçíà÷èìî îïåðàöiþ ïiäíåñåííÿ â ñòåïiíü:

α0 = 1;

αβu1 = αβ · α;

αγ = sup{αβ | β < γ}.

Âëàñòèâîñòi îïåðàöié íà ïîðÿäêîâèõ ÷èñëàõ

� Äîäàâàííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë � íåêîìóòàòèâíà îïåðàöiÿ; çîêðåìà,

1 + ω = ω 6= ω + 1.

� Äîäàâàííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë � àñîöiàòèâíà îïåðàöiÿ: α+ (β+ γ) = (α+β) + γ,
à öå äîçâîëÿ¹ çàïèñóâàòè ñóìó äåêiëüêîõ äîäàíêiâ áåç äóæîê.

� Ñóìà çðîñòà¹ ïðè çðîñòàííi ïðàâîãî äîäàíêà i íå ñïàäà¹ ïðè çðîñòàííi ëiâîãî
äîäàíêà: ç β1 > β2 âèïëèâà¹ α + β1 > α + β2 i β1 + α > β2 + α.

� ßêùî α > β, òî iñíó¹ ¹äèíèé îðäèíàë γ, äëÿ ÿêîãî β + γ = α.
� Ìíîæåííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë � íåêîìóòàòèâíà îïåðàöiÿ; çîêðåìà,

2 · ω = ω 6= ω · 2.

� Ìíîæåííÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë � àñîöiàòèâíà îïåðàöiÿ:

α · (β · γ) = (α · β) · γ,

à öå äîçâîëÿ¹ çàïèñóâàòè äîáóòîê äåêiëüêîõ ñïiâìíîæíèêiâ áåç äóæîê.
� Äëÿ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ëiâà äèñòðèáóòèâíiñòü: α · (β + γ) =
α · β + α · γ.

� α + 0 = 0 + α = α.
� α + 1 = αu 1.
� α ∈ ω ⇐⇒ α + ω = ω.
� α · 0 = 0 · α = 0.
� α · 1 = 1 · α = α.
� α ∈ ω ∧ α 6= 0⇐⇒ α · ω = ω.
� α + β = 0⇐⇒ α = 0 ∧ β = 0.
� α · β = 0⇐⇒ α = 0 ∨ β = 0.
� α0 = 1.
� α1 = α.
� α 6= 0⇐⇒ 0α = 0.
� 1α = 1.
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� α ∈ ω ∧ α > 1⇐⇒ αω = ω.
� αβ · αγ = αβ+γ.
� (αβ)γ = αβ·γ.
� α > 1 ∧ β > γ ⇐⇒ αβ > αγ.
� β ∈ ω =⇒ α + β = αu1u1u . . .u1︸ ︷︷ ︸

β

.

� β ∈ ω =⇒ α · β = 0 +α + α + · · ·+ α︸ ︷︷ ︸
β

.

� β ∈ ω =⇒ αβ = 1 ·α · α · · · · · α︸ ︷︷ ︸
β

.

� Ó âèïàäêó ñêií÷åííîñòi àðãóìåíòiâ äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà ïiäíåñåííÿ â ñòå-
ïiíü ïåðåõîäÿòü ó âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ äëÿ öiëèõ ÷èñåë (çi ñêií÷åííèìè ðåçóëü-
òàòàìè).

� Ó âèïàäêó çëi÷åííîñòi àðãóìåíòiâ ðåçóëüòàòè äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ òà ïiäíå-
ñåííÿ äî ñòåïiíÿ òàêîæ ¹ çëi÷åííèìè.

Êîæåí åëåìåíò a ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (A,6) âèçíà÷à¹ ïî÷àòêîâèé âiä-
ðiçîê

Ha = {x ∈ A | x < a}.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëà α ìà¹ìî, ùî Hα = [0, α).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äëÿ ïîðÿäêîâèõ òèïiâ α i β ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí
A i B, âiäïîâiäíî, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

1) α < β, ÿêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà A ïîðÿäêîâî içîìîðôíà äåÿêîìó
ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè B;

2) α > β, ÿêùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà B ïîðÿäêîâî içîìîðôíà äåÿêîìó
ïî÷àòêîâîìó âiäðiçêó H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè A.

Ç äîâåäåíî¨ Öåðìåëîì òåîðåìè, ÿêà åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó òà ñòâåðäæó¹, ùî
êîæíó ìíîæèíó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ïîâíèì ïîðÿäêîì, âèïëèâà¹:

Ïðèíöèï òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨. ßêùî äåÿêå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïåð-
øîãî åëåìåíòà öiëêîì âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè X, i ÿêùî âîíî iñòèííå äëÿ ïî÷àòêî-
âîãî âiäðiçêà Ha ⊂ X, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ åëåìåíòîì a ∈ X, òî öå òâåðäæåííÿ iñòèííå
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè X.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ òðàíñôiíiòíà iíäóêöiÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðàçîì ç òåîðåìîþ
Öåðìåëî, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî áóäü-ÿêó ìíîæèíó ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè. Òåîðåìà
Öåðìåëî åêâiâàëåíòíà àêñiîìi âèáîðó, òîìó äîâåäåííÿ ¹ íåêîíñòðóêòèâíèì.

ßê ïðèêëàä äîâåäåìî, ùî ìîæíà âèçíà÷èòè äåÿêó ìíîæèíó êië òàêó, ùîá ÷åðåç
êîæíó òî÷êó ïëîùèíè ïðîõîäèëî ðiâíî äâà êîëà. Öå òâåðäæåííÿ ìîæíà äîâåñòè,
ïîáóäóâàâøè ÿâíó êîíñòðóêöiþ. Îäíàê äëÿ âèïàäêó òðüîõ êië ÿâíà êîíñòðóêöiÿ äî-
ñi íå âiäîìà, òîäi ÿê äîâåäåííÿ ¨¨ iñíóâàííÿ ìàëî ÷èì âiäðiçíÿòèìåòüñÿ âiä íèæ÷å
íàâåäåíîãî.

Óïîðÿäêó¹ìî âñi òî÷êè ìíîæèíè òàê, ùîá ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê, ìåíøèõ x
áóëà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêó ìíîæèíó
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ìîæíà öiëêîì âïîðÿäêóâàòè òàê, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî éîãî åëåìåíòà ìíîæèíè ìåí-
øèõ çà íüîãî ìàëî ìåíøó ïîòóæíiñòü. ßê P (x) âiçüìåìî òàêå òâåðäæåííÿ: ìîæíà
ïðîâåñòè ìåíøó, íiæ êîíòèíóàëüíó ìíîæèíó ðiçíèõ êië òàê, ùîá êîæíà òî÷êà, ÿêà ¹
ìåíøîþ àáî ðiâíîþ x áóëà ïîêðèòà ðiâíî 2-ìà êîëàìè, à âñi iíøi òî÷êè áóëè ïîêðè-
òèìè íå áiëüøå, íiæ äâîìà êîëàìè, à òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y < x öþ ìíîæèíó
ìîæíà âèáðàòè òàêîþ, ùîá âîíà ìiñòèëà ìíîæèíó êië äëÿ òî÷êè y. ßêùî x � ìiíi-
ìàëüíà òî÷êà, òîäi âiçüìåìî áóäü-ÿêi 2-a ðiçíi êîëà, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç öþ òî÷êó.
Òâåðäæåííÿ P (x) äëÿ ìiíiìàëüíîãî x äîâåäåíî. Íåõàé òåïåð x � áóäü-ÿêà òî÷êà, i
âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì äëÿ áóäü-ÿêîãî y < x. Âiçüìåìî îá'¹äíàííÿ ìíî-
æèí êië äëÿ âñiõ òî÷îê y < x. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî
ìíîæèíè êië äëÿ áiëüøèõ òî÷îê âêëþ÷àþòü ìíîæèíè êië äëÿ ìåíøèõ òî÷îê, òîìó
îòðèìàíà ìíîæèíà áóäå ïîêðèâàòè òî÷êè ïëîùèíè íå áiëüøå äâîõ ðàçiâ. Îñêiëüêè
ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi ¹ ìåíøi íiæ x, ¹ ìåíøîþ, íiæ êîíòèíóóì, i êîæíà îá'¹äíàíà
ìíîæèíà ìåíøà, íiæ êîíòèíóóì, òîäi îòðèìàíà ìíîæèíà òàêîæ áóäå ìàòè ìåíøó
ïîòóæíiñòü, íiæ êîíòèíóóì. Ïîáóäîâàíà ìíîæèíà êië âæå âäâi÷i ïîêðèâà¹ âñi òî÷êè,
ìåíøi çà x.

Ïîêàæåìî òåïåð, ÿê ïîêðèòè òî÷êó x. ×åðåç òî÷êó x ïðîõîäèòü êîíòèíóóì êië,
ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ïàðà êië ïåðåòèíà¹òüñÿ íå áiëüøå, íiæ
â äâîõ òî÷êàõ, à îòæå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè òî÷îê ïëîùèíè, ïîêðèòèõ 2 ðàçè, ìåíøà,
íiæ êîíòèíóóì (òóò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ, ùî ìíîæèíà A×A ðiâíîïîòóæíà
ìíîæèíi A, ÿêùî A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà). Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíòèíóóì êië,
íà ÿêèõ íåìà¹ òî÷îê, ïîêðèòèõ 2 ðàçè. Âiçüìåìî ç íèõ îäíó àáî äâi, â çàëåæíîñòi âiä
êiëüêîñòi êië, ùî âæå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó x. Òâåðäæåííÿ iíäóêöi¨ äîâåäåíî.

Ç ïðèíöèïó òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåì, ÿêèé íàçè-
âà¹òüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ .

Äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà P (n)
iñòèííà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ êðîêiâ:

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.

2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ P (n) ⇒ P (n + 1) iñòèííà äëÿ êîæíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Òóò ôîðìóëó P (n) íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ iíäóêöi¨ . Çàâåðøåííÿ îáîõ êðîêiâ ìàòå-
ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâîäèòü, ùî ôîðìóëà P (n) iñòèííà äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
n, òîáòî ôîðìóëà ∀nP (n) iñòèííà.

Òàêó òåõíiêó äîâåäåííÿ òåîðåì ìîæíà ïîäàòè ÿê òàêå ïðàâèëî âèâåäåííÿ, ÿêå
 ðóíòó¹òüñÿ íà òàâòîëîãi¨:

[P (1) ∧ ∀n (P (n)⇒ P (n+ 1))]⇒ ∀nP (n).

Â iíøîìó âàðiàíòi ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ â êðîöi iíäóêöi¨ ïðèïóñêàþòü, ùî òâåð-
äæåííÿ P (k) iñòèííå äëÿ k = 1, 2, . . . , n−1 i äîâîäÿòü, ùî òâåðäæåííÿ P (n) ìà¹ áóòè
iñòèííèì ó öüîìó ïðèïóùåííi.

1. Áàçèñ iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî òâåðäæåííÿ P (1) iñòèííå.
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2. Êðîê iíäóêöi¨. Äîâåñòè, ùî iìïëiêàöiÿ

[P (1) ∧ P (2) ∧ · · · ∧ P (n− 1)]⇒ P (n)

iñòèííà äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Ç ìåòîäîì òðàíñôiíiòíî¨ (ìàòåìàòè÷íî¨) iíäóêöi¨ òiñíî ïîâ'ÿçàíi òàê çâàíi òåîðå-
ìè iñíóâàííÿ. Áàãàòî òåîðåì ñòâåðäæóþòü ïðî iñíóâàííÿ ïåâíîãî îá'¹êòà. Òåîðåìè
òàêîãî òèïó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ∃xP (x), äå P � ïðåäèêàò. Äîâåäåííÿ òåîðåìè
ó ôîðìi ∃xP (x) íàçèâàþòü äîâåäåííÿì iñíóâàííÿ. � ðiçíi ñïîñîáè äîâåäåííÿ òåî-
ðåì öüîãî òèïó. Iíîäi äîâåñòè iñíóâàííÿ ìîæíà çíàéøîâøè òàêèé åëåìåíò a, ùî
òâåðäæåííÿ P (a) iñòèííå. Òàêå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíèì.
×àñòî âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ íåêîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ. Ó öüîìó âè-
ïàäêó íå øóêàþòü òàêèé åëåìåíò a, ùî òâåðäæåííÿ P (a) iñòèííå, à äîâîäÿòü, ùî
∃xP (x) iñòèííå iíøèì ñïîñîáîì. Çàãàëüíèé ìåòîä äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ � äîâåäåííÿ
âiä ïðîòèëåæíîãî, à ñàìå â öüîìó âèïàäêó äîâîäÿòü, ùî ïðèïóùåííÿ

∃xP (x) = ∀xP (x)

ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
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1.10 Çðîñòàííÿ ôóíêöié. Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèò-

ìiâ

Õàðàêòåðèñòèêè çðîñòàííÿ ôóíêöié âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåîðåòè÷íié iíôîðìàòè-
öi äëÿ îöiíþâàííÿ ÷àñîâî¨ ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ. Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó ïiä àë-
ãîðèòìîì ìè áóäåìî ðîçóìiòè ñóêóïíiñòü ïðàâèë äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïåâíîãî êëàñó
çàäà÷, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ïî÷àòêîâèìè äàíèìè. Ïî÷àòêîâi äàíi � öå âõiäíà iíôîðìà-
öiÿ àáî âõiäíi äàíi äëÿ àëãîðèòìó. Îñêiëüêè ÷àñ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó çàëåæèòü âiä
ðîçìiðó ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, òî éîãî ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ôóíêöiþ âiä îáñÿãó âõiäíî¨
iíôîðìàöi¨. Öå äîáðå iëþñòðóþòü çàäà÷i ñîðòóâàííÿ. Ó öèõ çàäà÷àõ âõiäíi äàíi �
öå ñïèñîê åëåìåíòiâ, ÿêi ïiäëÿãàþòü ñîðòóâàííþ, à ðåçóëüòàò � òi ñàìi åëåìåíòè,
âiäñîðòîâàíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, ÷è ñïàäàííÿ. Íàïðèêëàä, âõiäíèé ñïèñîê

4, 14, 8, 1, 6, 1, 13, 11, 4

ó âèïàäêó ñîðòóâàííÿ çà çðîñòàííÿì, áóäå ïåðåòâîðåíî ó âèõiäíèé ñïèñîê

1, 1, 4, 4, 6, 8, 11, 13, 14.

ßê ìiðó îáñÿãó âõiäíî¨ iíôîðìàöi¨ äëÿ àëãîðèòìó ñîðòóâàííÿ ïðèðîäíî âèáèðàòè
êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ÿêi ïiäëÿãàþòü ñîðòóâàííþ, àáî, iíøèìè ñëîâàìè, äîâæèíó âõiä-
íîãî ñïèñêó. Çàãàëîì äîâæèíà âõiäíèõ äàíèõ � ïðèäàòíà ìiðà ¨õíüîãî îá'¹ìó.

ßê ñèíîíiì òåðìiíó �âõiäíi äàíi� ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü òåðìií �âõîäè�. Îçíà÷èìî
÷àñîâó ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó , ÿêó ïîäàëüøå áóäåìî ïðîñòî íàçèâàòè ñêëàäíiñòþ
àëãîðèòìó , ÿê ôóíêöiþ f , ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó íåâiä'¹ìíîìó öiëî-
ìó ÷èñëó n ÷àñ ðîáîòè f(n) àëãîðèòìó â íàéãiðøîìó âèïàäêó íà âõîäàõ äîâæèíè
n. Iíøèìè ñëîâàìè, f(n) � ìàêñèìàëüíèé ÷àñ ðîáîòè àëãîðèòìó ïî âñiõ âõîäàõ äîâ-
æèíè n. Äîâæèíà âõîäó, ÿê âæå áóëî ñêàçàíî, õàðàêòåðèçó¹ ðîçìið çàäà÷i. ×àñ ðî-
áîòè àëãîðèòìó âèìiðþþòü ó êðîêàõ (îïåðàöiÿõ), ùî âèêîíó¹òüñÿ íà iäåàëiçîâàíîìó
êîìï'þòåði.

Àíàëiç åôåêòèâíîñòi àëãîðèòìiâ ïîëÿãà¹ â ç'ÿñóâàííi òàêîãî ïèòàííÿ: ÿê øâèäêî
çðîñòà¹ ôóíêöiÿ f(n) çi çáiëüøåííÿì ÷èñëà n? Äëÿ ïîðiâíÿííÿ øâèäêîñòi
çðîñòàííÿ äâîõ ôóíêöié f(n) i g(n) âèêîðèñòîâóþòü òàêå ïîíÿòòÿ.

Íåõàé f i g � ôóíêöi¨ ç ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë Z (÷è ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë R)
â ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë R. Áóäåìî ïèñàòè, ùî

f(x) = O(g(x)),

ÿêùî iñíóþòü òàêi ñòàëi C i k, ùî

|f(x)| 6 C · |g(x)|, äëÿ âñiõ x > k.

Ó öüîìó âèïàäêó ïèøóòü òàêîæ, ùî f(x) ∈ O(g(x)) i ÷èòàþòü �f(x) ¹ î-âåëèêå âiä
g(x)�, i íàçèâàþòü O-îöiíêîþ.

Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ ïîíÿòòÿ O(g(x)) ôóíêöiþ g ó ñïiââiäíîøåííi f(x) =
O(g(x)) âèáèðàþòü íàñòiëüêè ìàëîþ (ó ðîçóìiííi ïîâiëüíîãî çðîñòàííÿ), íàñòiëüêè
öå ìîæëèâî. Çäåáiëüøîãî ôóíêöiþ g âèáèðàþòü ç ìíîæèíè ôóíêöié, ÿêi ââàæàþòüñÿ
åòàëîííèìè, ÿê, íàïðèêëàä, xm, äå m ∈ N, ÷è log x.
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f(x)

g(x)

Cg(x)

k

Ðèñ. 1.12: Iëþñòðàöiÿ îöiíêè f(x) = O(g(x))

Ó ïîäàëüøîìó ìè ìàéæå çàâæäè áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç äîäàòíî âèçíà÷åíèìè
ôóíêöiÿìè. Âñi ïîçíà÷åííÿ àáñîëþòíèõ âåëè÷èí â îöiíêàõ äëÿ òàêèõ ôóíêöié ìîæíà
îïóñòèòè. Íà ðèñ. 1.12 ïðîiëþñòðîâàíî ñïiââiäíîøåííÿ f(x) = O(g(x)).

Ïðèêëàä 1.10.1. Çíàéäiòü îöiíêó äëÿ ôóíêöié

f1(n) = n! i f2(n) = log n!,

äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n 6 n · n · n · . . . · n︸ ︷︷ ︸
n−ðàçiâ

= nn.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî
n! = O(nn).

Âçÿâøè ëîãàðèôì âiä îáîõ ÷àñòèí íåðiâíîñòi n! 6 nn, îòðèìó¹ìî

log n! 6 log nn = n log n,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
log n! = O(n log n).

Òåîðåìà 1.10.2. Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi

f1(x) + f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = max{g1(x), g2(x)}.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1, C2,
k1 i k2, ùî

|f1(x)| 6 C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x)| 6 C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x)| 6 C1 · |g1(x)| i |f2(x)| 6 C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) + f2(x)| 6 |f1(x)|+ |f2(x)| 6
6 C1 · |g1(x)|+ C2 · |g2(x)| 6
6 C1 · |g(x)|+ C2 · |g(x)| 6
6 (C1 + C2) · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = max{g1(x), g2(x)} i C = C1 + C2.
Îòîæ,

|f1(x) + f2(x)| 6 C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,
ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 1.10.3. Íåõàé f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)). Òîäi

f1(x) · f2(x) = O(g(x)),

äå g(x) = g1(x) · g2(x).

Äîâåäåííÿ. ßêùî f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), òî iñíóþòü òàêi ñòàëi C1, C2,
k1 i k2, ùî

|f1(x) 6 C1 · |g1(x)|, ÿêùî x > k1

i
|f2(x) 6 C2 · |g2(x)|, ÿêùî x > k2.

Òîäi, î÷åâèäíî, ùî

|f1(x) 6 C1 · |g1(x)| i |f2(x) 6 C2 · |g2(x)| äëÿ x > k,

äå k = max {k1, k2}. Îòæå, äëÿ x > k ìà¹ìî

|f1(x) · f2(x)| 6 |f1(x)| · |f2(x)| 6
6 C1 · |g1(x)| · C2 · |g2(x)| 6
6 C1 · C2 · |g(x)| =
= C · |g(x)|,

äå g(x) = g1(x) · g2(x) i C = C1 · C2. Îòîæ,

|f1(x) · f2(x)| 6 C · |g(x)| äëÿ x > k = max {k1, k2} ,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
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Ïðèêëàä 1.10.4. Çíàéäiòü îöiíêó äëÿ ôóíêöi¨

f(n) = 5n log(n!) + (n3 + 2n2 + 3) log n,

äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçîê. Îöiíèìî ñïî÷àòêó ôóíêöiþ 5n log(n!). Ç âèâåäåíî¨ â ïðèêëàäi 1.10.1
îöiíêè ôóíêöi¨ log n! ìà¹ìî

log n! = O(n log n).

Áåðó÷è äî óâàãè öþ îöiíêó i òîé ôàêò, ùî

5n = O(n),

ç òåîðåìè 1.10.3 âèïëèâà¹, ùî

5n log(n!) = O(n2 log n).

Îöiíèìî òåïåð ôóíêöiþ (n3 + 2n2 + 3) log n. Îñêiëüêè

n3 + 2n2 + 3 < 3n3 äëÿ n > 3,

òî ìà¹ìî, ùî
n3 + 2n2 + 3 = O(n3).

Ç òåîðåìè 1.10.3 âèïëèâà¹, ùî

(n3 + 2n2 + 3) log n = O(n3 log n).

Âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 1.10.2, îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

f(n) = 5n log(n!) + (n3 + 2n2 + 3) log n =

= O
(
max

{
n2 log n, n3 log n

})
=

= O(n3 log n).

Ïîëiíîìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îöiíîê çðîñòàííÿ ôóíêöié. Íàâåäåìî òâåðä-
æåííÿ, ÿêå çàâæäè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíêè çðîñòàííÿ ïîëiíîìà.

Òåîðåìà 1.10.5. Íåõàé

p(x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0,

äå am, am−1, . . . , a1, a0 � äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

p(x) = O(xm).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü, ùî ìîäóëü ñóìè íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ìîäóëiâ äiéñ-
íèõ ÷èñåë, òî ìà¹ìî

|p(x)| =
∣∣amxm + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0
∣∣ 6

6 |am|xm + |am−1|xm−1 + · · ·+ |a1|x+ |a0| =

= xm
(
|am|+

|am−1|
x

+ · · ·+ |a1|
xm−1

+
|a0|
xm

)
6

6 xm (|am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)
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äëÿ x > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|p(x)| 6 Cxm,

äå C = |am|+ |am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0| i x > 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùî äëÿ ïîëiíîìó p(x)
âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà p(x) = O(xm).

Âèðàç �ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó ¹ (âiäï., äîðiâíþ¹, ñêëàäà¹) O(g(n))� îçíà÷à¹, ùî
ôóíêöi¹þ f(n), ÿêà âèçíà÷à¹ ñêëàäíiñòü àëãîðèòìó, ¹ O(g(n)). Òóò n � äîâæèíà
âõîäó. ßê åòàëîíè îöiíîê ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ âèêîðèñòîâóþòü òàêi ôóíêöi¨:

1, log n, n, n log n, n2, n3, n4, 2n, n!.

Öi ôóíêöi¨ ìè çàïèñàëè â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ñêëàäíîñòi.

Çîêðåìà, ñêëàäíiñòü O(1) îçíà÷à¹, ùî ÷àñ ðîáîòè âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó íå çàëå-
æèòü âiä äîâæèíè âõîäó. Àëãîðèòì çi ñêëàäíiñòþ O(n) íàçèâàþòü ëiíiéíèì. Òàêèé
àëãîðèòì äëÿ ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi çàäà÷ ¹ íàéêðàùèì (çà ïîðÿäêîì) ùîäî ñêëàä-
íîñòi.

Àëãîðèòì, ñêëàäíiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ O(p(n)), äå p(n) � äåÿêèé ïîëiíîì, íàçèâà-
þòü ïîëiíîìiàëüíèì. ×àñòî çàìiñòü O(p(n)) ïèøóòü O(nm), äå m � ñòàëà. Îñîáëèâó
ðîëü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ ìè îïèøå äàëi. Ïîíÿòòÿ �ïîëiíîìiàëüíèé àëãîðèòì�
òåïåð ¹ íàéïîøèðåíiøîþ ôîðìàëiçàöi¹þ ïîíÿòòÿ �åôåêòèâíèé àëãîðèòì�. Çàóâàæè-
ìî, ùî âñi çàäà÷i äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè, ÿêi ââàæàþòüñÿ âàæêèìè äëÿ àëãîðèòìi÷-
íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ, íà äàíèé ÷àñ íå ìàþòü ïîëiíîìiàëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Çàäà÷à â äèñêðåòíié ìàòåìàòèöi íàçèâà¹òüñÿ âàæêîðîçâÿ'çóâàíîþ, ÿêùî äëÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçêó íå iñíó¹ ïîëiíîìiàëüíîãî àëãîðèòìó. Àëãîðèòìè, ÷àñîâà ñêëàäíiñòü ÿêèõ
íå ïiääà¹òüñÿ ïîäiáíié îöiíöi, íàçèâàþòüñÿ åêñïîíåíöiàëüíèìè. Áiëüøiñòü åêñïîíåí-
öiàëüíèõ àëãîðèòìiâ � öå ïðîñòî âàðiàíòè �ïîâíîãî ïåðåáîðó�, òîäi ÿê ïîëiíîìiàëüíi
àëãîðèòìè çäåáiëüøîãî ìîæíà ïîáóäóâàòè ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè ìîæíà çàãëè-
áèòèñÿ â ñóòíiñòü çàäà÷i.

Bïðàâà 1.10.1. Íåõàé F (x), g(x) i h(x) � òàêi ôóíêöi¨, ùî f(x) = O(g(x)) i g(x) =
O(h(X)). Äîâåäiòü, ùî f(x) = O(h(x)).

Bïðàâà 1.10.2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k äîâåäiòü îöiíêó

1n + 2n + . . .+ nk = O(nk+1).

Bïðàâà 1.10.3. Äëÿ íàâåäåíèõ íèæ÷å ôóíêöié äàéòå íàéêðàùó O-îöiíêó, íàñêiëüêè
öå ìîæëèâî:

1) (n2 + 8)(n+ 12);
2) (n log n+ n2)(n2 + 3);
3) (n! + 2n)(n3 + log(n2 + 21)).



Ðîçäië 2

Êîìáiíàòîðèêà

2.1 Îá÷èñëåííÿ ïîòóæíîñòi îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííèõ

ìíîæèí

ßêùî A i B � ñêií÷åííi äèç'þíêòíi ìíîæèíè, òî ïîòóæíiñòü (êiëüêiñòü åëåìåíòiâ)
¨õíüîãî îá'¹äíàííÿ äîðiâíþ¹ ñóìi ïîòóæíîñòåé öèõ ìíîæèí, òîáòî

|A tB| = |A|+ |B|. (2.1)

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî {A1, A2, . . . , An} � ñêií÷åííà ñiì'ÿ äèç'þíêòíèõ ñêií-
÷åííèõ ìíîæèí, òî ôîðìóëà (2.1) íàáóäå âèãëÿäó∣∣∣∣∣

n⊔
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑
i=1

|Ai| . (2.2)

ßêùî A i B � ñêií÷åííi ìíîæèíè, òî î÷åâèäíî, ùî

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|. (2.3)

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî {A1, A2, . . . , An} � ñêií÷åííà ñiì'ÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí,
òî ôîðìóëà (2.3) íàáóäå âèãëÿäó

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An| −
− |A1 ∩ A2| − |A1 ∩ A3| − · · · − |An−1 ∩ An|+
+ |A1∩A2∩A3|+ |A1∩A2∩A4|+ · · ·+ |An−2∩An−1∩An| −
− · · ·+ (−1)n+1 |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|

(2.4)

àáî ∣∣∣∣∣
n⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑
k=1

(
(−1)k+1

∑
16i1<i2<···<ik6n

|Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik |

)
.

Bïðàâà 2.1.1. Ó ñêií÷åííié ìíîæèíi A çàäàíî ïiäìíîæèíè A1, A2, . . . , An. Âiäîìî
ïîòóæíîñòi êîæíî¨ ç íèõ, à òàêîæ ïîòóæíîñòi ¨õíiõ ïåðåòèíiâ ïî 2, ïî 3, i ò.ä. Ñêiëüêè
åëåìåíòiâ ìíîæèíè A íå íàëåæèòü æîäíié ç ìíîæèí A1, A2, . . . , An?
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Bïðàâà 2.1.2. Íåõàé ïiäìíîæèíè A1, A2, . . . , An ìíîæèíè A ç âïðàâè 2.1.1 ðîçòàøî-
âàíi ñèìåòðè÷íî, à ñàìå:

|A1| = |A2| = · · · = |An| = p1,

|A1 ∩ A2| = |A1 ∩ A3| = · · · = |An−1 ∩ An| = p2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An| = pn.

Ñêiëüêè åëåìåíòiâ ìíîæèíè A íå íàëåæèòü æîäíié ç ìíîæèí A1, A2, . . . , An?

Ïðèêëàä 2.1.1. Âèáîðè ãîëîâè ñòóäåíòñüêîãî ñàìîâðÿäóâàííÿ âiäáóâàþòüñÿ òàê: ó
áþëåòåíü âíåñåíî òðè êàíäèäàòè X, Y i Z òà ïîòðiáíî âèêðåñëèòè êàíäèäàòà, ÷è
êàíäèäàòiâ. Ïåðåìàãà¹ òîé, çà êîãî âiääàíî íàéáiëüøó êiëüêiñòü ãîëîñiâ. Ïiñëÿ ãîëî-
ñóâàííÿ 950-ìà ðîçäàíèìè áþëåòåíÿìè âèÿâèëîñÿ, ùî 160 ñòóäåíòiâ ïðîãîëîñóâàëî
ëèøå çà êàíäèäàòà X, 140 � ëèøå çà Y , 200 � ëèøå çà Z. Áþëåòåíi ç îäíèì âèêðåñ-
ëåíèì êàíäèäàòîì ðîçïîäiëèëèñÿ òàê:

� 90 � i çà X, i çà Y ;
� 40 � i çà Y , i çà Z;
� 60 � i çà X, i çà Z.

Çà âñiõ òðüîõ êàíäèäàòiâ ïðîãîëîñóâàëî 200 ñòóäåíòiâ. Çiïñîâàíèõ áþëåòåíiâ íå áóëî.
Õòî ç êàíäèäàòiâ ïåðåìiã? Ñêiëüêè ñòóäåíòiâ íå ïðîãîëîñóâàëè çà æîäíîãî êàíäèäà-
òà?

Ðîçâ'ÿçîê. Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ X, Y i Z äëÿ ìíîæèíè ñòóäåíòiâ, ÿêi ïiä-
òðèìóþòü êàíäèäàòiâ X, Y i Z, âiäïîâiäíî. Ñõåìàòè÷íî öå çîáðàçèìî íà ðèñ. 2.1.

X

Y

Z

Ðèñ. 2.1: Äî ïðèêëàäó 2.1.1
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160 90

200
60

140

200

40

950

Ðèñ. 2.2: Äî ïðèêëàäó 2.1.1

Äàëi âíåñåìî óìîâè çàäà÷i íà ðèñ. 2.2.

Çàëèøèëîñÿ ïîðàõóâàòè:

|X| = 160 + 90 + 60 + 200 = 510,

|Y | = 140 + 90 + 40 + 200 = 470,

|Z| = 200 + 60 + 40 + 200 = 500.

Îòæå, ïåðåìiã êàíäèäàò X. Òîäi êiëüêiñòü ñòóäåíòiâ, ÿêi íå ïiäòðèìàëè æîäíîãî
êàíäèäàòà:

950− (200 + 160 + 140 + 60 + 90 + 40 + 200) = 60.

Bïðàâà 2.1.3. Êîæåí ñïiâðîáiòíèê ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó âîëîäi¹ õî-
÷à á îäíi¹þ iíîçåìíîþ ìîâîþ. 126 îñiá âîëîäi¹ àíãëiéñüêîþ, 28 � íiìåöüêîþ, à 13 �
ôðàíöóçüêîþ. Âiäîìî òàêîæ, ùî 13 îñiá âîëîäi¹ áiëüøå íiæ îäíi¹þ iíîçåìíîþ ìîâîþ,
à îäèí iç íèõ � âñiìà òðüîìà. Îäíà îñîáà âîëîäi¹ iñïàíñüêîþ, i áiëüøå íiõòî íåþ íå
âîëîäi¹. Ñêiëüêè ñïiâðîáiòíèêiâ íà ôàêóëüòåòi?

Bïðàâà 2.1.4. Äîâåäiòü, ùî êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 1000

i äiëÿòüñÿ íà íàòóðàëüíå ÷èñëî n äîðiâíþ¹

[
1000

n

]
.

Bïðàâà 2.1.5. Ñêiëüêè iñíó¹ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 1000 i íå äi-
ëÿòüñÿ íi íà 2, íi íà 3, íi íà 5.

Bïðàâà 2.1.6. Ñêiëüêè iñíó¹ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 1000 i íå äi-
ëÿòüñÿ íi íà 6, íi íà 10, íi íà 15.

Bïðàâà 2.1.7. Ñêiëüêè iñíó¹ ïðîñòèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 100?
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Bïðàâà 2.1.8. Ñêiëüêè iñíó¹ ïðîñòèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü 200?

Ôîðìóëó (2.4) òàêîæ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ôîðìóëè âêëþ÷åíü i âèêëþ÷åíü.
Íåõàé ìà¹ìî N åëåìåíòiâ i n âëàñòèâîñòåé P (1), P (2), . . . , P (n). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ni

� êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâiñòü P (i), ÷åðåç Ni,j � êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îäíî÷àñíî âëàñòèâîñòi P (i) i P (j); i â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó, ÷åðåç Ni1,i2,...,ik , k 6 n, � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îäíî÷àñíî
âëàñòèâîñòi P (i1), P (i2), . . . , P (ik). Íåõàé N(0) � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, ÿêi íå çàäîâîëü-
íÿþòü æîäíó ç ïåðåëi÷åíèõ âëàñòèâîñòåé P (1), P (2), . . . , P (n). Ôîðìóëà âêëþ÷åíü i
âèêëþ÷åíü âèãëÿäà¹ òàê:

N(0) = N −
∑
i

Ni +
∑
i1<i2

Ni1,i2 −
∑

i1<i2<i3

Ni1,i2,i3 + · · ·+

+ (−1)k
∑

i1<i2<···<ik

Ni1,i2,...,ik + (−1)nN1,2,...,,n.
(2.5)

Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè âêëþ÷åíü i âèêëþ÷åíü ÷åðåç Ai ïîçíà÷èìî ìíîæèíó åëå-
ìåíòiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâiñòü P (i). Òîäi ìà¹ìî, ùî

Ni = |Ai| ,
Ni,j = |Ai ∩ Aj| ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ni1,i2,...,ik = |Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Aik | .

Äàëi çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (2.4).

Ïðèêëàä 2.1.2 (çàäà÷à ïðî áåçëàä). Ñêiëüêè iñíó¹ ïåðåñòàíîâîê ñêií÷åííî¨ ìíî-
æèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {1, 2, . . . ,m}, ÿêi æîäíå ç ÷èñåë íå çàëèøàþòü íà ñâî¹ìó
ìiñöi?

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ni ìíîæèíó òàêèõ ïåðåñòàíîâîê, ÿêi íå ðóõàþòü
÷èñëî i. Î÷åâèäíî, ùî |Ni| = (m − 1)!. ×åðåç Ni,j ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ïåðåñòàíî-
âîê, ÿêi íå ðóõàþòü ÷èñëà i òà j. Òîäi |Ni,j| = (m − 2)!. I íàðåøòi ÷åðåç Ni1,i2,...,ik

ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ïåðåñòàíîâîê, ÿêi íå ðóõàþòü ÷èñëà i1, i2, . . . , ik. Î÷åâèäíî, ùî
|Ni1,i2,...,ik | = (m− k)!. Òîäi çà ôîðìóëîþ âêëþ÷åíü i âèêëþ÷åíü (2.5) êiëüêiñòü ïåðå-
ñòàíîâîê ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {1, 2, . . . ,m}, ÿêi æîäíå ç ÷èñåë íå
çàëèøàþòü íà ñâî¹ìó ìiñöi äîðiâíþ¹

Dn = m!− C1
m(m− 1)! + C2

m(m− 2)! + · · ·+ (−1)mCm
m =

= m!

(
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)m

1

m!

)
.

(2.6)

Bïðàâà 2.1.9. Ñêiëüêè iñíó¹ ïåðåñòàíîâîê ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
{1, 2, . . . ,m}, ÿêi ðiâíî r ÷èñåë çàëèøàþòü íà ñâî¹ìó ìiñöi?
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2.2 Îñíîâíi ïðàâèëà êîìáiíàòîðèêè

Äàëi ìè íàäàìî ôîðìóëi (2.1) ñïðàâæíüîãî �êîìáiíàòîðíîãî� çìiñòó:

ßêùî òðåáà âèáðàòè îäèí åëåìåíò ç äâîõ ìíîæèíè A ÷è B, ÿêi íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ, ïðè÷îìó â ìíîæèíi A ¹ m åëåìåíòiâ, à â ìíîæèíi B � n åëåìåíòiâ,
òî öå ìîæíà çðîáèòè m+ n ñïîñîáàìè.

Ó êîìáiíàòîðèöi öå íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëîì ñóìè.

ßêùî âèáið åëåìåíòà a1 ìîæíà çðîáèòè n1 ñïîñîáîì, âèáið åëåìåíòà a2 íå-
çàëåæíî âiä âèáîðó åëåìåíòà a1 ìîæíà çðîáèòè n2 ñïîñîáàìè i ò.ä., âèáið
åëåìåíòà ak íåçàëåæíî âiä âèáîðó åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , ak−1 ìîæíà çðîáèòè
nk ñïîñîáàìè, òî âèáið îäíîãî ç öèõ åëåìåíòiâ ìîæíà çðîáèòè n1+n2+. . .+nk
ñïîñîáàìè.

Íàãàäà¹ìî, ÿêùî ìíîæèíà A ñêëàäà¹òüñÿ ç m åëåìåíòiâ, à ìíîæèíà B � ç n,
òî ¨õíié äåêàðòîâèé äîáóòîê ìà¹ m · n åëåìåíòiâ. Íà öié ôîðìóëi  ðóíòó¹òüñÿ äðóãå
îñíîâíå ïðàâèëî êîìáiíàòîðèêè � ïðàâèëî äîáóòêó.

ßêùî âèáið åëåìåíòà a1 ìîæíà çðîáèòè m1 ñïîñîáîì, i ïðè êîæíîìó ç öèõ
ñïîñîáiâ iíøèé íåçàëåæíèé âèáið åëåìåíòà a2 ìîæíà çðîáèòè m2 ñïîñîáàìè,
i äëÿ âñiõ òàêèõ ñïîñîáiâ âèáið åëåìåíòà a3 ìîæíà çðîáèòè m3 ñïîñîáàìè
íåçàëåæíî âiä ïîïåðåäíiõ âèáîðiâ, i ò.ä., à îñòàííié âèáið åëåìåíòà ak íåçà-
ëåæíî âiä âèáîðó åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , ak−1 ìîæíà çðîáèòè mk ñïîñîáàìè, òî
âèáîðè åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , ak ìîæíà çðîáèòè m1 ·m2 · . . . ·mk ñïîñîáàìè.

Ïðèêëàä 2.2.1. Êàðòà øëÿõiâ ç ïóíêòó A â ïóíêò B çîáðàæåíà íà ðèñ. 2.3. Ñêiëü-

A B

D

EC

Ðèñ. 2.3: Äî ïðèêëàäó 2.2.1
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êîìà ñïîñîáàìè ìîæíà äiñòàòèñÿ ç ïóíêòó A â ïóíêò B, íå ïðîõîäÿ÷è äâi÷i ÷åðåç
îäèí i òîé ñàìèé ïóíêò íà êàðòi?

Ðîçâ'ÿçîê. Óñi øëÿõè ïîäiëÿþòüñÿ íà òðè òèïè: áåçïîñåðåäíüî ç A â B, íå çà-
¨æäæàþ÷è â iíøi ïóíêòè (1 ñïîñiá), ÷åðåç ïóíêò C i ÷åðåç ïóíêò D. Ç ïóíêòó A â
ïóíêò C âåäóòü 2 øëÿõè, ç ïóíêòó C â ïóíêò B � 3 øëÿõè (îäèí ïðÿìèé òà äâà
÷åðåç ïóíêò E). Çà ïðàâèëàìè ñóìè òà äîáóòêó ìà¹ìî

2 · (1 + 2) = 6

ðiçíèõ øëÿõiâ ÷åðåç ïóíêò C. Àíàëîãi÷íî ¹ 2 øëÿõè ç A â B ÷åðåç ïóíêò D. Çà
ïðàâèëîì ñóìè îòðèìó¹ìî

1 + 6 + 2 = 9

ðiçíèõ ñïîñîáiâ äîáðàòèñÿ ç ïóíêòó A â ïóíêò B.

Íèæ÷åíàâåäåíi âïðàâè ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè áåçïîñåðåäíüî çà äîïîìîãîþ ïðàâèë
ñóìè òà äîáóòêó, õî÷à ðîçâ'ÿçîê äåÿêèõ ç íèõ ñòàíå çðîçóìiëiøèì ïiñëÿ ïðî÷èòàííÿ
íàñòóïíèõ ëåêöié.

Bïðàâà 2.2.1. Ç ïóíêòó A â ïóíêò B âåäå 5 ðiçíèõ øëÿõiâ. Ñêiëüêîìà ðiçíèìè
ñïîñîáàìè ìîæíà ïîòðàïèòè ç ïóíêòó A â ïóíêò B i ïîâåðíóòèñÿ íàçàä? ßê çìiíèòüñÿ
âiäïîâiäü, ÿêùî ïîâåðòàòèñÿ ç ïóíêòó B òðåáà iíøèì øëÿõîì?

Bïðàâà 2.2.2. Õëîï÷èê iäå äî øêîëè àáî ÷åðåç ïàðê, àáî ïîâç îçåðî. ×åðåç ïàðê
âåäóòü òðè ðiçíi ñòåæêè, ç äîìó äî îçåðà � äâi ñòåæêè, à âiä îçåðà äî øêîëè �
÷îòèðè. Ñêiëüêîìà ðiçíèìè øëÿõàìè õëîï÷èê ìîæå äiéòè äî øêîëè?

Bïðàâà 2.2.3. Ñêiëüêè ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè ç öèôð 1, 2, 3 i 4? ßê
çìiíèòüñÿ âiäïîâiäü, ÿêùî öèôðè íå ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ?

Bïðàâà 2.2.4. Ñêiëüêè âñiõ ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ?

Bïðàâà 2.2.5. Ñêiëüêè âñiõ òðèçíà÷íèõ ÷èñåë ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, ÿêùî
âñi öèôðè ïàðíi? Ñêiëüêè âñiõ òðèçíà÷íèõ ÷èñåë ó äåñÿòêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ, ÿêùî
âñi öèôðè íåïàðíi?

Bïðàâà 2.2.6. Ñêiëüêè âñiõ äâîçíà÷íèõ ÷èñåë, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ
öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6 i ÿêi äiëÿòüñÿ íà 3?

Bïðàâà 2.2.7. Íà êîëi çàäàíî n ðiçíèõ òî÷îê. Ñêiëüêè ðiçíèõ õîðä ìîæíà ÷åðåç íèç
ïðîâåñòè?

Bïðàâà 2.2.8. Ñêiëüêè äiàãîíàëåé ìà¹ îïóêëèé n-êóòíèê?

Bïðàâà 2.2.9. Ñêiëüêè ðiçíèõ ÷îòèðèöèôîðîâèõ ÷èñåë ìîæíà çàïèñàòè, âèêîðèñòî-
âóþ÷è öèôðè 0, 1, 2?

Bïðàâà 2.2.10. Ñêiëüêè iñíó¹ ïîëiíîìiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç êîåôiöi¹íòàìè 0, 1, 2?

Bïðàâà 2.2.11. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè íà øàõîâié äîøöi äâà êâàäðà-
òè:

(a) áiëèé òà ÷îðíèé;
(b) äâà ÷îðíi;
(c) äâà êâàäðàòè äîâiëüíîãî êîëüîðó.

Bïðàâà 2.2.12. Ñêiëüêè âñiõ ïiäìíîæèí ìà¹ n-åëåìåíòíà ìíîæèíà?
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2.3 Îñíîâíi êîìáiíàòîðíi ñïiââiäíîøåííÿ

2.3.1 Îçíà÷åííÿ

Íàáið åëåìåíòiâ ai1 , ai2 , . . . , aik ç n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè

U = {a1, a2, . . . , an}

íàçèâà¹òüñÿ k-âèáiðêîþ ç n åëåìåíòiâ. ßêùî ìíîæèíà U âïîðÿäêîâàíà, òî âèáiðêà
òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ. ßêùî äâi âïîðÿäêîâàíi âèáiðêè âiäðiçíÿþòüñÿ
ëèøå ïîðÿäêîì åëåìåíòiâ, òî öå ðiçíi âèáiðêè. Ó âèïàäêó íåâïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê
öå îäíàêîâi âèáiðêè.

Åëåìåíòè ó âèáiðêàõ ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ, à ìîæóòü i íå ïîâòîðþâàòèñÿ. ßêùî
åëåìåíòè ó âèáiðöi íå ïîâòîðþþòüñÿ, òî íåâïîðÿäêîâàíà k-âèáiðêà ç n åëåìåíòiâ
íàçèâà¹òüñÿ êîìáiíàöi¹þ ç n åëåìåíòiâ ïî k, i êiëüêiñòü óñiõ òàêèõ êîìáiíàöié äëÿ
ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè U ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Ck

n. Çîêðåìà, ÿêùî k = n, òî òàêi âèáiðêè ç
n åëåìåíòiâ íàçèâàþòüñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ç n åëåìåíòiâ. Êiëüêiñòü óñiõ ïåðåñòàíîâîê
ìíîæèíè ç n åëåìåíòiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Pn. Âïîðÿäêîâàíà k-âèáiðêà íàçèâà¹òü-
ñÿ ðîçìiùåííÿì ç n åëåìåíòiâ ïî k, i êiëüêiñòü óñiõ òàêèõ ðîçìiùåíü ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç Akn.

ßêùî åëåìåíòè ó âèáiðêàõ ïîâòîðþþòüñÿ, òî íåâïîðÿäêîâàíà k-âèáiðêà ç n åëå-
ìåíòiâ íàçèâà¹òüñÿ êîìáiíàöi¹þ ç ïîâòîðåííÿìè ç n åëåìåíòiâ ïî k, à êiëüêiñòü óñiõ
òàêèõ êîìáiíàöié ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç C

k

n. Âïîðÿäêîâàíà k-âèáiðêà ç n åëåìåíòiâ ç ïî-
âòîðåííÿì íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiùåííÿì ç ïîâòîðåííÿì ç n åëåìåíòiâ ïî k, à êiëüêiñòü
óñiõ òàêèõ ðîçìiùåíü áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A

k

n.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà ñóìè òà äîáóòêó âèâåäåìî îñíîâíi êîìáiíàòîðíi ôîð-
ìóëè. Íàéëåãøå âèâîäèòüñÿ êiëüêiñòü âïîðÿäêîâàíèõ âèáiðîê ç ïîâòîðåííÿì ç n åëå-
ìåíòiâ ïî k. Ïîçàÿê êîæåí ÷ëåí âèáiðêè íåçàëåæíî âiä iíøèõ ìîæå áóòè âèáðàíèì
n ñïîñîáàìè, òî

A
k

n = nk. (2.7)

Îá÷èñëèìî òåïåð âïîðÿäêîâàíi âèáiðêè áåç ïîâòîðåíü. Ïåðøèé åëåìåíò ìîæíà âè-
áðàòè n ñïîñîáàìè. Íà êîæåí ôiêñîâàíèé âèáið ïåðøîãî åëåìåíòà äëÿ âèáîðó äðóãîãî
åëåìåíòà çàëèøà¹òüñÿ âæå n− 1 ñïîñiá, à êîëè æ i äðóãèé åëåìåíò âæå âèáðàíî, òî
çàëèøà¹òüñÿ âæå n− 2 ñïîñîáè äëÿ âèáîðó òðåòüîãî åëåìåíòà i ò.ä., äëÿ âèáîðó k-ãî
åëåìåíòà çàëèøà¹òüñÿ ëèøå n− k + 1 ñïîñiá. Òîìó

Akn = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
. (2.8)

Çîêðåìà, ÿêùî n = k, òî
Ann = n!,

òîáòî äëÿ êiëüêîñòi âñiõ ïåðåñòàíîâîê n åëåìåíòiâ ìà¹ìî:

Pn = n!. (2.9)

Íåõàé ìà¹ìî äåÿêó íåâïîðÿäêîâàíó âèáiðêó ç n åëåìåíòiâ ïî k. Îòðèìàòè ç íå¨
âñi âïîðÿäêîâàíi âèáiðêè ìîæíà k! ñïîñîáàìè. Òîìó

Akn = k! · Ck
n,
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àáî

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
. (2.10)

Äîöiëüíî ïðèéíÿòè Ck
n = 0 ïðè k < 0 òà k > n.

Îá÷èñëåííÿ êiëüêîñòi âñiõ êîìáiíàöié ç ïîâòîðåííÿìè äåùî ñêëàäíiøå. Êîæíié
íåâïîðÿäêîâàíié âèáiðöi ç ïîâòîðåííÿìè ç n åëåìåíòiâ ïî k ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü
òàêèé âåêòîð:

ñïî÷àòêó éäå ñòiëüêè îäèíèöü, ñêiëüêè ðàçiâ ïåðøèé åëåìåíò âõîäèòü ó âèáiðêó,
äàëi öèôðà 0, äàëi ñòiëüêè îäèíèöü, ñêiëüêè äðóãèé åëåìåíò âõîäèòü ó âèáiðêó,
ïîòiì çíîâó 0, i ò.ä., ïiñëÿ îñòàííüîãî íóëÿ éäå ñòiëüêè îäèíèöü, ñêiëüêè n-èé
åëåìåíò âõîäèòü ó âèáiðêó.

Â ñóêóïíîñòi îäèíèöü áóäå k, íóëiâ, ÿêi âiäîêðåìëþþòü öi îäèíèöi áóäå n− 1, òîáòî
ìà¹ìî âåêòîð äîâæèíè n+k−1. Íàâïàêè, êîæíîìó âåêòîðó äîâæèíè n+k−1 ç k îäè-
íèöü i n−1 íóëÿ çà îïèñàíèì âèùå ïðàâèëîì ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü íåâïîðÿäêîâàíó
âèáiðêó ç ïîâòîðåííÿì. Àëå âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ ¹ Ck

n+k−1. Òîìó

C
k

n = Ck
n+k−1 =

(n+ k − 1)!

k!(n− 1)!
. (2.11)

Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíà ôîðìóëà ìà¹ êîìáiíàòîðíèé çìiñò i ïðè k > n.

Çàëèøà¹òüñÿ îá÷èñëèòè êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ, ñåðåä ÿêèõ ¹ k òèïiâ
ðiçíèõ åëåìåíòiâ: n1 åëåìåíò ïåðøîãî òèïó, n2 åëåìåíò äðóãîãî òèïó, i ò.ä., nk åëåìåíò
k-îãî òèïó, ðàçîì ¨õ ¹ n1 + n2 + . . .+ nk = n. Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî êiëüêiñòü òàêèõ
ïåðåñòàíîâîê îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Pn(n1, n2, . . . , nk) = P (n1, n2, . . . , nk) =
(n1 + n2 + . . .+ nk)!

n1! · n2! · . . . · nk!
. (2.12)

Çàóâàæèìî, ùî íèæíié iíäåêñ n ó Pn(n1, n2, . . . , nk) ìîæíà îïóñêàòè, îñêiëüêè æîäíî¨
äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ âií íå ìiñòèòü.

2.3.2 Ìîäåëi

Äëÿ òîãî ùîá áóëî ëåãøå ðîçâ'ÿçóâàòè êîìáiíàòîðíi çàäà÷i, ìè ïðîïîíó¹ìî äâi ðiç-
íi ìîäåëi äëÿ ââåäåíèõ êîìáiíàòîðíèõ ïîíÿòü. Êîæíà ìîäåëü ¹ íàñïðàâäi ðîçâ'ÿçíîþ
çàäà÷åþ.

Ëiòåðè òà ñëîâà

Íåõàé ìè ìà¹ìî äåÿêèé íàáið ðiçíèõ ñèìâîëiâ � íàçâåìî ¨õ ëiòåðàìè. Äîâiëüíó
ïîñëiäîâíiñòü ëiòåð áóäåìî íàçèâàòè ñëîâîì, à êiëüêiñòü ëiòåð ó ñëîâi � öå äîâæèíà
ñëîâà.

1. Íåõàé ìà¹ìî n ðiçíèõ ëiòåð, ïî îäíîìó åêçåìïëÿðîâi êîæíî¨ (íàïðèêëàä, ëiòåðè
íàïèñàíi íà êóáèêàõ). Òîäi Pn � öå êiëüêiñòü ñëiâ äîâæèíè n, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè
ç öèõ ëiòåð (êiëüêiñòü ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê êóáèêiâ)
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2. Íåõàé ìà¹ìî n ðiçíèõ ëiòåð, ïî îäíîìó åêçåìïëÿðîâi êîæíî¨. Òîäi Akn � öå
êiëüêiñòü ñëiâ äîâæèíè k, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè ç öèõ ëiòåð.

3. Íåõàé ìè ìà¹ìî ëiòåðè ëèøå äâîõ òèïiâ (íàïðèêëàä ñèìâîëè íóëü 0 i îäèíèöÿ
1), àëå äîñòàòíüî áàãàòî ñèìâîëiâ êîæíîãî òèïó. Òîäi Ck

n � öå êiëüêiñòü ñëiâ
äîâæèíè n, ó ÿêèõ ðiâíî k ñèìâîëiâ ïåðøîãî òèïó òà (n− k) ñèìâîëiâ äðóãîãî
òèïó (àáî êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé äîâæèíè n, ó ÿêèõ k îäèíèöü i (n−k) íóëiâ).

4. Íåõàé ìà¹ìî ëiòåðè k òèïiâ i äîñòàòíüî áàãàòî ëiòåð êîæíîãî òèïó. Òîäi
Pn(n1, n2, . . . , nk) � öå êiëüêiñòü ñëiâ, â ÿêèõ ðiâíî nj ëiòåð j-ãî òèïó, j = 1, . . . , n,
n1 + n2 + . . .+ nk = n.

5. Íåõàé ìà¹ìî ëiòåðè k òèïiâ i äîñòàòíüî áàãàòî ëiòåð êîæíîãî òèïó. Òîäi A
k

n �
öå êiëüêiñòü ñëiâ äîâæèíè n, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè ç öèõ ëiòåð.

6. Òàêà ìîäåëü íå äà¹ äîáðî¨ iíòåðïðåòàöi¨ äëÿ êîìáiíàöi¨ ç ïîâòîðåííÿì C
k

n ç n

åëåìåíòiâ ïî k, ÿêùî íå áðàòè äî óâàãè, ùî C
k

n � öå êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé
äîâæèíè (n+ k − 1), ç ÿêèõ ðiâíî k îäèíèöü i (n− 1) íóëü.

Ïðåäìåòè òà ÿùèêè

1. Ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i n ðiçíèõ ÿùèêiâ (íàïðèêëàä ÿùèêè ïðîíóìåðîâàíi).
Òîäi Pn � öå êiëüêiñòü ðiçíèõ ñïîñîáiâ ðîçêëàñòè ïðåäìåòè ó ÿùèêè, ïî îäíîìó
â êîæåí.

2. Ìà¹ìî k ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i n ðiçíèõ ÿùèêiâ (n > k). Òîäi Akn � öå êiëüêiñòü
ñïîñîáiâ ðîçêëàñòè ïðåäìåòè â ÿùèêè ïî îäíîìó â êîæåí (î÷åâèäíî, ùî íå âñi
ïðåäìåòè áóäóòü ðîçêëàäåíi ïðè k > n).

3. Íåõàé ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i k ðiçíèõ ÿùèêiâ, ïðè÷îìó êîæåí ÿùèê ìîæå
ìiñòèòè i âñi ïðåäìåòè. Òîäi A

k

n � öå êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ðîçêëàñòè öi ïðåäìåòè
â öi ÿùèêè áåç æîäíèõ îáìåæåíü.

4. Ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i k ðiçíèõ ÿùèêiâ (ïðåäìåòè ïðèáëèçíî îäíàêîâi çà
ðîçìiðîì). Âiäîìî, ùî ïåðøèé ÿùèê âìiùó¹ n1 ïðåäìåò, äðóãèé ÿùèê âìiùó¹
n2 ïðåäìåòè, i ò.ä., k-èé ÿùèê âìiùó¹ nk ïðåäìåòiâ (n1 +n2 + . . .+nk = n). Òîäi
Pn(n1, n2, . . . , nk) � öå êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçìiùåíü ïðåäìåòiâ ó öi ÿùèêè.

5. Ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i 2 ðiçíi ÿùèêè, ïðè÷îìó ïåðøèé âìiùó¹ k ïðåäìåòiâ,
à äðóãèé � (n−k) ïðåäìåòiâ. Òîäi Ck

n � öå êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçìiùåíü ïðåäìåòiâ
ó öi ÿùèêè.

6. Íåõàé ¹ n ðiçíèõ ÿùèêiâ i k îäíàêîâèõ ïðåäìåòiâ (k 6 n). Òîäi Ck
n � öå êiëüêiñòü

ðiçíèõ ðîçìiùåíü k ïðåäìåòiâ ó öi n ÿùèêè, ïî îäíîìó â êîæåí.

7. Íåõàé ¹ n ðiçíèõ ÿùèêiâ i k îäíàêîâèõ ïðåäìåòiâ, ïðè÷îìó êîæåí ÿùèê ìîæå
âìiñòèòè òàêîæ âñi öi ïðåäìåòè. Òîäi C

k

n � öå êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçìiùåíü öèõ
k ïðåäìåòiâ ó öi n ÿùèêè.
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2.3.3 Ïåðåñòàíîâêè

Pn = n!

Íàãàäà¹ìî ìîäåëi äëÿ ïåðåñòàíîâîê (äèâ. ïiäðîçäië 2.3.2):

1. Íåõàé ìà¹ìî n ðiçíèõ ëiòåð, ïî îäíîìó åêçåìïëÿðîâi êîæíî¨ (íàïðèêëàä, ëiòåðè
íàïèñàíi íà êóáèêàõ). Òîäi Pn � öå êiëüêiñòü ñëiâ äîâæèíè n, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè
ç öèõ ëiòåð (êiëüêiñòü ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê êóáèêiâ).

2. Ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i n ðiçíèõ ÿùèêiâ (íàïðèêëàä ÿùèêè ïðîíóìåðîâàíi).
Òîäi Pn � öå êiëüêiñòü ðiçíèõ ñïîñîáiâ ðîçêëàñòè ïðåäìåòè ó ÿùèêè, ïî îäíîìó
â êîæåí.

ßêùî ìè ìà¹ìî n-åëåìåíòíó ìíîæèíó A, òî ïåðåñòàâëÿòè ¨¨ åëåìåíòè ìîæíà

Pn = n!

ñïîñîáàìè. Ó öüîìó âèïàäêó óÿâëÿ¹ìî ñîái, ùî íà äåÿêîìó âiäðiçêó ¹ n ïðîíóìåðî-
âàíèõ ìiñöü, ÿêi ñàìå ìàþòü çàéíÿòè åëåìåíòè ìíîæèíè A.

Íåõàé òåïåð ó ìíîæèíi A âèîêðåìëåíà ôiêñîâàíà k-åëåìåíòíà ïiäìíîæèíà B
(k < n). Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïåðåñòàâèòè ¨¨ åëåìåíòè òàê, ùîá åëåìåíòè
ìíîæèíè B ñòîÿëè ïîðÿä? Åëåìåíòè ìíîæèíè B ìîæíà ïåðåñòàâëÿòè k! ñïîñîáàìè.
Óÿâiìî âñþ ìíîæèíó B ÿê îäèí åëåìåíò, à åëåìåíòè (n− k+ 1)-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè
ìîæíà ïåðåñòàâëÿòè (n− k + 1)! ñïîñîáàìè. Òîìó ðàçîì ìàòèìåìî

k! · (n− k + 1)!

ñïîñiá òàêî¨ ïåðåñòàíîâêè.

ßêùî â ïîïåðåäíié çàäà÷i ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè B çàäàíà óìîâîþ
çàäà÷i, òî íåìà¹ ïîòðåáè äîìíîæóâàòè íà k!, òîìó âiäïîâiäü áóäå òàêà: òàêi ïåðåñòà-
íîâêè ìîæíà çðîáèòè

(n− k + 1)!

ñïîñîáàìè.

Ñêiëüêè iñíó¹ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè A, â ÿêèõ íå âñi åëåìåíòè ìíîæèíè B ñòîÿòü
ïîðÿä? Âiä óñiõ âñåìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê âiäíiìåìî òi ïåðåñòàíîâêè, ÿêi çàëèøàþòü
ïîðÿä åëåìåíòè ìíîæèíè B. Îòðèìà¹ìî

n!− k! · (n− k + 1)!

òàêèõ ïåðåñòàíîâîê.

Òåïåð, íåõàé åëåìåíòè ìíîæèíè A òðåáà ðîçìiñòèòè íà êîëi. Óÿâëÿ¹ìî, ùî íà
êîëi ¹ n ïðîíóìåðîâàíèõ ìiñöü, íà ÿêi ìàþòü ðîçòàøóâàòèñÿ åëåìåíòè ìíîæèíè A.
Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà öå çðîáèòè. Çðîçóìiëî, ùî ñèòóàöiÿ íi÷èì íå âiäðiçíÿ-
¹òüñÿ âiä âèïàäêó ðîçòàøóâàííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè A íà âiäðiçêó, à òîìó âiäïîâiäü
áóäå:

n!

ñïîñîáàìè.
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Àëå äàëi âñå çìiíþ¹òüñÿ. Íåõàé ìiñöÿ íà êîëi âiäìi÷åíi, àëå íå ïðîíóìåðîâàíi
(íàïðèêëàä êîëî êðóòèòüñÿ). Ñêiëüêè òîäi áóäå ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè A?
Ïîòðiáíî âñi ïåðåñòàíîâêè, îòðèìàíi â ïåðøîìó âèïàäêó, ïîäiëèòè íà n � êiëüêiñòü
�ïðîêðóòîê� êîëà íàâêîëî îñi. Ó öüîìó âèïàäêó ìàòèìåìî

n!

n
= (n− 1)!

ïåðåñòàíîâêó.

ßêùî æ â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó íå ìà¹ çíà÷åííÿ ùå êðiì òîãî ç ÿêîãî áîêó
äèâèòèñÿ íà êîëî, òî âiäïîâiäü áóäå

(n− 1)!

2

ïåðåñòàíîâîê, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó ìè îòîòîæíþ¹ìî äâà äçåðêàëüíî ñèìåòðè÷íi
ðîçòàøóâàííÿ.

Íåõàé çíîâó ìà¹ìî êîëî ç ïðîíóìåðîâàíèìè ìiñöÿìè. Ñêiëüêè ¹ òàêèõ ïåðåñòàíî-
âîê ìíîæèíè A, ùî âñi åëåìåíòè âèäiëåíî¨ k-åëåìåíòíî¨ ¨¨ ïiäìíîæèíè B ðîçòàøî-
âàíi ïîðÿä? Ïåðåñòàâëÿ¹ìî k! ñïîñîáàìè åëåìåíòè ìíîæèíè B, ïîòiì ïåðåñòàâëÿ¹ìî
(n− k)! ñïîñîáàìè åëåìåíòè ¨¨ äîïîâíåííÿ A \ B, i îòðèìàíó ñèòóàöiþ ïðîêðó÷ó¹ìî
n ðàçiâ íàâêîëî îñi. Ðàçîì îòðèìó¹ìî

n · k! · (n− k)!

ñïîñîáiâ.

ßêùî æ ó ïîïåðåäíié óìîâi ìiñöÿ íà êîëi íå ïðîíóìåðîâàíi, òî âiäïîâiäü áóäå
ïðîñòiøà:

k! · (n− k)!

ñïîñîáiâ. ßêùî æ ùå é îòîòîæíèòè äçåðêàëüíî ñèìåòðè÷íi ðîçòàøóâàííÿ, òî îòðè-
ìà¹ìî òàêó âiäïîâiäü:

k! · (n− k)!

2

ñïîñîáiâ.

Íåõàé ïîðÿäîê ðîçòàøóâàííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè B çàäàíèé óìîâîþ çàäà÷i. Òîäi
íà êîëi iç çàäàíîþ íóìåðàöi¹þ áóäå

n · (n− k)!

ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè A, à íà êîëi áåç íóìåðàöi¨ áóäå

(n− k)!

ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè A. Ó âèïàäêó, ÿêùî ùå êðiì òîãî íå çâåðòàòè óâàãó íà îði¹í-
òàöiþ êîëà, òî ìàòèìåìî

(n− k)!

2

ïåðåñòàíîâêó ìíîæèíè A.
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ßêùî ìíîæèíè B i A \ B ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, òîáòî n = 2k,
òî ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêó çàäà÷ó: ñêiëüêè ¹ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè A íà
âiäðiçêó, ùî åëåìåíòè ìíîæèíè B ñòîÿòü íà ìiñöÿõ ç ïàðíèìè íîìåðàìè? Àáî æ îäíà-
êîâó ¨é çàäà÷ó: ñêiëüêè ¹ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè A íà âiäðiçêó, ùî åëåìåíòè
ìíîæèíè A \B ñòîÿòü íà ìiñöÿõ ç íåïàðíèìè íîìåðàìè? Òàêèõ ñïîñîáiâ áóäå

k! · k! = (k!)2

� åëåìåíòè äâîõ ìíîæèí ïåðåñòàâëÿþòüñÿ íåçàëåæíî. Âiäïîâiäü íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî
öi ìiñöÿ âêàçàíi íà êîëi.

Íåõàé òåïåð óìîâà òàêà: æîäíi äâà åëåìåíòè ìíîæèí B i A \ B íå ñòîÿòü ïîðÿä.
Ìàòèìåìî òîäi

2 · (k!)2

òàêèõ ïåðåñòàíîâîê. Òàêà æ ñàìà âiäïîâiäü áóäå ó âèïàäêó, êîëè âêàçàíî ìiñöÿ íà
êîëi.

ßêùî æ åëåìåíòè ìíîæèíè A ìàþòü áóòè ðîçòàøîâàíi íà êîëi áåç âêàçàíî¨ íó-
ìåðàöi¨, òî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê, ùî æîäíi äâà åëåìåíòè ìíîæèíè B íå ñòîÿòü ïîðÿä,
ìîæíà çðîáèòè

(k!)2

k
= k! · (k − 1)!

ñïîñîáàìè. À ó âèïàäêó, êîëè íå çâåðòàòè óâàãó íà îði¹íòàöiþ êîëà, òî ìàòèìåìî

k! · (k − 1)!

2

ñïîñîáè.

Íàðåøòi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, ùî

A = B1 tB2 tB3 i |B1| = |B2| = |B3| = k.

Ñêiëüêè ¹ ïåðåñòàíîâîê åëåìåíòiâ ìíîæèíè A íà âiäðiçêó, ÿêùî åëåìåíòè ìíîæèí

Bi, i = 1, 2, 3,

ìàþòü áóòè ðîçòàøîâàíi íà ìiñöÿõ ç íîìåðàìè âèãëÿäó

3p+ i, p = 0, 1, 2, 3, . . .?

ßê i ó âèïàäêó äâîõ ìíîæèí ìà¹ìî
(k!)3

ñïîñîáiâ òàêèõ ðîçòàøóâàíü. À ñêiëüêè áóäå âñiõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè A,
ùî êîæåí åëåìåíò îäíi¹¨ ç òðüîõ ïiäìíîæèí ìà¹ ñóñiäiâ ç äâîõ iíøèõ ïiäìíîæèí?
Î÷åâèäíî, ùî áóäå

3! · (k!)3

òàêèõ ïåðåñòàíîâîê. ßêùî æ ìè õî÷åìî ðîçòàøóâàòè òàê öi åëåìåíòè íà êîëi áåç
âêàçàíî¨ íóìåðàöi¨ ìiñöü, òî öå ìîæíà çðîáèòè

3! · (k!)3

3k
= 2(k!)2 · (k − 1)!

ñïîñîáàìè.

Äàëi ìè íàâåäåìî ïðèêëàäè òà çàäà÷i, ÿêi ìiñòÿòü âêàçàíi ìîäåëi, âòiëåíi â ñëî-
âåñíó ôîðìó.
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Bïðàâà 2.3.1. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïåðåñòàâèòè 7 êðiñåë?

Bïðàâà 2.3.2. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïðèáèòè 20 äîùîê íà ëàòàõ ïàðêàíó?

Bïðàâà 2.3.3. Ñêiëüêè ðiçíèõ ñëiâ ìîæíà îòðèìàòè ïåðåñòàâëÿþ÷è ëiòåðè â ñëîâi
êàðòîïëÿ?

Ïðèêëàä 2.3.1. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìiñòèòè n ãîñòåé çà îäíèì êðóãëèì
ñòîëîì? Ñêiëüêè ¹ ðiçíèõ ðîçìiùåíü n ãîñòåé, ÿêùî ðîçìiùåííÿ ââàæàòè îäíàêîâèìè,
êîëè â êîæíîãî ãîñòÿ òi æ ñàìi ñóñiäè?

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî n ãîñòåé çà îäíèì êðóãëèì ñòîëîì ìîæíà ðîçìiñòèòè
n! ñïîñîáàìè.

Ó äðóãîìó âèïàäêó êîæåí ïîâîðîò íà îäíå ìiñöå, à òàêîæ äçåðêàëüíà (÷è îñüîâà)
ñèìåòðiÿ íå áóäóòü çìiíþâàòè ñóñiäiâ çà êðóãëèì ñòîëîì. Îòîæ òàêèõ ðîçìiùåíü áóäå

n!

2n
=

(n− 1)!

2
.

Bïðàâà 2.3.4. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîñàäèòè çà êðóãëèé ñòië 10 îñiá æiíî÷î¨
ñòàòi òà 10 îñiá ÷îëîâi÷î¨ ñòàòi òàê, ùîá æîäíi äâi îñîáè îäíàêîâî¨ ñòàòi íå ñèäiëè
ïîðÿä?

Bïðàâà 2.3.5. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ìíîæèíó

{1, 2, 3, 4, . . . , 2n− 1, 2n}
òàê, ùîá êîæíå ïàðíå ÷èñëî ìàëî ïàðíèé íîìåð?

Ïðèêëàä 2.3.2. Ñêiëüêè ¹ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè ÷èñåë {1, 2, 3, . . . , n}, â ÿêèõ ÷èñëî
1 ñòî¨òü ïåðåä ÷èñëîì 2?

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî âñüîãî ¹ n! ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè ÷èñåë {1, 2, 3, . . . , n}.
Ó ïîëîâèíi öèõ âèïàäêiâ ÷èñëî 1 ñòî¨òü ïåðåä ÷èñëîì 2:

n!

2
.

Ïðèêëàä 2.3.3. Ñêiëüêè ¹ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè ÷èñåë {1, 2, 3, . . . , n}, â ÿêèõ ÷èñëî
1 ñòî¨òü ïîðó÷ ç ÷èñëîì 2?

Ðîçâ'ÿçîê. ßêùî ÷èñëî 1 ñòî¨òü ïîðÿä ç ÷èñëîì 2, òî ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî
ìà¹ìî ïåðåñòàíîâêó ìíîæèíè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç (n− 1) åëåìåíòà:

M = {{1, 2} , 3, 4, . . . , n} .
Ó ìíîæèíiM äâîåëåìåíòíà ìíîæèíà {1, 2} ¹ åëåìåíòîì. ÎñêiëüêèM ìà¹ (n−1) åëå-
ìåíò, òî êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê öi¹¨ ìíîæèíè äîðiâíþ¹ (n − 1)!. Îñêiëüêè åëåìåíòè
ìíîæèíè {1, 2} ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ëèøå äâîìà ñïîñîáàìè: �1, 2� i �2, 1�, òî îòðè-
ìó¹ìî, ùî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë {1, 2, 3, . . . , n}, â ÿêèõ ÷èñëî 1 ñòî¨òü ïîðÿä ç ÷èñëîì
2 ¹ â êiëüêîñòi

2! · (n− 1)! = 2(n− 1)!.

Bïðàâà 2.3.6. Íà ñòóäåíòñüêèõ çáîðàõ ìàþòü âèñòóïèòè ñòóäåíòè: Àâðàìåíêî, Îïà-
íàñåíêî, Ïóõêåíüêèé, Ñóëåíêî òàÙèðåöüêèé. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçìiñòè-
òè îðàòîðiâ, ÿêùî Ïóõêåíüêèé çàâæäè âèñòóïà¹ ïiñëÿ Ñóëåíêî?

Bïðàâà 2.3.7. Ó ñòóäåíòñüêié ãðóïi ¹ m õëîïöiâ i n äiâ÷àò. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè
ìîæíà ðîçìiñòèòè ¨õ â ÷åðãó òàê, ùîá ïîïåðåäó áóëè äiâ÷àòà? Ùîá âñi õëîïöi ñòîÿëè
â ÷åðçi ïîðÿä?
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2.3.4 Ðîçìiùåííÿ

Akn =
n!

(n− k)!

Íàãàäà¹ìî ìîäåëi äëÿ ðîçìiùåííÿ (äèâ. ïiäðîçäië 2.3.2):

1. Íåõàé ìà¹ìî n ðiçíèõ ëiòåð, ïî îäíîìó åêçåìïëÿðîâi êîæíî¨. Òîäi Akn � öå
êiëüêiñòü ñëiâ äîâæèíè k, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè ç öèõ ëiòåð.

2. Ìà¹ìî k ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i n ðiçíèõ ÿùèêiâ (n > k). Òîäi Akn � öå êiëüêiñòü
ñïîñîáiâ ðîçêëàñòè ïðåäìåòè â ÿùèêè ïî îäíîìó â êîæåí (î÷åâèäíî, ùî íå âñi
ïðåäìåòè áóäóòü ðîçêëàäåíi ïðè k > n).

Ïðèêëàä 2.3.4. Ñêiëüêè òðåáà ñëîâíèêiâ, ùîá áåçïîñåðåäíüî ðîáèòè ïåðåêëàäè ç
óêðà¨íñüêî¨, ïîëüñüêî¨, ðóìóíñüêî¨, àíãëiéñüêî¨, íiìåöüêî¨ òà ôðàíöóçüêî¨ ìîâ íà
áóäü-ÿêó ç íèõ?

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïåðøîþ ìîäåëëþ. Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨:
ñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèõ ñëiâ äîâæèíè 2, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè ç 6 ðiçíèõ ëiòåð? Òàêèõ
ðiçíèõ ñëiâ ¹:

A2
6 =

6!

(6− 2)!
=

6!

4!
=

4! · 5 · 6
4!

= 5 · 6 = 30.

Bïðàâà 2.3.8. Ñêiëüêè iñíó¹ òåëåôîííèõ íîìåðiâ, ÿêi ìiñòÿòü 7 ðiçíèõ öèôð?

Bïðàâà 2.3.9. Ñêiëüêîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè ìîæíà ïîçíà÷èòè êâàäðàò âåëèêèìè
ëiòåðàìè ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó?

Bïðàâà 2.3.10. Ñêiëüêè íàéáiëüøå ìîæå áóòè ðiçíèõ ç'¹äíàíü ó ìåðåæi, ÿêà ìà¹ 50
ðiçíèõ àáîíåíòiâ?

Bïðàâà 2.3.11. Ñêiëüêîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè ìîæíà âðó÷èòè ìåäàëi â îäíîìó âèäi
ñïîðòó 20 ñïîðòñìåíàì íà îëiìïiàäi?

Ïðèêëàä 2.3.5. Ñêiëüêè iñíó¹ øåñòèçíà÷íèõ ÷èñåë ç óñiìà ðiçíèìè öèôðàìè?

Ðîçâ'ÿçîê. Óñi øåñòèçíà÷íi ÷èñëà ïî÷èíàþòüñÿ ç öèôð, ÿêi ¹ åëåìåíòàìè ìíî-
æèíè

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},

à äàëi ìîæå áóòè äîâiëüíèé íàáið 5-è ðiçíèõ öèôð ç 9-è öèôð, ñåðåä ÿêèõ íåìà¹
ïåðøî¨ öèôðè. Î÷åâèäíî, ùî òàêèõ íàáîðiâ ç 5-è ðiçíèõ öèôð ¹

A5
9 =

9!

(9− 5)!
=

9!

4!
.

Òîäi iñíó¹

9 · A5
9 =

9 · 9!

(9− 5)!
=

9 · 9!

4!

øåñòèçíà÷íèõ ÷èñåë ç óñiìà ðiçíèìè öèôðàìè.

Bïðàâà 2.3.12. Ñêiëüêè iñíó¹ ÷îòèðèçíà÷íèõ ÷èñåë ç óñiìà ðiçíèìè öèôðàìè?
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Ïðèêëàä 2.3.6. Ñêiëüêè iñíó¹ øåñòèçíà÷íèõ ÷èñåë, ÿêi ÷èòàþòüñÿ îäíàêîâî ñïðàâà
íàëiâî òà çëiâà íàïðàâî?1

Ðîçâ'ÿçîê. Óñi øåñòèçíà÷íi ÷èñëîâi ïàëiíäðîìè âèçíà÷àþòüñÿ ñâî¨ìè ïåðøèìè
òðüîìà öèôðàìè. Îñêiëüêè òðèçíà÷íi ÷èñëà ïî÷èíàþòüñÿ ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},

à äàëi ìîæå áóòè äîâiëüíèé íàáið 2-õ öèôð ç 10-è öèôð. Î÷åâèäíî, ùî íàáîðiâ ç 2-õ
ðiçíèõ öèôð ¹

A2
10 =

10!

(10− 2)!
=

10!

8!
= 10 · 9 = 90.

Òàêîæ íàáîðiâ ç 2-îõ îäíàêîâèõ öèôð ¹

A1
10 =

10!

(10− 1)!
=

10!

9!
= 10.

Òîäi iñíó¹
9 · A2

10 + 9 · A1
10 = 9 ·

(
A2

10 + A1
10

)
= 9 · (90 + 10) = 900

øåñòèçíà÷íèõ ÷èñåë, ÿêi ¹ ïàëiíäðîìàìè.

Bïðàâà 2.3.13. Ñêiëüêè iñíó¹ ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë, ÿêi ÷èòàþòüñÿ îäíàêîâî ñïðàâà
íàëiâî òà çëiâà íàïðàâî?

Bïðàâà 2.3.14. Ñêiëüêè iñíó¹ øåñòèëiòåðíèõ ïàëiíäðîìiâ ó ëàòèíñüêié àáåòöi?

Bïðàâà 2.3.15. Ñêiëüêè iñíó¹ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ âñi öèôðè ðiçíi?

2.3.5 Êîìáiíàöi¨

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!

Íàãàäà¹ìî ìîäåëi äëÿ êîìáiíàöié (äèâ. ïiäðîçäië 2.3.2):

1. Íåõàé ìè ìà¹ìî ëiòåðè ëèøå äâîõ òèïiâ (íàïðèêëàä ñèìâîëè íóëü 0 i îäèíèöÿ
1), àëå äîñòàòíüî áàãàòî ñèìâîëiâ êîæíîãî òèïó. Òîäi Ck

n � öå êiëüêiñòü ñëiâ
äîâæèíè n, ó ÿêèõ ðiâíî k ñèìâîëiâ ïåðøîãî òèïó òà (n− k) ñèìâîëiâ äðóãîãî
òèïó (àáî êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé äîâæèíè n, ó ÿêèõ k îäèíèöü i (n−k) íóëiâ).

2. Ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i 2 ðiçíi ÿùèêè, ïðè÷îìó ïåðøèé âìiùó¹ k ïðåäìåòiâ,
à äðóãèé � (n−k) ïðåäìåòiâ. Òîäi Ck

n � öå êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçìiùåíü ïðåäìåòiâ
ó öi ÿùèêè.

3. Íåõàé ¹ n ðiçíèõ ÿùèêiâ i k îäíàêîâèõ ïðåäìåòiâ (k 6 n). Òîäi Ck
n � öå êiëüêiñòü

ðiçíèõ ðîçìiùåíü k ïðåäìåòiâ ó öi n ÿùèêè, ïî îäíîìó â êîæåí.

Bïðàâà 2.3.16. Ñêiëüêè k-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí ìà¹ n-åëåìåíòíà ïiäìíîæèíà A,
k 6 n?

1Ñëîâà, ÿêi ÷èòàþòüñÿ îäíàêîâî ñïðàâà íàëiâî òà çëiâà íàïðàâî íàçèâàþòüñÿ ïàëiíäðîìàìè.
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Ïðèêëàä 2.3.7. Ñêiëüêè ïðÿìèõ ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç âiñiì òî÷îê, ç ÿêèõ æîäíi
òðè íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié?

Ðîçâ'ÿçîê. Ïðÿìà âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà ðiçíèìè òî÷êàìè, ÷åðåç ÿêi âîíà ïðîõî-
äèòü. Òîìó øóêàíà êiëüêiñòü ïðÿìèõ äîðiâíþâàòèìå êiëüêîñòi ðiçíèõ ïàð òî÷îê, ÿêi
ìîæíà ñêëàñòè ç äàíèõ âîñüìè òî÷îê. Ïðè öüîìó, ùîá ïðÿìi íå çáiãàëèñÿ, ïàðè òî÷îê
ïîâèííi âiäðiçíÿòèñÿ õî÷à á îäíi¹þ òî÷êîþ. Òîìó ìà¹ìî êîìáiíàöi¨ ç âîñüìè åëåìåíòiâ
ïî äâà, òîáòî ìà¹ìî

C2
8 =

8!

2! · (8− 2)!
=

8!

2! · (6)!
=

7 · 8
2

= 28

ïðÿìèõ.

Ïðèêëàä 2.3.8. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçïîäiëèòè óðîêè â øåñòè êëàñàõ ìiæ
òðüîìà â÷èòåëÿìè, ÿêùî êîæåí ó÷èòåëü âèêëàäàòèìå ó äâîõ êëàñàõ?

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðøèé â÷èòåëü ìîæå âèáðàòè äâà êëàñè iç øåñòè C2
6 ðiçíèìè ñïîñî-

áàìè. Ïiñëÿ âèáîðó ïåðøîãî â÷èòåëÿ äðóãèé ìîæå âèáðàòè äâà êëàñè ç ÷îòèðüîõ,
ùî çàëèøèëèñÿ, C2

4 ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Òîìó öi äâà â÷èòåëi ìîæóòü âèáðàòè ïî äâà
êëàñè C2

6 · C2
4 ðiçíèìè ñïîñîáàìè.

ßêùî ïåðøi äâà â÷èòåëi çðîáèëè âèáið, òî òðåòié ìîæå âçÿòè ëèøå òi äâà êëà-
ñè, ùî çàëèøèëèñÿ. Çâiäñè øóêàíà êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ðîçïîäiëó óðîêiâ, ùî êîæåí
ó÷èòåëü âèêëàäàòèìå ó äâîõ êëàñàõ, äîðiâíþ¹:

C2
6 · C2

4 =
6!

2! · (6− 2)!
· 4!

2! · (4− 2)!
=

6!

2! · 4!
· 4!

2! · 2!
=

6 · 5
1 · 2

· 4 · 3
1 · 2

= 15 · 6 = 90.

Ïðèêëàä 2.3.9. Ñêiëüêè ðiçíèõ äîáóòêiâ, êðàòíèõ ÷èñëó 10, ìîæíà îòðèìàòè ç ÷è-
ñåë

2, 3, 5, 7, 11, 13?

Ðîçâ'ÿçîê. Áóäåìî ñêëàäàòè äîáóòêè, êðàòíi 10, ó âèãëÿäi 2 · 5 · n, äå n � âñi
ìîæëèâi äîáóòêè ç ÷èñåë 3, 7, 11, 13. Ó ÷èñëî n ìîæóòü âêëþ÷àòèñÿ âiä 0 äî 4 ìíîæ-
íèêiâ.

Îòæå, âñiõ ìîæëèâèõ äîáóòêiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó, áóäå

C0
4 + C1

4 + C2
4 + C3

4 + C4
4 = 1 +

4!

1!·(4− 1)!
+

4!

2!·(4− 2)!
+

4!

3!·(4− 3)!
+

4!

4!·(4− 4)!
=

= 1 +
4!

1! · 3!
+

4!

2! · 2!
+

4!

3! · 1!
+

4!

4! · 0!
=

= 1 + 4 + 3 + 4 + 1 =

= 13.

Ïðèêëàä 2.3.10. Ñêiëüêè ðiçíèõ äiëüíèêiâ ìà¹ ÷èñëî 2310?

Ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè
2310 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11,

òî éîãî äiëüíèêîì áóäå ëèøå òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ¹ äîáóòêîì ðiçíèõ ÷èñåë ç
ìíîæèíè ÷èñåë

{2, 3, 5, 7, 11},
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âèáèðàþ÷è íå áiëüøå îäíîãî ÷èñëà ç öi¹¨ ìíîæèíè. Ñêëàäåìî âñåìîæëèâi ðiçíi äî-
áóòêè ç öèõ ÷èñåë (âîíè ìiñòÿòü âiä 1-ãî äî 5-è ìíîæíèêiâ) i äîäàìî 1, ÿê äiëüíèê
äàíîãî ÷èñëà.

Îòæå, ÷èñëî 2310 ìà¹

1 + C1
5 + C2

5 + C3
5 + C4

5 + C5
5 = 1 + 5 +

5!

2!·(5− 2)!
+

5!

3!·(5− 3)!
+

5!

4!·(4− 1)!
+ 1 =

= 1 + 5 +
5!

2! · 3!
+

5!

3! · 2!
+

5!

4! · 1!
+ 1 =

= 1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1 =

= 32

äiëüíèêè.

Ïðèêëàä 2.3.11. Ç îôiñó ôiðìè, ó ÿêié ïðàöþ¹ 20 îñiá, ï'ÿòåðî ñïiâðîáiòíèêiâ ìàþòü
¨õàòè ó âiäðÿäæåííÿ. Ñêiëüêè ìîæå áóòè ðiçíèõ ñêëàäiâ öi¹¨ ãðóïè, ÿêùî äèðåêòîð,
éîãî çàñòóïíèê i ñåêðåòàð îäíî÷àñíî ¨õàòè íå ìîæóòü?

Ðîçâ'ÿçîê. Êiëüêiñòü óñiõ ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ ôîðìóâàííÿ ãðóïè ñïiâðîáiòíèêiâ
îôiñó ó âiäðÿäæåííÿ äîðiâíþ¹ C5

20. Ïðîòå íå âñi öi âàðiàíòè ìîæëèâi. Ïiäðàõó¹ìî
êiëüêiñòü âàðiàíòiâ âèáîðó ãðóïè, ÿêi íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ïî¨çäêè ó âiäðÿäæåííÿ.
Ïðè öüîìó òðè âàêàíñi¨ çàéìóòü äèðåêòîð, éîãî çàñòóïíèê i ñåêðåòàð, à ðåøòó äâi
ìîæóòü áóòè ñôîðìîâàíi C2

17 ñïîñîáàìè.

Îòæå, ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ áóäå

C5
20 − C2

17.

Bïðàâà 2.3.17. Ç îôiñó ôiðìè, ó ÿêié ïðàöþ¹ 25 îñiá, ï'ÿòåðî ñïiâðîáiòíèêiâ ìàþòü
¨õàòè ó âiäðÿäæåííÿ. Ñêiëüêè ìîæå áóòè ðiçíèõ ñêëàäiâ öi¹¨ ãðóïè, ÿêùî ìîæå ¨õàòè
íå áiëüøå îäíîãî ÷ëåíà ç êåðiâíèöòâà? Êåðiâíèöòâî îôiñó ñêëàäà¹òüñÿ ç äèðåêòîðà
òà éîãî äâîõ çàñòóïíèêiâ.

Ïðèêëàä 2.3.12. Ó ðå÷îâié ëîòåðå¨ ðîçiãðóþòüñÿ âiñiì ïðåäìåòiâ. Óñüîãî â óðíi 100
êâèòêiâ. Âèéìà¹òüñÿ ï'ÿòü êâèòêiâ. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ¨õ ìîæíà âèéíÿòè òàê, ùîá:

(1) ðiâíî äâà ç íèõ áóëè âèãðàøíèìè;
(2) ïðèíàéìíi äâà ç íèõ áóëè âèãðàøíèìè?

Ðîçâ'ÿçîê.

(1) Äâà âèãðàøíi é òðè íåâèãðàøíi, âiäïîâiäíî, êâèòêè ìîæíà âèáðàòè

C2
8 · C3

92

ñïîñîáàìè.

(2) ßêùî ñåðåä ï'ÿòè êâèòêiâ áóäå äâà âèãðàøíi i òðè íåâèãðàøíi, òî öå ìîæíà
çðîáèòè

C2
8 · C3

92
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ñïîñîáàìè; ÿêùî òðè âèãðàøíi i äâà íåâèãðàøíi, òî öå ìîæíà îòðèìàòè

C3
8 · C2

92

ñïîñîáàìè; ÿêùî ÷îòèðè âèãðàøíié îäèí íåâèãðàøíèé, òî öå ìîæíà îòðèìàòè

C4
8 · C1

92

ñïîñîáàìè; ÿêùî âñi ï'ÿòü êâèòêiâ ¹ âèãðàøíiìè, òî öå ìîæíà îòðèìàòè

C5
8

ñïîñîáàìè.

Çà ïðàâèëîì ñóìè çàãàëüíà êiëüêiñòü ñïîñîáiâ äîðiâíþ¹

C2
8 · C3

92 + C3
8 · C2

92 + C4
8 · C1

92 + C5
8 .

Bïðàâà 2.3.18. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçäiëèòè êîëîäó iç 36 êàðò ïîðiâíó
òàê, ùîá â êîæíié ÷àñòèíi áóëî ïî äâà òóçè?

2.3.6 Ïåðåñòàíîâêè ç ïîâòîðåííÿìè

P (n1, n2, . . . , nk) = Pn(n1, n2, . . . , nk) =
(n1 + n2 + . . .+ nk)!

n1! · n2! · . . . · nk!

Íàãàäà¹ìî ìîäåëi äëÿ ïåðåñòàíîâîê ç ïîâòîðåííÿìè (äèâ. ïiäðîçäië 2.3.2):

1. Íåõàé ìà¹ìî ëiòåðè k òèïiâ i äîñòàòíüî áàãàòî ëiòåð êîæíîãî òèïó. Òîäi
Pn(n1, n2, . . . , nk) � öå êiëüêiñòü ñëiâ, â ÿêèõ ðiâíî nj ëiòåð j-ãî òèïó, j = 1, . . . , n,
n1 + n2 + . . .+ nk = n.

2. Ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i k ðiçíèõ ÿùèêiâ (ïðåäìåòè ïðèáëèçíî îäíàêîâi çà
ðîçìiðîì). Âiäîìî, ùî ïåðøèé ÿùèê âìiùó¹ n1 ïðåäìåò, äðóãèé ÿùèê âìiùó¹
n2 ïðåäìåòè, i ò.ä., k-èé ÿùèê âìiùó¹ nk ïðåäìåòiâ (n1 +n2 + . . .+nk = n). Òîäi
Pn(n1, n2, . . . , nk) � öå êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçìiùåíü ïðåäìåòiâ ó öi ÿùèêè.

Ïðèêëàä 2.3.13. Ñêiëüêè ðiçíèõ �ñëiâ�, ó òîìó ÷èñëi i áåççìiñòîâíèõ, ìîæíà îòðè-
ìàòè, ïåðåñòàâëÿþ÷è ëiòåðè ó ñëîâi ìàòåìàòèêà?

Ðîçâ'ÿçîê. Ëiòåðà ì ïîâòîðþ¹òüñÿ ó äàíîìó ñëîâi äâà ðàçè, ëiòåðà à � òðè ðàçè,
ëiòåðà ò � äâà ðàçè, ëiòåðà å � îäèí ðàç, ëiòåðà è � îäèí ðàç, ëiòåðà ê � îäèí ðàç.
Òîìó ðiçíèõ ñëiâ ìîæíà îòðèìàòè

P10(2, 3, 2, 1, 1, 1) =
10!

2! · 3! · 2! · 1! · 1!
= 151200.

Ïðèêëàä 2.3.14. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîðiâíó ðîçäàòè ÷îòèðüîì ãðàâöÿì
28 êiñòî÷îê äîìiíî?

Ðîçâ'ÿçîê. Øóêàíà êiëüêiñòü ñïîñîáiâ:

P28(7, 7, 7, 7) =
28!

7! · 7! · 7! · 7!
=

28!

(7!)4
.
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Bïðàâà 2.3.19. Ñêiëüêè ðiçíèõ �ñëiâ� ìîæíà îòðèìàòè, ïåðåñòàâëÿþ÷è ëiòåðè â ñëî-
âi àíàíàñ, àíîíñ i íîíñåíñ?

Bïðàâà 2.3.20. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçäiëèòè 15 ïðåäìåòiâ ìiæ òðüîìà
îñîáàìè òàê, ùîá êîæíà îñîáà îòðèìàëè îäíàêîâó êiëüêiñòü ïðåäìåòiâ?

Bïðàâà 2.3.21. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçäiëèòè 20 ôóòáîëüíèõ êîìàíä íà 4
ïiäãðóïè ïî 5 êîìàíä?

Bïðàâà 2.3.22. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîðiâíó ðîçäàòè 4 ãðàâöÿì 36 êàðò?

Bïðàâà 2.3.23. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçñåëèòè 8 ñòóäåíòiâ ó òðè êiìíàòè:
îäíîìiñíó, òðèìiñíó òà ÷îòèðèìiñíó?

Bïðàâà 2.3.24. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçäàòè 14 ÿáëóê 7 õëîï÷èêàì òàê,
ùîá êîæåí ç íèõ îòðèìàâ ðiâíî ïî 2-à ÿáëóêà?

Bïðàâà 2.3.25. Ñêiëüêè ðiçíèõ �ñëiâ� ìîæíà îòðèìàòè, ïåðåñòàâëÿþ÷è ëiòåðè â ñëî-
âi Ìiññiñiïi?

Bïðàâà 2.3.26. Ñêiëüêè ðiçíèõ �ñëiâ�, ó ÿêèõ ëiòåðà ï ñëiäó¹ çðàçó ïiñëÿ ëiòåðè î,
ìîæíà îòðèìàòè, ïåðåñòàâëÿþ÷è ëiòåðè â ñëîâi îïîññóì?

Ïðèêëàä 2.3.15. Ñêiëüêè ðiçíèõ �ñëiâ�, ó ÿêèõ 7 ëiòåð à íå ñòîÿòü îäíî÷àñíî ïîðó÷,
ìîæíà îòðèìàòè, ïåðåñòàâëÿþ÷è ëiòåðè â ñëîâi àáàáàãàëàìàãà?

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî ïåðåñòàâëÿþ÷è ëiòåðè â ñëîâi àáàáàãàëàìàãà, ìîæíà
îòðèìàòè

P13(7, 2, 2, 1, 1) =
13!

7! · 2! · 2! · 1! · 1!
=

13!

7! · 4
âñåìîæëèâèõ ñëiâ. Ç íèõ 7 ëiòåð à ñòîÿòèìóòü îäíî÷àñíî ïîðó÷ ó

P7(1, 2, 2, 1, 1) =
7!

1! · 2! · 2! · 1! · 1!
=

7!

4

ñëîâàõ. Îòæå øóêàíèõ ñëiâ áóäå

P13(7, 2, 2, 1, 1)− P7(1, 2, 2, 1, 1) =
13!

7! · 4
− 7!

4
=

13!− (7!)2

7! · 4
.

Bïðàâà 2.3.27. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ÷åòâåðî þíàêiâ ìîæóòü çàïðîñèòè øåñòåðî
äiâ÷àò äî òàíöþ?

Ïðèêëàä 2.3.16. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçïîäiëèòè 20 ôóòáîëüíèõ êîìàíä
íà îäíàêîâi 4 ãðóïè, ùîá 4-è íàéñèëüíiøi êîìàíäè ãðàëè ó ðiçíèõ ãðóïàõ?

Ðîçâ'ÿçîê. ×îòèðè íàéñèëüíiøi êîìàíäè ìîæíà ðîçïîäiëèòè íà 4 ãðóïè P4 = 4!
ñïîñîáàìè. Îñêiëüêè â êîæíié ãðóïi ìà¹ áóòè 5 êîìàíä, òî çàëèøèëîñÿ ðîçïîäiëèòè
16 êîìàíä â ÷îòèðè ãðóïè ïî ÷îòèðè êîìàíäè. Öå ìîæíà çðîáèòè

P16(4, 4, 4, 4) =
16!

(4!)4

ñïîñîáàìè. Òîäi çà ïðàâèëîì äîáóòêó íàø ðîçïîäië êîìàíä ìîæíà çðîáèòè

P4 · P16(4, 4, 4, 4) = 4! · 16!

(4!)4
=

16!

(4!)3

ñïîñîáàìè.
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Ïðèêëàä 2.3.17. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçñòàâèòè 10 áiëèõ i 10 ÷îðíèõ øà-
øîê íà áiëèõ êëiòèíêàõ øàõîâî¨ äîøêè?

Ðîçâ'ÿçîê. Óñüîãî øàõîâèõ êëiòèíîê ¹ 64, a ç íèõ áiëèõ ðiâíî ïîëîâèíó � 32.
Îòîæ, ìè ìà¹ìî ðîçêëàñòè 10 áiëèõ i 10 ÷îðíèõ øàøîê, à 12 êëiòèíîê çàëèøèòè
âiëüíèìè. Öå ìîæíà çðîáèòè

P32(10, 10, 12) =
32!

10! · 10! · 12!

ñïîñîáàìè.

Bïðàâà 2.3.28. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçêëàñòè 20 êíèæîê íà 5 ïîëè÷îê,
ÿêùî êîæíà ïîëè÷êà ìîæå âìiñòèòè âñi êíèãè òà ïîðÿäîê êíèã íà ïîëè÷öi ìîæå
áóòè äîâiëüíèì?

2.3.7 Ðîçìiùåííÿ ç ïîâòîðåííÿìè

A
k

n = nk

Íàãàäà¹ìî ìîäåëi äëÿ ðîçìiùåíü ç ïîâòîðåííÿìè (äèâ. ïiäðîçäië 2.3.2):

1. Íåõàé ìà¹ìî ëiòåðè k òèïiâ i äîñòàòíüî áàãàòî ëiòåð êîæíîãî òèïó. Òîäi A
k

n �
öå êiëüêiñòü ñëiâ äîâæèíè n, ÿêi ìîæíà ñêëàñòè ç öèõ ëiòåð.

2. Íåõàé ìà¹ìî n ðiçíèõ ïðåäìåòiâ i k ðiçíèõ ÿùèêiâ, ïðè÷îìó êîæåí ÿùèê ìîæå
ìiñòèòè i âñi ïðåäìåòè. Òîäi A

k

n � öå êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ðîçêëàñòè öi ïðåäìåòè
â öi ÿùèêè áåç æîäíèõ îáìåæåíü.

Ïðèêëàä 2.3.18. Êàìåðà ñõîâó ìiñòèòü 5 äèñêiâ, íà êîæåí ç ÿêèõ íàíåñåíî 12 ëiòåð.
Ñåêðåòíå ñëîâî ïðè çàêðèâàííi êàìåðè óòâîðþ¹òüñÿ øëÿõîì íàáîðó íà êîæíîìó ç
äèñêiâ îäíi¹¨ ëiòåðè. ßêó íàéáiëüøó êiëüêiñòü íåâäàëèõ ñïðîá âiäêðèòè êàìåðó ìîæå
çðîáèòè êðàäié, ÿêèé íå çíà¹ ñåêðåòíîãî ñëîâà?

Ðîçâ'ÿçîê. Êîæíå ñåêðåòíå ñëîâî ¹ âïîðÿäêîâàíîþ 5-è âiáiðêîþ ç 12 ëiòåð, òîáòî
¹ ðîçìiùåííÿì ç ïîâòîðåííÿìè ç 12 ïî 5. À òîìó iñíóâàòèìå

A
5

12 = 125 = 248832

ðiçíèõ ñåêðåòíèõ ñëiâ. Îòîæ, â íàéãiðøîìó âèïàäêó êðàäié, ÿêèé íå çíà¹ ñåêðåòíîãî
ñëîâà, ìîæå çðîáèòè

A
5

12 − 1 = 248831

íàéáiëüøó êiëüêiñòü íåâäàëèõ ñïðîá.

Ïðèêëàä 2.3.19. Ó äåÿêié êðà¨íi íåìà¹ äâîõ æèòåëiâ ç îäíàêîâèì íàáîðîì çóáiâ.
ßêîþ ìîæå áóòè ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü æèòåëiâ öi¹¨ êðà¨íè, ÿêùî íàéáiëüøà êiëü-
êiñòü çóáiâ ó ëþäèíè äîðiâíþ¹ 32?

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðèíöèïîì êîäóâàííÿ: ñòàâèìî êîæíîìó çóáó ó âiä-
ïîâiäíiñòü 1, ÿêùî âií ïðèñóòíié ó ðîòîâié ïîðîæíèíi æèòåëÿ, i 0 � ÿêùî âiäñóòíié.
Òîäi êîæåí íàáið çóáiâ áóäå ðîçìiùåííÿì ç ïîâòîðåííÿì iç 2 ïî 32:

A
32

2 = 232 = 4294967296.

Îòîæ, ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü æèòåëiâ öi¹¨ êðà¨íè ìîæå áóòè 4294967296 îñiá.
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Ïðèêëàä 2.3.20. Àâòîìîáiëüíi íîìåðè äåÿêî¨ êðà¨íè ñêëàäàþòüñÿ ç îäíi¹¨, äâîõ àáî
òðüîõ ëiòåð i ÷îòèðüîõ öèôð. Ñêiëüêè ðiçíèõ íîìåðiâ ìîæíà óòâîðèòè, ÿêùî àëôàâiò
öi¹¨ êðà¨íè ìiñòèòü 26 ëiòåð?

Ðîçâ'ÿçîê. Çà óìîâîþ çàäà÷i, ó ðîçãëÿíóòié êðà¨íi ¹ äîïóñòèìè òðè òèïè àâòî-
ìîáiëüíèõ íîìåðiâ:

1) íîìåðè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç òðüîõ ëiòåð i ÷îòèðüîõ öèôð;
2) íîìåðè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ëiòåð i ÷îòèðüîõ öèôð;
3) íîìåðè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç îäíi¹¨ ëiòåðè òà ÷îòèðüîõ öèôð.

Ïiäðàõó¹ìî ñïî÷àòêó êiëüêiñòü âñåìîæëèâèõ íîìåðiâ ïåðøîãî òèïó. Îêðåìî ñôîð-
ìóâàòè 3-ëiòåðíó òà 4-öèôðîâó ñêëàäîâi íîìåðà, î÷åâèäíî, ìîæíà A

3

26 i A
4

10 ñïîñîáà-
ìè, âiäïîâiäíî. Òîäi çà ïðàâèëîì äîáóòêó iñíóâàòèìå

N1 = A
3

26 · A
4

10 = 263 · 104

âñåìîæëèâèõ íîìåðiâ ïåðøîãî òèïó. Àíàëîãi÷íî ìiðêóþ÷è, çíàõîäèìî êiëüêîñòi âñå-
ìîæëèâèõ íîìåðiâ äðóãîãî òà òðåòüîãî òèïiâ:

N2 =A
2

26 · A
4

10 = 262 · 104,

N3 =A
1

26 · A
4

10 = 261 · 104.

Îñòàòî÷íî, çà ïðàâèëîì ñóìè, îòðèìó¹ìî çàãàëüíó êiëüêiñòü âñåìîæëèâèõ àâòî-
ìîáiëüíèõ íîìåðiâ äàíî¨ êðà¨íè:

N = N1 +N2 +N3 =

= A
3

26 · A
4

10 + A
2

26 · A
4

10 + A
1

26 · A
4

10 =

= 263 · 104 + 262 · 104 + 26 · 104 =

= 182780000.

Bïðàâà 2.3.29. Ñêiëüêè iñíó¹ ï'ÿòèçíà÷íèõ íîìåðiâ òåëåôîíó?

Bïðàâà 2.3.30. Ñêiëüêè iñíó¹ øåñòèçíà÷íèõ íîìåðiâ òåëåôîíó?

Bïðàâà 2.3.31. Íåõàé ìíîæèíà A ìiñòèòü k åëåìåíòiâ, à ìíîæèíà B � n åëåìåíòiâ.

1) Ñêiëüêè iñíó¹ âiäîáðàæåíü ç ìíîæèíè A â ìíîæèíó B?
2) Ñêiëüêè iñíó¹ ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ç ìíîæèíè A â ìíîæèíó B?
3) Ñêiëüêè iñíó¹ ái¹êöié ìíîæèíè A (ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ç A â A)?

Bïðàâà 2.3.32. Ó ëiôò 14 ïîâåðõîâîãî áóäèíêó çàéøëî íà ïåðøîìó ïîâåðñi 10 îñiá.
Ñêiëüêîìà íåçàëåæíèìè ñïîñîáàìè âîíè ìîæóòü âèéòè ç ëiôòà?

Bïðàâà 2.3.33. Òðè ëèñòîíîøi ìàþòü ðîçíåñòè 10 ëèñòiâ. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè âîíè
öå ìîæóòü çðîáèòè?

Bïðàâà 2.3.34. Ñêiëüêè öiëèõ ÷èñåë ìåíøèõ çà ìiëüéîí ìîæíà çàïèñàòè çà äîïî-
ìîãîþ öèôð 1, 2, 3?

Bïðàâà 2.3.35. Ñêiëüêè ¹ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìåíøèõ çà 10n, ÿêi íå ìiñòÿòü öèôðó
0?
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2.3.8 Êîìáiíàöi¨ ç ïîâòîðåííÿìè

C
k

n = Ck
n+k−1 =

(n+ k − 1)!

k!(n− 1)!

Íàãàäà¹ìî ìîäåëi äëÿ êîìáiíàöié ç ïîâòîðåííÿìè (äèâ. ïiäðîçäië 2.3.2):

1. Òàêà ìîäåëü íå äà¹ äîáðî¨ iíòåðïðåòàöi¨ äëÿ êîìáiíàöi¨ ç ïîâòîðåííÿì C
k

n ç n

åëåìåíòiâ ïî k, ÿêùî íå áðàòè äî óâàãè, ùî C
k

n � öå êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé
äîâæèíè (n+ k − 1), ç ÿêèõ ðiâíî k îäèíèöü i (n− 1) íóëü.

2. Íåõàé ¹ n ðiçíèõ ÿùèêiâ i k îäíàêîâèõ ïðåäìåòiâ, ïðè÷îìó êîæåí ÿùèê ìîæå
âìiñòèòè òàêîæ âñi öi ïðåäìåòè. Òîäi C

k

n � öå êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçìiùåíü öèõ
k ïðåäìåòiâ ó öi n ÿùèêè.

Ïðèêëàä 2.3.21. Ó ïèðiæêîâié ïðîäàþòüñÿ 10 ñîðòiâ ïèðiæêiâ. Ñêiëüêîìà ñïîñîáà-
ìè ìîæíà êóïèòè 14 ïèðiæêiâ?

Ðîçâ'ÿçîê.Ùîá êóïèòè 14 ïèðiæêiâ, íåîáõiäíî 14 ðàçiâ çðîáèòè âèáið ñîðòó ç 10
ìîæëèâèõ. Ïðè öüîìó ïîðÿäîê âèáîðó íåñóòò¹âèé òà ïðè âèáîði ìîæíà ïîâòîðþâà-
òèñÿ. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè 14 > 10, òî ïîâòîðåííÿ áóäóòü ãàðàíòîâàíi. Òîäi êîæåí
ñïîñiá ïîêóïêè 14 ïèðiæêiâ áóäå íåâïîðÿäêîâàíîþ 14-âèáiðêîþ ç ïîâòîðåííÿìè ç 10,
òîáòî áóäå êîìáiíàöi¹þ ç ïîâòîðåííÿìè ç 10 ïî 14, à òîìó iñíó¹

C
14

10 = C14
23 =

23!

14! · 9!

ðiçíèõ ñïîñîáiâ êóïèòè ïèðiæêè.

Ïðèêëàä 2.3.22. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçêëàñòè ó 4 êîðîáêè 10 áiëèõ, 15
ãîëóáèõ i 8 çåëåíèõ êóëüîê? Êóëüêè îäíàêîâîãî êîëüîðó ââàæàþòüñÿ îäíàêîâèìè.

Ðîçâ'ÿçîê. Êóëüêè ìîæíà ðîçêëàñòè îêðåìî ó 4 êîðîáêè:

� 10 áiëèõ êóëüîê � C
10

4 = C10
13 =

13!

10! · 3!
ñïîñîáàìè;

� 15 ãîëóáèõ êóëüîê � C
15

4 = C15
18 =

18!

15! · 3!
ñïîñîáàìè;

� 8 çåëåíèõ êóëüîê � C
8

4 = C8
11 =

11!

8! · 3!
ñïîñîáàìè.

Îñêiëüêè äîâiëüíèé âèáið áiëèõ êóëüîê ìîæíà ïî¹íóâàòè ç äîâiëüíèì âèáîðîì ãîëó-
áèõ i ç äîâiëüíèì âèáîðîì çåëåíèõ êóëüîê, òî çà ïðàâèëîì äîáóòêó îòðèìó¹ìî, ùî
iñíó¹

C
10

4 · C
15

4 · C
8

4 = C10
13 · C15

18 · C8
11 =

13!

10! · 3!
· 18!

15! · 3!
· 11!

8! · 3!

øóêàíèõ ñïîñîáiâ ðîçïîäiëó êóëüîê.

Ïðèêëàä 2.3.23. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçêëàñòè ó 5 êîðîáîê 15 îäíàêîâèõ
êóëüîê òàê, ùîá æîäíà êîðîáêà íå áóëà ïîðîæíüîþ?

Ðîçâ'ÿçîê. Âèáåðåìî 5 êóëüîê i ðîçêëàäåìî ¨õ ïî îäíié ó 5 êîðîáîê. Îñêiëüêè
êóëüêè îäíàêîâi, òî öå ìîæíà çðîáèòè îäíèì ñïîñîáîì.
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Ó íàñ çàëèøèëîñÿ 10 îäíàêîâèõ êóëüîê, ÿêi òðåáà ðîçêëàñòè ó 5 êîðîáîê. À öå
ìîæíà çðîáèòè

C
10

5 = C10
14 =

14!

10! · 4!
=

11 · 12 · 13 · 14

2 · 3 · 4
= 11 · 13 · 7 = 1001

ñïîñîáîì.

Bïðàâà 2.3.36. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçïîäiëèòè 6 îäíàêîâèõ ïàïîê ó 3
øóõëÿäè ñòîëà, ÿêùî êîæíà øóõëÿäà ìîæå âìiñòèòè âñi ïàïêè?

Bïðàâà 2.3.37. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà êóïèòè 8 òiñòå÷îê ó ïåêàðíi, äå ¹ 6
ðiçíèõ ñîðòiâ?

Bïðàâà 2.3.38. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ïîêëàñòè 25 îäíàêîâèõ êóëüîê ó 12
êîðîáîê?

Bïðàâà 2.3.39. Ó ïîøòîâîìó âiääiëåííi ïðîäàþòü 20 ðiçíèõ ëèñòiâîê.

1) Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà êóïèòè 13 ðiçíèõ ëèñòiâîê?
2) Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà êóïèòè 13 ëèñòiâîê?
3) Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè 13 ïîêóïöiâ ìîæóòü êóïèòè ïî îäíié ëèñòiâöi?

Bïðàâà 2.3.40. Ïîðàõóâàòè âñi êîñòi äîìiíî, ÿê êîìáiíàöi¨ ç ïîâòîðåííÿìè ç 7 åëå-
ìåíòiâ ïî 2.

Bïðàâà 2.3.41. Ñêiëüêè êîñòåé äîìiíî ìîæíà óòâîðèòè ç ÷èñåë 0, 1, 2, . . . , n.

2.3.9 Ôîðìóëà Ïàñêàëÿ òà òðèêóòíèê Ïàñêàëÿ

Êîìáiíàöi¨ ïî¹äíó¹ ôîðìóëà Ïàñêàëÿ (äèâ. ðiâíiñòü (2.13)).

Òåîðåìà 2.3.24. Äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n i k, k 6 n, âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü

Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n . (2.13)

Äîâåäåííÿ. Çà ôîðìóëîþ (2.10) ìà¹ìî

Ck
n + Ck−1

n =
n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
=

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
·
(

1

k
+

1

n− k + 1

)
=

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
· n− k + 1 + k

k(n− k + 1)
=

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
· n+ 1

k(n+ 1− k)
=

=
(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
=

= Ck
n+1,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
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Ðiâíiñòü (2.13) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ïàñêàëÿ.

Ç ôîðìóëè (2.13) âèïëèâà¹ ïðîñòèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ êîìáiíàöié Ck
n, ÿêi ùå íà-

çèâàþòü áiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Öåé ñïîñiá íàçèâà¹òüñÿ òðèêóòíèêîì Ïà-
ñêàëÿ.

Íà ðèc. 2.4 êîæíå ÷èñëî, êðiì êðàéíiõ îäèíèöü, äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ ÷èñåë, ÿêi

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ðèñ. 2.4: Òðèêóòíèê Ïàñêàëÿ

ñòîÿòü íàä íèì. Îñêiëüêè C0
n = Cn

n äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òî ç ôîð-
ìóëè Ïàñêàëÿ âèïëèâà¹, ùî n-ðÿäîê òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ ñêëàäåíèé ç ÷èñåë Ck

n,
k = 0, 1, . . . , n.

2.3.10 Áiíîì Íüþòîíà. Ïîëiíîìiàëüíà òåîðåìà

Òåîðåìà 2.3.25. Íåõàé A � n-åëåìåíòíà ìíîæèíà. Òîäi |P(A)| = 2n.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìó äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äëÿ n = 1, î÷åâèäíî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ. Ñïðàâäi, îäíîåëåìåí-
òíà ìíîæèíà A = {a} ìà¹ ëèøå äâi ïiäìíîæèíè: ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅ i ñàìó ñåáå
{a}.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k: ìíîæèíà, ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç k åëåìåíòiâ ìà¹ 2k âñåìîæëèâèõ ïiäìíîæèí.

Äîâåäåìî, ùî ç íàøîãî ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ n = k+ 1:
ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç k + 1 åëåìåíòà ìà¹ 2k+1 âñåìîæëèâèõ ïiäìíîæèí.

Íåõàé
A = {a1, a2, . . . , ak, ak+1}

� ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç k + 1 åëåìåíòà.

Äîâiëüíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè A ìîæíà îòðèìàòè îäíèì ç òàêèõ äâîõ ñïîñîáiâ:
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1. Ðîçãëÿäà¹ìî âñi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè

A0 = {a1, a2, . . . , ak} ,

ÿêà ìà¹ k åëåìåíòiâ. Âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A0 çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨
áóäå 2k , i öå áóäóòü óñi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A, ÿêi íå ìiñòÿòü åëåìåíòà ak+1.

2. Êîæíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè A0 îá'¹äíó¹ìî ç ìíîæèíîþ {ak+1}. I öå áóäóòü óñi
âñåìîæëèâi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A, ÿêi ìiñòÿòü åëåìåíò ak+1. Òàêèõ ìíîæèí
áóäå ðiâíî 2k.

Îòæå, âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè A áóäå

2k + 2k = 2 · 2k = 2k+1,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 2.3.26. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

C0
n + C1

n + C2
n + · · ·+ Cn

n = 2n. (2.14)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ÷èñëî Ck
n � öå êiëüêiñòü k-åëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨

ìíîæèíè, òî ñóìà â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.14) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âñiõ ïiäìíîæèí
n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè. Çà òåîðåìîþ 2.3.25 öÿ ñóìà äîðiâíþ¹ 2n.

Ðiâíiñòü (2.14) ìîæíà çàïèñàòè â áiëüø êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

n∑
k=0

Ck
n = 2n. (2.15)

Íàãàäà¹ìî, ùî äâî÷ëåí a+b íàçèâà¹òüñÿ áiíîìîì. Çi øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè
âiäîìî, ùî

(a+ b)0 = 1, ÿêùî a+ b > 0;

(a+ b)1 = 1 · a+ 1 · b;
(a+ b)2 = (a+ b)1 · (a+ b) = 1 · a2 + 2 · ab+ 1 · b2;
(a+ b)3 = (a+ b)2 · (a+ b) = 1 · a3 + 3 · a2b+ 3 · ab2 + 1 · b3;
(a+ b)4 = (a+ b)3 · (a+ b) = 1 · a4 + 4 · a3b+ 6 · a2b2 + 4 · ab3 + 1 · b4.

Àíàëiçóþ÷è öi ôîðìóëè, ëåãêî ïîìiòèòè, ùî êîåôiöi¹íòè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâ-
íîñòåé äîðiâíþþòü ÷èñëàì iç âiäïîâiäíèõ ðÿäêiâ òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ (äèâ. ðèc. 2.4).
Öåé çáiã íå ¹ âèïàäêîâèì.

Òåîðåìà 2.3.27. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ C2
na

n−2b2 + · · ·+ Cn
nb

n. (2.16)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìó äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äëÿ n = 1, î÷åâèäíî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ. Ñïðàâäi,

(a+ b)1 = 1 · a+ 1 · b = C0
1 · a+ C1

1 · b.
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Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k: ðiâíiñòü (2.16)
ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n = k, òîáòî

(a+ b)k = C0
ka

k + C1
ka

k−1b+ C2
ka

k−2b2 + · · ·+ Ck
k b
k.

Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = k + 1. Ñïðàâäi,

(a+ b)k+1 = (a+ b)k · (a+ b) =

=
(
C0
ka

k + C1
ka

k−1b+ C2
ka

k−2b2 + · · ·+ Ck
k b
k
)
· (a+ b) =

= C0
ka

k+1 + C1
ka

kb+ C2
ka

k−1b2 + · · ·+ Ck
kab

k+

+ C0
ka

kb+ C1
ka

k−1b2 + C2
ka

k−2b3 + · · ·+ Ck
k b
k+1 =

= C0
ka

k+1 + (C1
k + C0

k)akb+ (C2
k + C1

k)ak−1b2 + · · ·+
+ (Ck

k + Ck−1
k )abk + Ck

k b
k+1.

Äàëi ñêîðèñòàâøèñü ðiâíîñòÿìè

C0
k = C0

k+1 = 1 i Ck
k = Ck+1

k+1 = 1

òà ôîðìóëîþ Ïàñêàëÿ
Ci
k+1 = Ci

k + Ci−1
k ,

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

(a+ b)k+1 = C0
k+1a

k+1 + C1
k+1a

kb+ C2
k+1a

k−1b2 + · · ·+ Ck+1
k+1b

k+1,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ôîðìóëà (2.16) ðîçêëàäó ñòåïåíÿ äâî÷ëåíà ó âèãëÿäi ñóìè îäíî÷ëåíiâ

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ C2
na

n−2b2 + · · ·+ Cn
nb

n.

íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ áiíîìà Íüþòîíà. Êîåôiöi¹íòè Ck
n íàçèâàþòüñÿ áiíîìiàëüíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè.

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ çíàêîì ñóìè, òî ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà (2.16) ìîæíà çà-
ïèñàòè òàê:

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk.

Ïðèêëàä 2.3.28. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

n∑
k=0

(−1)kCk
n = C0

n − C1
n + C2

n − C3
n + · · ·+ (−1)nCn

n = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïiäñòàâèâøè ó ðiâíiñòü (2.16) çíà÷åííÿ a = 1 i b = −1, îòðèìà¹ìî

0 = (1− 1)n =

=
n∑
k=0

Ck
n · 1n−k · (−1)k =

=
n∑
k=0

(−1)kCk
n = C0

n − C1
n + C2

n − C3
n + · · ·+ (−1)nCn

n .
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Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôîðìóëè áiíîìà Íüþòîíà

1. Ðîçêëàä n-ãî ñòåïåíÿ áiíîìà (2.16) ìiñòèòü n+ 1 ÷ëåí.

2. Ïîêàçíèêè ñòåïåíÿ ïðè a ñïàäàþòü âiä n äî 0, a ïîêàçíèêè ñòåïåíÿ ïðè b çðîñ-
òàþòü âiä 0 äî n. Ñóìà ïîêàçíèêiâ ñòåïåíiâ ïðè a òà b ó êîæíîìó ÷ëåíi ðîçêëàäó
äîðiâíþ¹ n.

3. Áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó � öå ÷èñëà, ÿêi ñòîÿòü ó n-ìó ðÿäêó òðè-
êóòíèêà Ïàñêàëÿ. Êîåôiöi¹íòè ÷ëåíiâ, ðiâíîâiääàëåíèõ âiä êiíöiâ, ðiâíi ìiæ
ñîáîþ.

4. ßêùî ïîêàçíèê ñòåïåíÿ áiíîìà � ïàðíå ÷èñëî, òî áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò
ñåðåäíüîãî ÷ëåíà ¹ íàéáiëüøèì; ÿêùî æ ïîêàçíèê ñòåïåíÿ áiíîìà � íåïàðíå
÷èñëî, òî áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè äâîõ ñåðåäíiõ ÷ëåíiâ ðiâíi ìiæ ñîáîþ i ¹ íàé-
áiëüøèìè.

5. (k + 1)-é ÷ëåí ðîçêëàäó Tk+1 âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Tk+1 = Ck
na

n−kbk,

äå k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

6. Ïåðøèé áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò äîðiâíþ¹ 1, äðóãèé � n (ïîêàçíèê ñòåïåíÿ
áiíîìà). Ùîá çíàéòè êîæíèé íàñòóïíèé êîåôiöi¹íò, ïîòðiáíî áiíîìiàëüíèé êîå-
ôiöi¹íò ïîïåðåäíüîãî ÷ëåíà ïîìíîæèòè íà ïîêàçíèê a öüîãî ÷ëåíà i çíàéäåíèé
äîáóòîê ïîäiëèòè íà ÷èñëî, ÿêå âiäïîâiäà¹ ïîðÿäêîâîìó íîìåðó ÷ëåíà, áiíîìi-
àëüíèé êîåôiöi¹íò ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ, òîáòî

Ck
n = Ck−1

n · n− (k − 1)

k
, 1 6 k + 1 6

[
n+ 2

2!

]
.

7.
n∑
k=0

Ck
n = 2n äëÿ äîâiëüíèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë n i k, n 6 k.

8. Ñóìà áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó, ÿêi ðîçìiùåííi íà ïàðíèõ ìiñöÿõ,
äîðiâíþ¹ ñóìi êîåôiöi¹íòiâ ÷ëåíiâ ðîçêëàäó, ÿêi ðîçìiùåíi íà íåïàðíèõ ìiñöÿõ,
òîáòî

C0
n + C2

n + C4
n + · · · = C1

n + C3
n + C5

n + · · · .

Ïðèêëàä 2.3.29. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

n∑
k=0

23n−2kCk
n = 10n.

Ðîçâ'ÿçîê. Çðîáèâøè âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ òà ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ
(2.16), îòðèìó¹ìî

n∑
k=0

23n−2kCk
n =

n∑
k=0

23n−3k+kCk
n =
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=
n∑
k=0

23(n−k)2kCk
n =

=
n∑
k=0

(23)n−k2kCk
n =

= (23 + 2)n =

= 10n.

Îòæå, øóêàíà ðiâíiñòü îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì áåçïîñåðåäíüî¨ ïiäñòàíîâêè ó ôîðìóëó
áiíîìà Íüþòîíà (2.16) çíà÷åíü a = 23 i b = 2.

Ïðèêëàä 2.3.30. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

n∑
k=0

kCk
n = C1

n + 2C2
n + · · ·+ nCn

n = n · 2n−1.

Ðîçâ'ÿçîê. Ââåäåìî ó ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà (2.16) çìiííó, ïðèéíÿâøè b = x:

(a+ x)n = C0
na

n + C1
na

n−1x+ C2
na

n−2x2 + · · ·+ Cn
nx

n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kxk.

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíè öèõ ðiâíîñòi ïî x, îòðèìà¹ìî

n(a+ x)n−1 = C1
na

n−1 + 2C2
na

n−2x+ · · ·+ nCn
nx

n−1 =
n∑
k=1

kCk
na

n−kxk−1.

Ïîêëàäàþ÷è â îñòàííié ðiâíîñòi a = 1 i x = 1, î÷åâèäíî, ùî îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

n∑
k=0

kCk
n = C1

n + 2C2
n + · · ·+ nCn

n = n · 2n−1.

Ïðèêëàä 2.3.31. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

n∑
k=0

(2k + 1)Ck
n = C0

n + 3C1
n + 5C2

n + 7C3
n + · · ·+ (2n+ 1)Cn

n = (n+ 1) · 2n.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ

n∑
k=0

Ck
n = 2n

òà äîâåäåíîþ ðiâíiñòþ
n∑
k=0

kCk
n = n · 2n−1

ó ïðèêëàäi 2.3.30, âèêîíà¹ìî òàêi ïåðåòâîðåííÿ

n∑
k=0

(2k + 1)Ck
n =

n∑
k=0

(
2kCk

n + Ck
n

)
=
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=
n∑
k=0

2kCk
n +

n∑
k=0

Ck
n =

= 2 ·
n∑
k=0

kCk
n +

n∑
k=0

Ck
n =

= 2 · n · 2n−1 + 2n

= (n+ 1) · 2n.

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó ðiâíiñòü

n∑
k=0

(2k + 1)Ck
n = C0

n + 3C1
n + 5C2

n + 7C3
n + · · ·+ (2n+ 1)Cn

n = (n+ 1) · 2n.

Ïðèêëàä 2.3.32. Äîâåäiòü ðiâíiñòü

n∑
k=0

1

k + 1
Ck
n = C0

n +
1

2
C1
n +

1

2
C3
n + · · ·+ 1

n+ 1
Cn
n =

1

n+ 1
·
(
2n−1 − 1

)
.

Ðîçâ'ÿçîê. Ââåäåìî ó ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà (2.16) çìiííó, ïðèéíÿâøè b = x:

(a+ x)n = C0
na

n + C1
na

n−1x+ C2
na

n−2x2 + · · ·+ Cn
nx

n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kxk.

Ïðîiíòåãðó¹ìî ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíè öèõ ðiâíîñòi ïî x â ìåæàõ âiä c äî d:

d∫
c

(a+ x)n dx =

d∫
c

n∑
k=0

Ck
na

n−kxk dx =

=
n∑
k=0

Ck
na

n−k

d∫
c

xk dx =

=
n∑
k=0

Ck
na

n−k

(
1

k + 1
xk+1

∣∣∣∣d
c

)
=

=
n∑
k=0

Ck
na

n−k 1

k + 1

(
dk+1 − ck+1

)
.

Ïiäñòàâèâøè â ðiâíiñòü

n∑
k=0

Ck
na

n−k 1

k + 1

(
dk+1 − ck+1

)
=

d∫
c

(a+ x)n dx,

a = 1, d = 1 i c = 0, îòðèìó¹ìî

n∑
k=0

1

k + 1
Ck
n =

1∫
0

(1 + x)n dx =
1

n+ 1
(1 + x)n+1

∣∣∣∣1
0

=
1

n+ 1
·
(
2n−1 − 1

)
.
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Ïðèêëàä 2.3.33. Çíàéäiòü ñåðåäíié ÷ëåí ðîçêëàäó áiíîìà(
3
√
x− 1√

x

)12

.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà óìîâîþ ìà¹ìî, ùî a = 3
√
x = x

1
3 , b = − 1√

x
= −x− 1

2 i n = 12. Òîäi

áiíîìiàëüíèé ðîçêëàä ìiñòèòèìå n+ 1 = 13 äîäàíêiâ i ñåðåäíiì ÷ëåíîì áóäå ñüîìèé,
ÿêèé äîðiâíþ¹:

T7 = T6+1 = C6
12a

12−6b6 = C6
12a

6b6 = C6
12

(
x

1
3

)6 (
−x−

1
2

)6
= C6

12x
2x−3 = C6

12x
−1 =

924

x
.

Ïðèêëàä 2.3.34. Çíàéäiòü ÷ëåí ðîçêëàäó áiíîìà(
x
√
x+

1
3
√
x

)n
,

ÿêèé ìiñòèòü x5, ÿêùî ñóìà âñiõ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðîçêëàäó äîðiâíþ¹
128.

Ðîçâ'ÿçîê. Çà óìîâîþ ìà¹ìî, ùî a = x
√
x = x

3
2 , b =

1
3
√
x

= x−
1
3 i 2n = 128. Ç

îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî n = 7. Òîäi çàãàëüíèé ÷ëåí ðîçêëàäó ìàòèìå âèãëÿä:

Tk+1 = Ck
7a

7−kbk = Ck
7

(
x

3
2

)7−k (
x−

1
3

)k
= Ck

7 x
3(7−k)

2
− k

3 , k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ
3(7− k)

2
− k

3
= 5,

9(7− k)− 2k = 30,

63− 9k − 2k = 30,

îòðèìó¹ìî, ùî k = 3. Îòæå, øóêàíèì ¹ ÷åòâåðòèé ÷ëåí, ÿêèé ìà¹ âèãëÿä

T4 = C3
7 x

5 = 35x5.

Bïðàâà 2.3.42. Äîâåäiòü ðiâíîñòi:

1)
n∑
k=0

2kCk
n = 3n;

2)
2n∑
k=0

(−1)k10kCk
2n = 81n;

3)
n∑
k=1

(−1)k−1kCk
n = 0;

4)
n∑
k=2

k(k − 1)Ck
n = n(n− 1)2n−2;

5)
n∑
k=0

k2Ck
n = n(n+ 1)2n−2;
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6)
n∑
k=0

(−1)k
1

k + 1
Ck
n =

1

n+ 1
.

Bïðàâà 2.3.43. Ñóìà áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó áiíîìà(
x2 +

1

x

)n
äîðiâíþ¹ 1024. Çíàéäiòü ÷ëåí ðîçêëàäó, ÿêèé ìiñòèòü x11.

Bïðàâà 2.3.44. Çíàéäiòü çíà÷åííÿ x ó ðîçêëàäi áiíîìà (1 + x2)
12, ÿêùî ðiçíèöÿ ìiæ

òðåòiì i äðóãèì ÷ëåíàìè ðîçêëàäó äîðiâíþ¹ 54.

Bïðàâà 2.3.45. Çíàéäiòü çíà÷åííÿ x ó ðîçêëàäi áiíîìà(
1

7
√
x2

+ xlg
√
x

)9

,

ÿêùî òðåòié ÷ëåí ðîçêëàäó äîðiâíþ¹ 36000.

Iñààê Íüþòîí âïåðøå ïîêàçàâ, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ x i α, äå |x| < 1, ñïðàâä-
æó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(1+x)α = 1+
α

1!
x+

α(α−1)

2!
x2+

α(α−1)(α−2)

3!
x3+· · ·+α(α−1) . . . (α−(k−1))

k!
xk+· · · .

Çâiäñè âèïëèâà¹ ôîðìóëà, ÿêà âèðàæà¹ íàáëèæåíó ðiâíiñòü

(1 + x)α ≈ 1 + αx (2.17)

äå |x| < 1 i α � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî.

Ó ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà

(x+ a)n =
n∑
k=0

Ck
nx

n−kak

ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Îòðèìà¹ìî

(x+ a)n =
n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
xn−kak,

àáî

(x+ a)n =
∑
k+l=n

n!

k!l!
xn−kak, (2.18)

äå ïiäñóìîâóâàííÿ ïîøèðþ¹òüñÿ íà âñi ìîæëèâi ñèñòåìè öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü
k i l, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó k + l = n.

Óçàãàëüíåííÿì ôîðìóëè áiíîìà Íüþòîíà (2.16), ¹ ôîðìóëà ïiäíåñåííÿ äî n-ãî
ñòåïåíÿ ñóìè

x1 + x2 + · · ·+ xm.
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Òåîðåìà 2.3.35. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(x1 + x2 + · · ·+ xm)n =
∑

α1+α2+...+αm=n

n!

α1! · α2! · . . . · αm!
xα1
1 x

α2
2 · . . . · xαm

m .

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî, ùî n-èé ñòåïiíü ñóìè x1 + x2 + · · ·+ xm ¹ äîáóòêîì n ñïiâìíîæ-
íèêiâ:

x1 + x2 + · · ·+ xm

x1 + x2 + · · ·+ xm

· · · · · · · · · · · · · · ·
x1 + x2 + · · ·+ xm.

Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè öåé äîáóòîê, ïîòðiáíî êîæíèé äîäàíîê ïåðøîãî ìíîæ-
íèêà ïîìíîæèòè íà êîæåí äîäàíîê äðóãîãî ìíîæíèêà, êîæåí iç çíàéäåíèõ äîáóòêiâ
ïîìíîæèòè íà êîæåí äîäàíîê òðåòüîãî ìíîæíèêà i ò.ä., à ïîòiì äîäàòè óñi çíàéäåíi
äîáóòêè.

ßêùî ç ïåðøîãî ìíîæíèêà ìè âiçüìåìî äîäàíîê xi1 , ç äðóãîãî xi2 , i ò.ä., ç n-ãî �
xin , äå êîæåí ç iíäåêñiâ i1, i2, . . . , in ìîæå äîðiâíþâàòè áóäü-ÿêîìó ç ÷èñåë 1, 2, . . . ,m,
òî îòðèìà¹ìî òàêèé ÷ëåí äîáóòêó

xi1xi2 . . . xin . (2.19)

Î÷åâèäíî, ùî êîæíîìó ÷ëåíó xi1xi2 . . . xin âiäïîâiäà¹ ðîçìiùåííÿ ç ïîâòîðåííÿìè
ç m åëåìåíòiâ x1, x2, . . . , xm ïî n åëåìåíòiâ i, íàâïàêè, êîæíîìó òàêîìó ðîçìiùåííþ
âiäïîâiäà¹ îäèí ÷ëåí (2.19). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü âñiõ ÷ëåíiâ (2.19) äîðiâíþ¹
êiëüêîñòi ðiçíèõ ðîçìiùåíü ç ïîâòîðåííÿìè ç m åëåìåíòiâ ïî n, òîáòî mn.

Àëå íå âñi öi mn ÷ëåíè ðiçíi. ×ëåíè, â êîæíîìó ç ÿêèõ x1 ïîâòîðþ¹òüñÿ α1 ðàç,
x2 ïîâòîðþ¹òüñÿ α2 ðàç, i ò.ä., xm ïîâòîðþ¹òüñÿ αm ðàç (α1 + α2 + . . . + αm = n), ¹
ïîäiáíèìè.

Êîæåí òàêèé ÷ëåí âiäïîâiäà¹ ïåðåñòàíîâöi ç ïîâòîðåííÿìè xi1xi2 . . . xin ïîðÿäêó n,
â ÿêié åëåìåíòè x1, x2, . . . , xm ïîâòîðþþòüñÿ âiäïîâiäíî α1, α2, . . . , αm ðàç, i íàâïàêè,
êîæíà òàêà ïåðåñòàíîâêà âiäïîâiäà¹ ëèøå îäíîìó ç öèõ ïîäiáíèõ ÷ëåíiâ.

Îòæå, êiëüêiñòü âñiõ ïîäiáíèõ ÷ëåíiâ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê ç
ïîâòîðåííÿìè ïîðÿäêó n = α1 + α2 + . . . + αm, â ÿêèõ åëåìåíòè x1, x2, . . . , xm ïîâòî-

ðþþòüñÿ âiäïîâiäíî α1, α2, . . . , αm ðàç, òîáòî äîðiâíþ¹ ÷èñëó
n!

α1! · α2! · . . . · αm!
.

Òîäi êîæåí ÷ëåí xα1
1 x

α2
2 · . . . · xαm

m , äå α1 + α2 + . . .+ αm = n, âõîäèòü äî ðîçêëàäó

(x1 + x2 + · · ·+ xm)n ç êîåôiöi¹íòîì
n!

α1! · α2! · . . . · αm!
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(x1 + x2 + · · ·+ xm)n =
∑

α1+α2+...+αm=n

n!

α1! · α2! · . . . · αm!
xα1
1 x

α2
2 · . . . · xαm

m ,

äå ïiäñóìîâóâàííÿ ïîøèðþ¹òüñÿ íà áóäü-ÿêi ñèñòåìè öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü
α1, α2, . . . , αm, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó α1 + α2 + . . . + αm = n, ùî i òðåáà áóëî
äîâåñòè.
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Îçíà÷åííÿ 2.3.36. Êîåôiöi¹íòè

n!

α1! · α2! · . . . · αm!
,

ç ÿêèìè ÷ëåíè xα1
1 x

α2
2 ·. . .·xαm

m âõîäÿòü äî ðîçêëàäó (x1 + x2 + · · ·+ xm)n, íàçèâàþòüñÿ
ïîëiíîìiàëüíèìè.

Ïðèêëàä 2.3.37. Îá÷èñëiòü íàáëèæåíå çíà÷åííÿ 4
√

1,004.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.17) äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ:

4
√

1,004 = 4
√

1 + 0,004 = (1 + 0,004)
1
4 ≈ 1 +

1

4
· 0,004 = 1,001.

Ïðèêëàä 2.3.38. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ (x1 + x2 + x3 + x4)
3.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 2.3.35:

(x1 + x2 + x3 + x4)
3 =

3!

3!0!0!0!
x31 +

3!

0!3!0!0!
x32 +

3!

0!0!3!0!
x33 +

3!

0!0!0!3!
x34+

+
3!

2!1!0!0!
x21x2 +

3!

2!0!1!0!
x21x3 +

3!

2!0!0!1!
x21x4+

+
3!

1!2!0!0!
x1x

2
2 +

3!

0!2!1!0!
x22x3 +

3!

0!2!0!1!
x22x4+

+
3!

1!0!2!0!
x1x

2
3 +

3!

0!1!2!0!
x2x

2
3 +

3!

0!0!2!1!
x23x4+

+
3!

1!0!0!2!
x1x

2
4 +

3!

0!1!0!2!
x2x

2
4 +

3!

0!0!1!2!
x3x

2
4+

+
3!

1!1!1!0!
x1x2x3 +

3!

1!1!0!1!
x1x2x4 +

3!

1!0!1!1!
x1x3x4+

+
3!

0!1!1!1!
x2x3x4 =

= x31 + x32 + x33 + x34+

+ 3(x21x2 + x21x3 + x21x4 + x1x
2
2 + x22x3 + x22x4+

+ x1x
2
3 + x2x

2
3 + x23x4 + x1x

2
4 + x2x

2
4 + x3x

2
4)+

+ 6(x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4).



Ðîçäië 3

Òåîðiÿ ãðàôiâ

3.1 Iñòîðè÷íèé îãëÿä. Òèïîâi çàäà÷i

Òåîðiÿ ãðàôiâ çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ àíàëiçó ôóíêöiîíóâàííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì, òàêèõ
ÿê ìåðåæi çàëiçíè÷íèõ äîðiã, òåëåôîííi àáî êîìï'þòåðíi ìåðåæi, iðèãàöiéíi ñèñòåìè.
Òåîðiÿ ãðàôiâ ¹ òðàäèöiéíèì åôåêòèâíèì àïàðàòîì ôîðìàëiçàöi¨ çàäà÷ åêîíîìi÷íî¨
òà ïëàíîâî-âèðîáíè÷î¨ ïðàêòèêè, çàñòîñîâó¹òüñÿ â àâòîìàòèçàöi¨ óïðàâëiííÿ âèðîá-
íèöòâîì, ó êàëåíäàðíîìó òà ìåðåæåâîìó ïëàíóâàííi. Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì òåîði¨ ãðà-
ôiâ ¹ ãðàô.

Ïðèéíÿòî ïîâ'ÿçóâàòè çàðîäæåííÿ òåîði¨ ãðàôiâ ÿê ìàòåìàòè÷íî¨ äèñöèïëiíè ç
ïðàöåþ Ëåîíàðäà Îéëåðà (Leonhard Euler, 1707�1783) 1736 ðîêó, ó ÿêié çíàéäåíî
óìîâó iñíóâàííÿ â çâ'ÿçíîìó ãðàôi öèêëó, ùî ìiñòèòü âñi ðåáðà ãðàôà áåç ïîâòî-
ðåíü. Òàêèé öèêë òåïåð íàçèâà¹òüñÿ îéëåðîâèì. ßê ïîêàçó¹ ïðîñòèé ïðèêëàä (äèâ.
ðèñ. 3.1), iñíóþòü ãðàôè, ÿêi íå ¹ îéëåðîâèìè öèêëàìè.

x1 x2

Ðèñ. 3.1: Íå îéëåðiâ ãðàô

Ïåðøîäæåðåëîì çàäà÷i ïðî îéëåðiâ öèêë ñàì Îéëåð íàçèâà¹ âiäîìó ãîëîâîëîìêó
ïðî Êüîíi ñáåð ñüêi ìîñòè (äèâ. ðèñ. 3.2). Ìiñòî Êüîíi ñáåð  ó Ñõiäíié Ïðóññi¨ áóëî
íà áåðåãàõ ði÷êè Ïðåãîëÿ, ðóêàâè ÿêî¨ äiëèëè ìiñòî íà ÷îòèðè ÷àñòèíè, â òîìó ÷èñëi
é äâà îñòðîâè �� Êíàéïãîô i Ëîìçå, ùî ïî¹äíóâàëèñÿ ñiìîìà ìîñòàìè: Áàêàëiéíèì,
Çåëåíèì, Ãíî¹âèì, Êóçåííèì, Äåðåâ'ÿíèì, Âèñîêèì i Ìåäîâèì.

Íåîáõiäíî áóëî çíàéòè òàêèé ìàðøðóò ÷åðåç ìiñòî, ùîá ïðîéòè âñi ñiì ìîñòiâ i
êîæíèì ìîñòîì ïðîéòè ðiâíî îäèí ðàç. Íà îñòðiâ íå ìîæíà áóëî ïîòðàïèòè iíàêøå
ÿê ÷åðåç ìiñò, i êîæåí ç ìîñòiâ ìàâ áóòè ïðîéäåíèì çà îäèí ðàç (òîáòî íå ìîæíà áóëî
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Ðèñ. 3.2: Ìàïà Êüîíi ñáåð à â ÷àñè Îéëåðà iç çîáðàæåííÿì ðîçòàøóâàííÿ ñiìîõ ìîñ-
òiâ, ïiäñâi÷åíi ìîñòè òà ði÷êà Ïðåãîëÿ

ïðîéòè íà ñåðåäèíó ìîñòó i ïîâåðíóòèñÿ íàçàä, à ïîòiì ç iíøîãî áåðåãà ïðîéòè äðóãó
ïîëîâèíó). Îéëåð äîâiâ, ùî ðîçâ'ÿçêó íå iñíó¹.

Iäåÿ Îéëåðà

Ïî-ïåðøå, Îéëåð îñÿãíóâ, ùî âèáið ìàðøðóòó âñåðåäèíi êîæíî¨ ç äiëÿíîê ñóõîäî-
ëó (îñòðîâiâ, àáî áåðåãiâ ðiêè) íå ìà¹ çíà÷åííÿ. Âàæëèâà ëèøå ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòè-
íó ìîñòiâ. Öå äîçâîëèëî éîìó ïåðåôîðìóëþâàòè çàäà÷ó â àáñòðàêòíèõ òåðìiíàõ (ÿêi
ëÿãëè â îñíîâó òåîði¨ ãðàôiâ), âèêëþ÷èâøè óñi îçíàêè îêðiì ñïèñêó äiëÿíîê ñóõîäî-
ëó i ìîñòiâ, ùî ñïîëó÷àþòü ¨õ. Â ñó÷àñíèõ òåðìiíàõ, âií êîæíó ç äiëÿíîê ñóõîäîëó
çàìiíèâ íà àáñòðàêòíó �âåðøèíó�, à êîæåí ìiñò íà àáñòðàêòíå �ðåáðî�, ÿêå ñëóãóâà-
ëî ëèøå äëÿ âiäîáðàæåííÿ ôàêòó ñïîëó÷åííÿ ïàðè âåðøèí (äiëÿíîê ñóõîäîëó) öèì
ìîñòîì. (äèâ. ðèñ. 3.3), Îòðèìàíà ìàòåìàòè÷íà ñòðóêòóðà íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì.

×åðåç òå, ùî âàæëèâà ëèøå iíôîðìàöiÿ ïðî çâ'ÿçêè, ôîðìà â ÿêié ãðàô çîáðàæå-
íèé íà ìàëþíêó íå ìà¹ çíà÷åííÿ, ÿêùî ïðè öüîìó íå çìiíþ¹òüñÿ ñàì ãðàô. Òiëüêè
iñíóâàííÿ (àáî âiäñóòíiñòü) ðåáðà ìiæ êîæíîþ ïàðîþ âåðøèí ìà¹ çíà÷åííÿ. Íàïðè-
êëàä, íå ìà¹ çíà÷åííÿ ÷è ðåáðà íàìàëüîâàíi ÿê ïðÿìi àáî êðèâi, àáî ïðàâîðó÷ ÷è
ëiâîðó÷ âiä iíøîãî çîáðàæåíèé âóçîë.

Íàñòóïíèì ñïîñòåðåæåííÿì Îéëåðà áóëî òå, ùî (îêðiì êiíöåâèõ âåðøèí ïðîãó-
ëÿíêè), êîëè õòîñü ïîòðàïëÿ¹ äî âåðøèíè ÷åðåç ìiñò, îáîâ'ÿçêîâî ¨¨ ïîêèäà¹ ÷åðåç
ìiñò. Iíàêøå êàæó÷è, âïðîäîâæ êîæíîãî ìàðøðóòó â ãðàôi, êiëüêiñòü âõîäiâ â íåêií-
öåâi âåðøèíè äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âèõîäiâ ç íèõ. Òåïåð, ÿêùî êîæíèé ìiñò ïðîéäåíî
ðiâíî îäèí ðàç, âiðíî íàñòóïíå, äëÿ êîæíî¨ äiëÿíêè ñóõîäîëó (îêðiì ïî÷àòêîâî¨ i



118 Ðîçäië 3. Òåîðiÿ ãðàôiâ

Ðèñ. 3.3: Iäåÿ Îéëåðà

êiíöåâî¨), êiëüêiñòü ìîñòiâ äî öi¹¨ äiëÿíêè ïàðíà (ïîëîâèíà ç íèõ áóäå ïðîéäåíà çà
íàïðÿìêîì äî äiëÿíêè, à ïîëîâèíà ç äiëÿíêè). Îäíàê âñi ÷îòèðè äiëÿíêè ñóõîäî-
ëó â ïî÷àòêîâié çàäà÷i ìàþòü íåïàðíó êiëüêiñòü ìîñòiâ (îäíà 5, à iíøi ïî 3). ×åðåç
òå, ùî ëèøå äâi äiëÿíêè ìîæóòü ñëóãóâàòè ÿê ïî÷àòêîâà i êiíöåâà òî÷êè éìîâiðíî-
ãî ìàðøðóòó, çàäà÷à ïðîéòèñÿ óñiìà ìîñòàìè ðiâíî ïî îäíîìó ðàçó ïðèçâîäèòü äî
ïðîòèði÷÷ÿ.

Íàñòóïíèé êðîê çðîáèâ ó 1847 ðîöi Êiðõ îô. Âèâ÷àþ÷è åëåêòðè÷íi ëàíöþãè òà
àáñòðàãóþ÷èñü âiä ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè ïðèñòðî¨â, âií âèäiëèâ îêðåìî êîìáiíàòîðíî-
òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó, ÿêà çàðàç íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì ëàíöþãà, ðîçðîáèâ àëãîðèòì
çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïiäãðàôà áåç öèêëiâ, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ äåðåâîì, òà ç
éîãî äîïîìîãîþ çàïèñàâ íàéìåíøó íåçàëåæíó ñèñòåìó ðiâíÿíü ëàíöþãà. Äîñëiäæåí-
íÿ ç åëåêòðîòåõíiêè, åëåêòðîíiêè, ðåëåéíî-êîíòàêòíèõ ñõåì äî ñüîãîäíiøíüîãî äëÿ
iíäóêóþòü ðiçíi äîñëiäæåííÿ ç òåîði¨ ãðàôiâ, i íàâïàêè.

Ó 1857 ðîöi ó çâ'ÿçêó iç ïðîáëåìàìè îðãàíi÷íî¨ õiìi¨ Êåëi ðîçãëÿäàâ çàäà÷ó ïå-
ðåëi÷åííÿ âñiõ äåðåâ çi ñòåïåíÿìè âåðøèí 1 i 4. Öÿ çàäà÷à ïîâ'ÿçàíà ç îïèñàííÿì
içîìåðiâ ãðàíè÷íèõ (íàñè÷åíèõ) âóãëåâîäíiâ CnH2n+2 ç íàïåðåä çàäàíîþ êiëüêiñòþ
àòîìiâ âóãëåöþ. Çàäà÷à âèÿâèëàñÿ íåïðîñòîþ, ¨¨ ñåíñ çðîçóìiëèé ç ðèñ. 3.4, íà ÿêîìó
çîáðàæåíî äëÿ: n = 1 � ìåòàí, n = 2 � åòàí, n = 3 � ïðîïàí, n = 4 � äâà içîìåðè
áóòàí i içîáóòàí.

Äîáðå âiäîìà çàäà÷à êîìiâîÿæåðà, ÿêà ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ â åêîíîìiöi, ÷è
ïðîåêòóâàííi: äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè ïóíêòiâ i äîðiã ìiæ íèìè, ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíèõ
ïëîñêèì (ïëàíàðíèì) çâ'ÿçíèì ãðàôîì, îáðàòè íàéêîðîòøèé ìàðøðóò êîìiâîÿæåðà,
ÿêèé âèõîäèòü i ïîâåðòà¹òüñÿ äî âèõiäíîãî ïóíêòó òàê, ùîá âiäâiäàòè ðåøòó ïóíêòiâ
i ëèøå îäèí ðàç. Öÿ çàäà÷à íå çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, à ÿêùî ìà¹, òî âiäîìi àëãîðèòìè
ïðàöþþòü åôåêòèâíî ëèøå äëÿ ïîðiâíÿíî íåâåëèêèõ ãðàôiâ � i öå, íåçâàæàþ÷è íà
íåàáèÿêó áiáëiîãðàôiþ iç çàäà÷i êîìiâîÿæåðà.

×àñòêîâèé âèïàäîê çàäà÷i êîìiâîÿæåðà, ÿêèé íå âðàõîâó¹ äîâæèíó ïåðåõîäiâ ìiæ
ïóíêòàìè, àëå çáåðiãà¹ âñi ¨¨ ïðèíöèïîâi òðóäíîùi, ñôîðìóëþâàâ ó 1859 ðîöi Ãàìiëü-
òîí íà ïðèêëàäi ãðàôà äîäåêàåäðà: îáiéòè çàìêíåíèì ìàðøðóòîì ïî ðåáðàì áàãà-
òîãðàííèêà âñi éîãî âåðøèíè, ïðîéøîâøè ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ëèøå îäèí ðàç, íå
âðàõîâóþ÷è âåðøèíè ïî÷àòêó òà êiíöÿ øëÿõó. Ñàìå öþ çàäà÷ó Ãàìiëüòîí ïðîäàâ çà
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Ðèñ. 3.4: Içîìåðè CnH2n+2

25 ãiíåé îäíîìó ìàéñòðîâi iãðàøîê ó âèãëÿäi ãðè �Íàâêîëî ñâiòó�. Äëÿ äîâiëüíîãî
ãðàôà çàäà÷à Ãàìiëüòîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê: çíàéòè
ïðîñòèé öèêë, ÿêèé ìiñòèòü âñi âåðøèíè ãðàôà1. Äëÿ ãðàôà äîäåêàåäðà ãàìiëüòîíiâ
öèêë iñíó¹. Çà ïåâíèõ óìîâ ñó÷àñíà çàäà÷à êîìiâîÿæåðà, ÿêà ïðèïóñêà¹ íåîäíîðàçîâå
âiäâiäàííÿ âåðøèí, çâîäèòüñÿ äî âiäøóêàííÿ â ãðàôi iç çàäàíèìè �äîâæèíàìè� ðå-
áåð ãàìiëüòîíîâîãî öèêëó íàéìåíøî¨ äîâæèíè. Çãàäàíi óìîâè òàêi: êîæíå ðåáðî (a, b)
ãðàôà ìà¹ äîâæèíó, ÿêà äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî ëàíöþãà ìiæ âåðøèíàìè
a i b.

Îäíà ç íàéâiäîìiøèõ çàäà÷ ìàòåìàòèêè � ïðîáëåìà ÷îòèðüîõ ôàðá � òàêîæ íà-
ëåæèòü äî ãðàôiâ. Ùå â ìèíóëîìó ñòîëiòòi áóëî âiäçíà÷åíî, ùî êîæíó êîíêðåòíó
ãåîãðàôi÷íó êàðòó ìîæíà ðîçôàðáóâàòè ÷îòèðìà ôàðáàìè òàê, ùîá äîâiëüíi äâi ñó-
ñiäíi êðà¨íè, ÿêi ìàþòü ëiíiéíèé íå òî÷êîâèé êîðäîí ìîæíà ïîôàðáóâàòè â ðiçíi
êîëüîðè. Îäíàê äîâåäåííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ êàðòè, òîáòî äëÿ äâîçâ'ÿçíîãî ïëîñêîãî
(ïëàíàðíîãî) ãðàôà, âäàëîñÿ äàòè ç âèêîðèñòàííÿì îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè ëèøå â
îñòàííi ðîêè ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Ïî÷èíàþ÷è ç XIX-ãî ñòîëiòòÿ, áóëî çàïðîïîíîâàíî
áàãàòî äîâåäåíü ïðîáëåìè ÷îòèðüîõ ôàðá, ÿê ïðîôåñiéíèìè ìàòåìàòèêàìè, òàê i íå
ìàòåìàòèêàìè, ÿêi íàæàëü ìiñòèëè ïîìèëêè � âñiõ âàáèëà ïðîñòîòà, åñòåòè÷íiñòü i
ãó÷íà ïîïóëÿðíiñòü öi¹¨ çàäà÷i. Çàóâàæèìî, ùî Õiâóä ó 1890 ðîöi äîâiâ, ùî äîñòàòíüî
ï'ÿòè ôàðá äëÿ ðîçôàðáóâàííÿ êàðòè.

Äëÿ íåïëîñêèõ ãðàôiâ çàäà÷à ïðî ðîçôàðáóâàííÿ ñòàâèòüñÿ äåùî iíàêøå � äëÿ
âåðøèí. Òóò ¹ áàãàòî ðåçóëüòàòiâ i íåðîçâ'ÿçàíèõ çàäà÷, ÿêi öiêàâi ÿê i äëÿ òåîði¨,
òàê i äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ.

Ãðàô íàçèâà¹òüñÿ ïëîñêèì àáî ïëàíàðíèì, ÿêùî éîãî ìîæíà óêëàñòè íà ïëîùè-
íi áåç ñõðåùåííÿ (ïåðåòèíó) ðåáåð, øëÿõîì ¨õ íåïåðåðâíî¨ äåôîðìàöi¨. Òîïîëîãi÷íèé
êðèòåðié ïëàíàðíîñòi ãðàôà çàïðîïîíóâàëè Ë¹â Ïîíòðÿãií (1927 ð.), íå îïóáëiêó-
âàâøè öåé ðåçóëüòàò, i Êàçèìèð Êóðàòîâñüêèé2 (1930 ð.). ×åðåç âàãîìiñòü ïëàíàðíî¨

1Òàêèé öèêë íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâèì.
2Ó öåé ÷àñ Êàçèìèð Êóðàòîâñüêèé ïðàöþâàâ ó Ëüâiâñüêié ïîëiòåõíiöi
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ðåàëiçàöi¨ åëåêòðîííèõ ñõåì (çîêðåìà äðóêóâàííÿ ïëàò) îñòàííiì ÷àñîì îòðèìàíî
iíøi êðèòåði¨ ïëàíàðíîñòi òà àëãîðèòìè óêëàäåííÿ ãðàôiâ.

Ïî÷èíàþ÷è ç ñåðåäèíè XIX-ãî ñòîëiòòÿ, ïîïóëÿðíiñòü ãðàôiâ i êiëüêiñòü ïðàöü
ç òåîði¨ ãðàôiâ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ íåóõèëüíî çðîñòà¹. Çà äîïîìîãîþ ãðàôà ìîäåëþ-
þòüñÿ äîâiëüíi ñõåìè, ó ÿêèõ âèäiëÿþòüñÿ áiëüø ïðîñòi ÷àñòèíè (âåðøèíè) i çâ'ÿçêè
ìiæ íèìè (ðåáðà). Íå äèâíî, ùî ãðàôè çóñòði÷àþòüñÿ â ðiçíîìàíiòíèõ äîñëiäæåííÿõ
ç ñîöiîëîãi¨, ïñèõîëîãi¨, åêîíîìiêè, òåîði¨ iãîð, ëîãiêè, ïðîãðàìóâàííÿ, òåîði¨ éìîâið-
íîñòåé (ëàíöþãè Ìàðêîâà), êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè (äiàãðàìè Ôåéíìàíà), õiìi¨ (ñòðóêòó-
ðà ìîëåêóë), ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, êðèñòàëîôiçèêè, ìåäèöèíè òà áiîëîãi¨ (íåðâîâi,
ñóäèííi òà iíøi ìåðåæi), åëåêòðîíiêè, ëiíãâiñòèêè òà ií.

3.2 Íåîði¹íòîâàíi ãðàôè òà òåðìiíîëîãiÿ

Ó ïîäàëüøîìó âèêëàäåííi ìàòåðiàëó áóäå ç'ÿñîâàíî, ùî äîâiëüíèé ñêií÷åííèé
ãðàô (ïðè çàãàëüíîìó éîãî âèçíà÷åííi) ìîæíà äëÿ íàî÷íîñòi óÿâëÿòè ÿê ñóêóïíiñòü
ëiíié, ÿêi ç'¹äíóþòü çàäàíi òî÷êè â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði. Òîìó êîðèñíî ìàòè îçíà-
÷åííÿ òàê çâàíîãî ãåîìåòðè÷íîãî ãðàôà ó ïðîñòîði Rn: öå ñóêóïíiñòü òî÷îê X i ïðîñ-
òèõ3 êðèâèõ Y , êiíöi ÿêèõ ¹ òî÷êè ç X. Òî÷êè ç ìíîæèíè X íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè,
à êðèâi ç Y � ðåáðàìè ãðàôà. Íà ðèñ. 3.5 çîáðàæåíî ãðàô ó ïðîñòîði R2 (éîãî, î÷å-
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Ðèñ. 3.5: Ïðèêëàä ãðàôà â R2

âèäíî, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ó ïðîñòîði R3), äå

X = {x1, x2, x3, x4, x5} ;

Y = {y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7} .

Íàäàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

G = (X, Y ),

3Êðèâà íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ, ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà òà íå ìà¹ ñàìîïåðåòèíiâ.
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n = nG − êiëüêiñòü âåðøèí ãðàôà G,

m = mG − êiëüêiñòü ðåáåð ãðàôà G.

Îñíîâíi òåðìiíè

Ìè äà¹ìî îñíîâíi òåðìiíè äëÿ íåîði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ. Äëÿ îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ
òåðìiíîëîãiÿ áóäå âèêëàäåíà â ïiäðîçäiëi 3.4.

Ñóìiæíi âåðøèíè � öå âåðøèíè, ç'¹äíàíi ðåáðîì (âåðøèíè x2 i x3 ãðàôà G íà
ðèñ. 3.5 ¹ ñóìiæíèìè), ñóìiæíi ðåáðà � öå ðåáðà, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó âåðøèíó (ðåáðà
y1, y2, y3 i y5 ãðàôà G íà ðèñ. 3.5 ¹ ñóìiæíèìè)

Âåðøèíà xi i ðåáðî yj iíöèäåíòíi îäíå îäíîìó, ÿêùî òî÷êà xi ¹ êiíöåì êðèâî¨
yj (âåðøèíà x2 i ðåáðî y3 ãðàôà G íà ðèñ. 3.5 iíöèäåíòíi). Ïåòëÿ � öå çàìêíåíå
ðåáðî, òîáòî ðåáðî ó ÿêîãî êiíöi çáiãàþòüñÿ (ðåáðî y4 íà ðèñ. 3.5 ¹ ïåòëåþ). Âåðøèíà,
ÿêà íåiíöèäåíòíà æîäíîìó ðåáðó íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ (âåðøèíà x4 íà ðèñ. 3.5
içîëüîâàíà).

Ïàðàëåëüíi àáî êðàòíi � öå ðåáðà, ÿêi iíöèäåíòíi îäíié ïàði âåðøèí (ðåáðà y1,
y2 òà y5 íà ðèñ. 3.5 ¹ êðàòíèìè, îñêiëüêè iíöèäåíòíi ïàði âåðøèí x1, x2).

Ìàðøðóò (ÿêèé ç'¹äíó¹ âåðøèíè xi i xj) � öå ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð i
iíöèäåíòíèõ ¨ì âåðøèí, ùî ñêëàäàþòü íåïåðåðâíó êðèâó ç êiíöÿìè xi i xj. Êiëüêiñòü
ðåáåð ó ìàðøðóòi íàçèâà¹òüñÿ éîãî äîâæèíîþ (òóò ìè òàêîæ âêëþ÷à¹ìî âíåñîê ïî-
âòîðþâàíèõ ðåáåð). Òàê, çîêðåìà, íà ðèñ. 3.5 ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð

y1, y5, y2, y3, y4, y7,

à ó áiëüø äîêëàäíèõ ïîçíà÷åííÿõ � ïåðåìiøàíà ïîñëiäîâíiñòü âåðøèí i ðåáåð

x1, y1, x2, y5, x1, y2, x2, y3, x3, y4, x3, y7, x5

¹ ìàðøðóòîì äîâæèíè 6 ç êiíöÿìè ó âåðøèíàõ x1, x5.

Ìàðøðóò íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì, ÿêùî éîãî êiíöi çáiãàþòüñÿ. Òàê, çîêðåìà, íà
ðèñ. 3.5 ìàðøðóò

x1, y1, x2, y5, x1

¹ çàìêíåíèì.

Ìàðøðóò íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì, ÿêùî âñi éîãî ðåáðà ðiçíi, i ïðîñòèì ëàíöþ-
ãîì, ÿêùî âñi éîãî âåðøèíè, êðiì, ìîæëèâî, êiíöiâ ëàíöþãà, ðiçíi. Òàê, çîêðåìà, íà
ðèñ. 3.5 ìàðøðóò

x1, y1, x2, y3, x3 y4, x3 y7, x5

¹ ëàíöþãîì, à ìàðøðóò
x1, y1, x2, y3, x3 y7, x5

¹ ïðîñòèì ëàíöþãîì.

Öèêëîì íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèé ëàíöþã, à ïðîñòèé öèêë � öå ïðîñòèé çàìêíåíèé
ëàíöþã. Íà ðèñ. 3.5 ëàíöþã

x1, y1, x2, y3, x3 y4, x3 y6, x1
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¹ öèêëîì, à ïðîñòèé ëàíöþã

x1, y1, x2, y3, x3 y6, x1

¹ ïðîñòèì öèêëîì.

Ãðàô íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèì, ÿêùî äîâiëüíi äâi éîãî âåðøèíè ìîæíà ïî¹äíàòè
ëàíöþãîì.

Ïiäãðàô � öå äîâiëüíà ÷àñòèíà ãðàôà, ùî ¹ ãðàôîì. Òàê, çîêðåìà, íà ðèñ. 3.5
âåðøèíà {x4} òà äîïîâíåííÿ äî íå¨ â ãðàôi G ¹ çâ'ÿçíèìè ïiäãðàôàìè.

Êîìïîíåíòîþ (êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi) íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé çâ'ÿçíèé
ïiäãðàô ó ãðàôi (íàïðèêëàä, íà ðèñ. 3.5 âåðøèíà {x4} òà äîïîâíåííÿ äî íå¨ ¹ êîìïî-
íåíòàìè ãðàôà G, òîáòî ãðàô G ìà¹ äâi êîìïîíåíòè).

Ñòåïiíü deg xi = δ(xi) âåðøèíè xi � öå êiëüêiñòü iíöèäåíòíèõ ¨é ðåáåð, ïðè÷îìó
ïåòëÿ âðàõîâó¹òüñÿ ÿê äâà ðåáðà. Äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 3.5 ìà¹ìî

δ(x1) = 4,

δ(x5) = 1,

δ(x4) = 0,

δ(x3) = 5.

Ãðàô íàçèâà¹òüñÿ n-çâ'ÿçíèì, ÿêùî ìiæ äîâiëüíèìè äâîìà éîãî âåðøèíàìè iñíó¹
n ëàíöþãiâ, ÿêi ïîïàðíî íå ìàþòü ñïiëüíèõ êiíöåâèõ âåðøèí.

Ãðàô G = (X, Y ) íàçèâà¹òüñÿ:

� ïîðîæíiì, ÿêùî ìíîæèíà éîãî ðåáåð ïîðîæíÿ;
� ïðîñòèì, ÿêùî âií íå ìiñòèòü ïåòåëü i êðàòíèõ (ïàðàëåëüíèõ) ðåáåð;
� ïîâíèì, ÿêùî âií ïðîñòèé i êîæíà ïàðà éîãî âåðøèí ñóìiæíà (äèâ. ðèñ. 3.6);

x1 x2

x3x4

Ðèñ. 3.6: Ïîâíèé ãðàô K4

� ðåãóëÿðíèì àáî îäíîðiäíèì (ñòåïåíÿ r), ÿêùî ñòåïåíi âñiõ éîãî âåðøèí ðiâíi
(äîðiâíþþòü r);

� äåðåâîì, ÿêùî âií çâ'ÿçíèé i íå ìiñòèòü öèêëiâ;
� ìóëüòèãðàôîì, ÿêùî âií ìiñòèòü ïàðàëåëüíi ðåáðà;
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� ïñåâäîãðàôîì, ÿêùî âií ìiñòèòü ïåòëi òà ïàðàëåëüíi ðåáðà.

Ãðàô G′ = (X, Y ′) íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíåííÿì ïðîñòîãî ãðàôà G = (X, Y ) ç òi¹þ
æ ìíîæèíîþ âåðøèí X, ÿêùî Y ∩ Y ′ = ∅ i ãðàô G0 = (X, Y ∪ Y ′) ¹ ïîâíèì (äèâ.
ðèñ. 3.7). Iíøèìè ñëîâàìè, ó äîïîâíþâàëüíîìó ãðàôi G′ âåðøèíè xi, xj ñóìiæíi òîäi

x1 x2

x3x4

G = (X, Y )

x1 x2

x3x4

G′ = (X, Y ′)

Ðèñ. 3.7: Äîïîâíåííÿ G′ = (X, Y ′) ïðîñòîãî ãðàôà G = (X, Y )

i ëèøå òîäi, êîëè âîíè íå ¹ ñóìiæíèìè ó âèõiäíîìó ïðîñòîìó ãðàôi G.

Òî÷êà ç÷ëåíóâàííÿ ãðàôà � öå âåðøèíà öüîãî ãðàôà, âèäàëåííÿ ÿêî¨ ðàçîì ç
iíöèäåíòíèìè ¨é ðåáðàìè ïðèçâîäèòü äî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi êîìïîíåíò ãðàôà.

Âiäñòàíü d(xi, xj) ìiæ âåðøèíàìè xi, xj ãðàôà G � öå äîâæèíà íàéêîðîòøîãî
ëàíöþãà ìiæ âåðøèíàìè xi, xj. ßêùî âiä âåðøèíè xi, xj íå ç'¹äíó¹ æîäåí ëàíöþã, òî
ââàæàòèìåìî, ùî d(xi, xj) =∞.

Äiàìåòðîì d(G) ãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíà âiäñòàíü ìiæ âåðøèíàìè ó
ãðàôi, âiäìiííà âiä ∞.

Ãðàííþ (êîìiðêîþ) ãåîìåòðè÷íîãî ãðàôà ó ïðîñòîði R2 (òîáòî ïëîñêîãî ãðàôà, â
ÿêîãî ðåáðà ïåðåòèíàþòüñÿ ëèøå ó âåðøèíàõ) íàçèâà¹òüñÿ òàêà íåïîðîæíÿ çàìêíåíà
ïiäîáëàñòü ïëîùèíè, ùî äîâiëüíi äâi òî÷êè îáëàñòi ìîæíà ç'¹äíàòè ïðîñòîþ êðèâîþ,
âíóòðiøíi (íå êiíöåâi) òî÷êè ÿêî¨ ëåæàòü âñåðåäèíi îáëàñòi, íå ïåðåòèíàþ÷èñü ç ðåá-
ðàìè ãðàôà.

Ãðàíèöåþ ãðàíi íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ðåáåð i âåðøèí ãðàôà, ÿêi íàëåæàòü ãðàíi.
Êîæåí ñêií÷åííèé ïëîñêèé ãðàô ìà¹ â òî÷íîñòi îäíó íåîáìåæåíó ãðàíü, ÿêà íàçèâà-
¹òüñÿ çîâíiøíüîþ ãðàííþ. Ðåøòà ãðàíåé (îáìåæåíèõ) íàçèâàþòüñÿ âíóòðiøíiìè.

Åêñöåíòðèñèòåò e(xi) âåðøèíè xi ∈ X ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G = (X, Y ) � öå
âiäñòàíü âiä âåðøèíè xi äî íàéâiääàëåíî¨øî¨ âiä íå¨ âåðøèíè, à ðàäióñ r(G) çâ'ÿçíîãî
ãðàôà G � öå íàéìåíøèé ç åêöåíòðèñèòåòiâ âåðøèí, òîáòî

e(xi) = max
xj∈X

d(xi, xj) i r(G) = min
xi∈X

e(xi).

Çðîçóìiëî, ùî íàéáiëüøèé åêñöåíòðèñèòåò äîðiâíþ¹ äiàìåòðó ãðàôà:

d(G) = max
xi∈X

e(xi) = max
xi∈X

max
xj∈X

d(xi, xj).
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Âåðøèíà xi ∈ X ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G = (X, Y ) íàçèâà¹òüñÿ öåíòðàëüíîþ â ãðàôi
G, ÿêùî íà íié äîñÿãà¹òüñÿ ìiíiìóì åêñöåíòðèñèòåòiâ, òîáòî

e(xi) = r(G).

Öåíòðîì çâ'ÿçíîãî ãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà éîãî öåíòðàëüíèõ âåðøèí.
Öåíòð çâ'ÿçíîãî ãðàôà ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç ¹äèíî¨ âåðøèíè, à ìîæå � ç äâîõ i áiëü-
øå âåðøèí. Íàïðèêëàä öåíòð ïðîñòîãî öèêëó Cn ìiñòèòü âñi éîãî n âåðøèí. Íà
ðèñ. 3.8 çîáðàæåíî äåðåâî G ç êiëüêiñòþ âåðøèíè n = 21, êiëüêiñòþ ðåáåð m = 20, äå

6

7

7

5

6

6

7 7

7 7

4

5

4

5

5

5

6 7

6

7

7

Ðèñ. 3.8: Åêñöåíòðèñèòåòè âåðøèí i öåíòðè äåðåâà G

äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè âêàçàíî ¨¨ åêñöåíòðèñèòåò. Äåðåâî ìà¹ ðàäióñ r(G) = 4, äiàìåòð
d(G) = 7. Öåíòð äåðåâà G ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðè âåðøèí, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ìiíiìàëüíèé
åêñöåíòðèñèòåò 4.

3.3 Îéëåðîâi öèêëè

Íàãàäà¹ìî, ùî öèêë çâ'ÿçíîãî ãðàôà G, ÿêèé ìiñòèòü âñi ðåáðà ãðàôà G áåç ïîâ-
òîðåíü, íàçèâà¹òüñÿ îéëåðîâèì.

Íåãàòèâíà âiäïîâiäü íà ãîëîâîëîìêó ïðî Êüîíi ñáåðñüêi ìîñòè (äèâ. ïiäðîçäië 3.1)
âèïëèâà¹ ç òàêî¨ òåîðåìè Îéëåðà.

Òåîðåìà 3.3.1. Ãðàô ìiñòèòü îéëåðiâ öèêë òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií çâ'ÿçíèé
i ñòåïåíi âñiõ éîãî âåðøèí � ïàðíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ãðàô îéëåðiâ, òî âií çâ'ÿçíèé i ïðè îáõîäi îéëåðîâîãî öèêëó âõiä
i âèõiä ó ÷åðãîâó âåðøèíó äà¹ äâi îäèíèöi â ¨¨ ñòåïiíü, îñêiëüêè ðåáðà ãðàôà íå
ïîâòîðþþòüñÿ. Ïîçàÿê îáõîäÿòüñÿ âñi ðåáðà ãðàôà, òî ñòåïåíi âñiõ âåðøèí ãðàôà �
ïàðíi.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî çâ'ÿçíèé ãðàô G ìà¹ ïàðíi ñòåïåíi âåðøèí. Çàôiêñó¹ìî
âåðøèíó x0 i ïåðåéäåìî âiä íå¨ äî âåðøèíè x1 äåÿêèì ðåáðîì y0, ïîôàðáóâàâøè
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éîãî ïîäóìêè â äîâiëüíèé êîëið. Îñêiëüêè ñòåïiíü âåðøèíè x1 ïàðíèé, òî ç âåðøè-
íè x1 ðóøèìî ó âåðøèíó x2 ïî íåïîôàðáîâàíîìó ðåáðó, ïîôàðáóâàâøè éîãî ïiñëÿ
ïðîõîäæåííÿ. Ðóõàþ÷èñü òàê ïî íåïîôàðáîâàíèõ ðåáðàõ, ìè ïîâèííi ïîâåðíóòèñÿ
äî ïî÷àòêîâî¨ âåðøèíè x0, ïðîõîäÿ÷è iíøèìè âåðøèíàìè, ìîæëèâî, äåêiëüêà ðàçiâ,
îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó âåðøèíà xi 6= x0, ç ÿêî¨ ìè íå ìîæåìî ðóõàòèñÿ
äàëi, ìàëà á íåïàðíèé ñòåïiíü. Ïîâåðíóâøèñü ïåðøèé ðàç ó âåðøèíó x0, ìè ïîôàðáó-
¹ìî ãðàô G0, ÿêèé çà ïîáóäîâîþ ¹ îéëåðîâèì öèêëîì. ßêùî G0 6= G, òî çi çâ'ÿçíîñòi
ãðàôà G âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ õî÷à á îäíå íåïîôàðáîâàíå ðåáðî y, ÿêå ç'¹äíó¹òüñÿ ç ïiä-
ãðàôîì G0 íåïîôàðáîâàíèì ëàíöþãîì z, ÿêèé, ìîæëèâî, ìà¹ íóëüîâó äîâæèíó (äèâ.
ðèñ. 3.9). Âèëó÷èìî ç ãðàôà G ïîôàðáîâàíi ðåáðà, âíàñëiäîê öüîãî îòðèìà¹ìî ãðàô ç

x0

G0

x

z

y

Ðèñ. 3.9: Äîâåäåííÿ òåîðåìè Îéëåðà

ïàðíèìè ñòåïåíÿìè âåðøèí. Çíàéäåìî âåðøèíó x äîòèêó ëàíöþãà z ∪ y äî ïiäãðàôà
G0. Ïî÷èíàþ÷è ç âåðøèíè x, ìîæíà âèäiëèòè ç íåïîôàðáîâàíèõ ðåáåð íîâèé öèêë
G1, ùî ìiñèòü ëàíöþã z ∪ y i â ïî¹äíàííi ïiäãðàôîì G0 òàêîæ óòâîðþ¹ îéëåðîâèé
öèêë ó ãðàôi G1 ∪G0. Íàðîùóþ÷è âèùå îïèñàíèì ÷èíîì öèêëè, ìè âè÷åðïà¹ìî âåñü
ñêií÷åííèé ãðàô G îéëåðîâèì öèêëîì.

Ïðèêëàä 3.3.2. Çàäà÷à êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç îéëåðîâèìè öèê-
ëàìè: ó ãðàôi G, ðåáðàì ÿêîãî ïðèïèñàíi äîäàòíi âàãè cj, çíàéòè çàìêíåíèé ìàðøðóò

Q, ÿêèé ìiñòèòü óñi ðåáðà {yj}mj=1, ç ìiíiìàëüíîþ ñóìàðíîþ âàãîþ
m∑
j=1

njcj, äå nj �

êiëüêiñòü ïðîõîäæåíü ðåáðà yj ó ìàðøðóòi Q.

Äëÿ äîâiëüíîãî çâ'ÿçíîãî ãðàôà G çàäà÷à êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi ðîçâ'ÿçíà, îñ-
êiëüêè êiëüêiñòü ïðîõîäæåíü ðåáðà yj íå îáìåæåíà îäèíèöåþ. ßêùî ãðàô G ìiñòèòü
îéëåðîâèé öèêë, òî äîâiëüíèé òàêèé öèêë äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i êèòàéñüêîãî ëèñòîíî-

øi: êîæíå ðåáðî ìà¹ ìiíiìóì ïðîõîäæåíü i âàãà öèêëó
m∑
j=1

njcj � ìiíiìàëüíà. Àëãî-

ðèòìè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi ïðîïîíóâàëè Áåëëìàí i Êóê � ìåòîä
äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè cj = 1 äëÿ âñiõ j, ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó � Åäìîíäå, Äæîíñîí, Áàñàêåð, Ñààòi, Êðiñòîôiäåñ.

Çàñòîñóâàííÿ çàäà÷i êèòàéñüêîãî ëèñòîíîøi äîñèòü ÷èñëåííi. Íàïðèêëàä, öå ìi-
íiìiçîâàíi çà äîâæèíîþ ïðîáiãó òðàíñïîðòíi çàäà÷i îáñëóãîâóâàííÿ ñïîæèâà÷iâ ó
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êîæíîìó ðåáði íà çàäàíié ìåðåæi äîðiã (äîñòàâêà ïîøòè, ïðîäóêòiâ òà iíøèõ âàí-
òàæiâ) ÷è iíñïåêöi¨ êîæíîãî âiäðiçêó â ìåðåæi ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì (åëåêòðè÷íèõ,
òåëåôîííèõ, òðàíñïîðòíèõ) òà ií.

3.4 Ãðàôè òà ãåîìåòðè÷íi ðåàëiçàöi¨. Îði¹íòîâàíi ãðà-

ôè

Ãåîìåòðè÷íèé ãðàô ó Rn, ÿêèé âèçíà÷åíèé ó ïiäðîçäiëi 3.2, çàçâè÷àé íàçèâà¹òüñÿ
íåîði¹íòîâàíèì. ßêùî íà êîæíîìó ðåáði ãðàôà îáðàòè ïåâíèé íàïðÿìîê, òî òàêèé
ãðàô íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíèì ãåîìåòðè÷íèì ãðàôîì (îðãðàôîì) ó Rn, à éîãî ðåáðà
ç íàïðÿìêàìè � äóãàìè. Íàïðèêëàä, ïîçíà÷èâøè ðåáðà ãðàôà íà ðèñ. 3.5 íàïðÿìêà-
ìè, îòðèìà¹ìî îði¹íòîâàíèé ãðàô (äèâ. ðèñ. 3.10).

y1

y2

y3

y4

y5

y6

y7

x1

x2

x3

x4

x5

Ðèñ. 3.10: Îði¹íòîâàíèé ãðàô â R2

Íàâïàêè, iãíîðóþ÷è íàïðÿìêè äóã â îði¹íòîâàíîìó ãðàôi, òà ðîçãëÿäàþ÷è ¨õ ÿê
ðåáðà, îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô. Ñàìå òîìó, äëÿ îði¹íòîâàíîãî
ãðàôà çáiãàþòüñÿ âñi ïîíÿòòÿ òà õàðàêòåðèñòèêè, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî âiäïîâiäíîãî
íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà: ñóìiæíiñòü äâîõ âåðøèí (íàïðèêëàä, íà ðèñ. 3.10 âåðøèíè
x2 i x3), iíöèäåíòíiñòü äóãè òà âåðøèíè (íàïðèêëàä, íà ðèñ. 3.10 âåðøèíà x2 i äóãà
y3), ìàðøðóò, ëàíöþã, öèêë, çâ'ÿçíiñòü, ñòåïåíi âåðøèíè, n-çâ'ÿçíiñòü i ò.ä. Ïðèðîäíî
âèíèêàþòü àíàëîãi÷íi ïîíÿòòÿ òà õàðàêòåðèñòèêè, ÿêi âðàõîâóþòü îði¹íòàöiþ äóã,
÷àñòiøå âñüîãî ç äîäàâàííÿì ïðèêìåòíèêà �îði¹íòîâàíèé�.

Îði¹íòîâàíèé ìàðøðóò (äîâæèíè n) � öå ïîñëiäîâíiñòü ç n äóã (íå îáîâ'ÿçêîâî
ðiçíèõ), ÿêi ïðîõîäÿòü íåïåðåðâíîþ ëiíi¹þ âçäîâæ íàïðÿìêó äóã âiä ïî÷àòêîâî¨ âåð-
øèíè äî êiíöåâî¨ (íàïðèêëàä, íà ðèñ. 3.10 îði¹íòîâàíèé ìàðøðóò y1, y5, y2, y3 ìà¹
ïî÷àòêîì âåðøèíó x1, êiíöåì � âåðøèíó x3). Äîâiëüíèé îði¹íòîâàíèé ìàðøðóò ¹
(íåîði¹íòîâàíèì) ìàðøðóòîì, àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ìîæå i íå âèêîíóâàòèñÿ (íà-
ïðèêëàä, íà ðèñ. 3.10 ìàðøðóò y6, y7 ìiæ âåðøèíàìè x1, x5 íå ¹ îði¹íòîâàíèì). Îði-
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¹íòîâàíèé ìàðøðóò áåç äóã, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ øëÿõîì (íàïðèêëàä, íà
ðèñ. 3.10 ìàðøðóò y1, y3, y7), à çàìêíåíèé øëÿõ � êîíòóðîì. Î÷åâèäíî, ùî øëÿõ ¹
ëàíöþãîì, êîíòóð � öèêëîì, àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåïðàâèëüíå. Øëÿõ (êîíòóð)
áåç âíóòðiøíiõ âåðøèí, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì. Îðãðàô íàçèâà-
¹òüñÿ ñèëüíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ðiçíèõ âåðøèí v i w iñíóþòü øëÿõè
ç v äî w i ç w äî v.

Õî÷à ãåîìåòðè÷íi ãðàôè (â ïðîñòîði Rn) ìàþòü â ÿêîñòi âåðøèí X i ðåáåð (äóã)
Y ðåàëüíi ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè ó Rn (òî÷êè òà êðèâi), ìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè öèõ
îá'¹êòiâ (ôîðìè êðèâèõ, ¨õ äîâæèíè òà âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè) íå âiäiãðàþòü âàæëèâî¨
ðîëi. Áåðóòüñÿ äî óâàãè ëèøå âëàñòèâîñòi iíöèäåòíîñòi âåðøèí xi i ðåáåð (äóã) yj. Ó
çâ'ÿçêó ç öèì îçíà÷åííÿ ãðàôà ÿê ãåîìåòðè÷íîãî îá'¹êòà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Rn

¹ íàäìiðíèì ç ëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó, õî÷à ¹ íàãëÿäíèì, ùî ñïèðà¹òüñÿ íà ãåîìåòðè÷íó
iíòó¨öiþ.

Îçíà÷åííÿ àáñòðàêòíîãî ãðàôà

Îði¹íòîâàíèì ãðàôîì, àáî êîðîòêî îðãðàôîì, íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíà òðiéêà
G = (X, Y, f), äå X, Y � äîâiëüíi ìíîæèíè f : Y → X ×X � âiäîáðàæåííÿ ìíîæè-
íè Y ó äåêàðòîâèé êâàäðàò X ×X. Åëåìåíòè ìíîæèíè X íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè,
ìíîæèíè Y � äóãàìè, à âiäîáðàæåííÿ f � iíöèäåíòîðîì. Åëåìåíòàìè äåêàðòîâîãî
êâàäðàòó X ×X ¹ âïîðÿäêîâàíi ïàðè (xi, xj) i ðiâíiñòü f(yk) = (xi, xj) ìîæíà iíòåð-
ïðåòóâàòè òàê: �äóãà� yk âèõîäèòü ç �âåðøèíè� xi i âõîäèòü ó �âåðøèíó� xj. Òàêà äóãà
yk íàçèâà¹òüñÿ iíöèäåíòíîþ âåðøèíàì xi, xj. Íàïðèêëàä, äëÿ ãåîìåòðè÷íîãî ãðà-
ôà íà ðèñ. 3.10 ìîæíà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíèé éîìó àáñòðàêòíèé ãðàô òàê: ââåñòè
àáñòðàêòíi ìíîæèíè

X = {x1, x2, x3, x4, x5} ,
Y = {y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7}

òà iíöèäåíòîð

f(y1) = (x1, x2);

f(y2) = (x1, x2);

f(y3) = (x2, x3);

f(y4) = (x3, x3);

f(y5) = (x2, x1);

f(y6) = (x3, x1);

f(y7) = (x3, x5).

Íåîði¹íòîâàíèé àáñòðàêòíèé ãðàô âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âïîðÿäêîâàíî¨
òðiéêè G = (X, Y, ϕ), äå ìíîæèíà X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ âåðøèí, Y � ìíî-
æèíà ðåáåð, à ϕ : Y → 〈X ×X〉 � âiäîáðàæåííÿ ðåáåð ó ñèìåòðèçîâíèé äåêàðòîâèé
êâàäðàò âåðøèí, ó ÿêîìó ïàðè (xi, xj) i (xj, xi) îòîòîæíåíi. ßêùî ÷åðåç Θ: X ×X →
〈X ×X〉 ïîçíà÷èòè âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ ñèìåòðèçàöi¨, òî äëÿ îði¹íòîâàíîãî ãðà-
ôà G = (X, Y, f), äå f : Y → X × X, âiäïîâiäíèé éîìó íåîði¹íòîâàíèé ãðàô ìîæíà
âèçíà÷èòè ÿê G0 = (X, Y,Θf).
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×àñòî ãðàôè ïîçíà÷àþòüñÿ ó âèãëÿäi âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè ïåðøèõ äâîõ ìíîæèí
âïîðÿäêîâàíî¨ òðiéêè: G = (X, Y ), ó öüîìó âèïàäêó iíöèäåíòîð f âèçíà÷à¹òüñÿ íå-
ÿâíî.

Äâà ãðàôè G = (X, Y, f) i G′ = (X ′, Y ′, f ′) íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè (ïîçíà÷àòè-
ìåìî öå òàê G ∼ G′), ÿêùî iñíóþòü âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ âåðøèí i ðåáåð
ϕ : X → X ′ i ψ : Y → Y ′, âiäïîâiäíî, ÿêi çáåðiãàþòü âiäíîøåííÿ iíöèäåíöi¨:

f ′ψ = (ϕ× ϕ)f.

Iíàêøå êàæó÷è, ðåáðî (äóãà) y iíöèäåíòíå (âõîäèòü ó âåðøèíó x ãðàôà G, âèõîäèòü ç
âåðøèíè x ãðàôà G) âåðøèíi x ãðàôà G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ãðàôi G′ âiäïîâiäíå
ðåáðî (äóãà) y′ = ψ(y) iíöèäåíòíå (âõîäèòü ó âåðøèíó x′ = ϕ(x) ãðàôà G′, âèõîäèòü
ç âåðøèíè x′ = ϕ(x) ãðàôà G′) âåðøèíi x′ = ϕ(x). Îòæå, içîìîðôiçì Φ: G → G′ �
öå âiäîáðàæåííÿ

Φ(G) = Φ(X, Y, f) =
(
ϕ(X), ψ(Y ), (ϕ× ϕ)fψ−1

)
,

àëå äëÿ ñïðîùåííÿ ìè áóäåìî iíîäi ïèñàòè

X ′ = Φ(X), Y ′ = Φ(Y ), f ′ = Φ(f).

Içîìîðôiçìè ãðàôà íà ñàìîãî ñåáå íàçèâàþòüñÿ àâòîìîðôiçìàìè. Îñêiëüêè îáåðíå-
íå âiäîáðàæåííÿ äî àâòîìîðôiçìó ãðàôà òà êîìïîçèöiÿ äâîõ àâòîìîðôiçìiâ ãðàôà ¹
çíîâó àâòîìîðôiçìîì öüîãî ãðàôà, òî àâòîìîðôiçìè ôiêñîâàíîãî ãðàôà óòâîðþþòü
ãðóïó ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ àâòîìîðôiçìiâ öüîãî ãðàôà. Òàêîæ âiäîìî, ùî
äîâiëüíà ñêií÷åííà ãðóïà içîìîðôíà ãðóïi àâòîìîðôiçìiâ äåÿêîãî ãðàôà G çi ñêií-
÷åííîþ êiëüêiñòþ âåðøèí òà äóã. ßêùî ãðàô G içîìîðôíèé ãåîìåòðè÷íîìó ãðàôó
G′ ó ïðîñòîði Rn, òî ãðàô G′ íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íîþ ðåàëiçàöi¹þ ãðàôà G. Íà-
ïðèêëàä, ãåîìåòðè÷íèé ãðàô ó R3 íà ðèñ. 3.11 içîìîðôíèé ãåîìåòðè÷íîìó ãðàôó â

Ðèñ. 3.11: Ãðàô K4

R2 íà ðèñ. 3.12.

Ãðàô (àáñòðàêòíèé àáî ãåîìåòðè÷íèé), ÿêèé ìà¹ ãåîìåòðè÷íó ðåàëiçàöiþ â R2

(iíøèìè ñëîâàìè � ïëîñêó ðåàëiçàöiþ), íàçèâà¹òüñÿ ïëàíàðíèì àáî ïëîñêèì. Ãåîìå-
òðè÷íèé ãðàô ó R3 íà ðèñ. 3.11 � ïëàíàðíèé, à ï'ÿòèâåðøèííèé ãðàô íà ðèñ. 3.13 �
íåïëàíàðíèé.

Içîìîðôiçì ãðàôiâ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òîìó âñÿ ìíîæèíà ãðàôiâ ðîç-
áèâà¹òüñÿ íà êëàñè ïîïàðíî içîìîðôíèõ ãðàôiâ. ×àñòî ìè íå áóäåìî ðîçðiçíÿòè içî-
ìîðôíi ãðàôè, iíøèìè ñëîâàìè ìè íå áóäåìî âèâ÷àòè êëàñè, à áóäåìî ëèøå ìàòè
ñïðàâó ç ãåîìåòðè÷íèìè ïðåäñòàâíèêàìè (ðåàëiçàöiÿìè).
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Ðèñ. 3.12: Ïëîñêå çîáðàæåííÿ ãðàôà K4

Ðèñ. 3.13: Ãðàô K5

Íåîáõiäíî ïiäêðåñëèòè àëãîðèòìi÷íó ñêëàäíiñòü ïåðåâiðêè içîìîðôiçìó äâîõ ãðà-
ôiâ � öå êîìáiíàòîðíà çàäà÷, ÿêó ìîæíà çâåñòè äî ç'ÿñóâàííÿ ïîäiáíîñòi ìàòðèöü
ñóìiæíîñòi öèõ ãðàôiâ (äèâ. ïiäðîçäië 3.5). Ãåîìåòðè÷íi çîáðàæåííÿ ãðàôiâ íà êðåñ-
ëåííÿõ ó öüîìó âèïàäêó ìàëî åôåêòèâíi. Íàïðèêëàä, íå âiäðàçó âèäíî, ùî íåâåëèêi
øåñòèâåðøèííi ãðàôè, ÿêi çîáðàæåíi íà ðèñ. 3.14, içîìîðôíi îäèí îäíîìó.

Ãðàô G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííèì, ÿêùî ìíîæèíè âåðøèí X i ðåáåð Y ñêií÷åííi,
i ëîêàëüíî ñêií÷åííèì, ÿêùî ñòåïåíi âñiõ âåðøèí ñêií÷åííi. Íåñêií÷åííi äèñêðåòíi
ãðàôè (iç ç÷èñëåííèìè ìíîæèíàìè âåðøèí X i ðåáåð Y ) çóñòði÷àþòüñÿ â çàñòîñó-
âàííÿõ.

Çâ'ÿçîê ç âiäíîøåííÿìè. Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi

ßêùî R � áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi X, òî óìîâó x1Rx2 ìîæíà çîáðàçèòè
íàÿâíiñòþ äóãè ç åëåìåíòà x1 â åëåìåíò x2 ìíîæèíè X. Îòæå, ìiæ áiíàðíèìè âiäíî-
øåííÿìè òà îði¹íòîâàíèìè ãðàôàìè áåç ïàðàëåëüíèõ äóã âñòàíîâëþ¹òüñÿ âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü. Îñêiëüêè íàñ áóäóòü öiêàâèòè ãðàôè, ÿêi äîïóñêàþòü ïà-
ðàëåëüíi äóãè (íàïðèêëàä y1, y2 ðèñ. 3.10), òî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç îá'¹êòîì áiëüø
çàãàëüíèì, íiæ áiíàðíi âiäíîøåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøi êîìáiíàòîðíi âëàñòèâîñòi ñêií÷åííèõ ãðàôiâ. Îñêiëüêè
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Ðèñ. 3.14: Içîìîðôíi ãðàôè

ïîÿâà êîæíîãî íîâîãî ðåáðà äîäà¹ ïî îäèíèöi äî ñòåïåíiâ äâîõ iíöèäåíòíèõ éîìó
âåðøèí, àáî äâiéêó äî ñòåïåíÿ îäíi¹¨ âåðøèíè ó âèïàäêó ïåòëi, òî ñóìà ñòåïåíiâ âñiõ
âåðøèí ãðàôà â äâà ðàçè ïåðåâèùó¹ êiëüêiñòü ðåáåð m = |Y | (�ëåìà ïðî ðóêîñòèñ-
êàííÿ�): ∑

x∈X

δ(x) = 2 · |Y |.

Íàñëiäîê 3.4.1. Êiëüêiñòü âåðøèí íåïàðíîãî ñòåïåíÿ ãðàôà ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.

Ñïðàâäi, ñóìà ïàðíèõ ñòåïåíiâ � ïàðíà, à òîìó i ñóìà íåïàðíèõ ñòåïåíiâ ìà¹ áóòè
ïàðíîþ.

Â îði¹íòîâàíîìó ãðàôi, îêðiì ñòåïåíÿ âåðøèíè δ(x), ââîäÿòüñÿ ïîíÿòòÿ:

� äîäàòíié ñòåïiíü δ+(x) � êiëüêiñòü äóã, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ó âåðøèíi x;
� âiä'¹ìíèé ñòåïiíü δ−(x) � êiëüêiñòü äóã, ÿêi çàêií÷óþòüñÿ ó âåðøèíi x.

Òàêîæ δ+(x) i δ−(x) íàçèâàþòü íàïiâñòåïåíÿìè âèõîäó òà âõîäó ó âåðøèíi x. Î÷å-
âèäíî, ùî

δ+(x) + δ−(x) = δ(x)

äëÿ äîâiëüíî¨ âåðøèíè x ãðàôà, i∑
x∈X

δ+(x) =
∑
x∈X

δ−(x) =
1

2

∑
x∈X

δ(x) = |Y | = m.

Òåîðåìà Ïîíòðÿãiíà�Êóðàòîâñüêîãî

Òåîðåìà 3.4.2. Ãðàô G ¹ ïëàíàðíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií íå ìiñòèòü
ïiäãðàôiâ âèãëÿäó G1 i G2, ÿêi ìîæóòü áóòè îòðèìàíi çàìiíîþ ðåáåð ó ãðàôàõ K3,3

i K5 äîâiëüíèìè ïðîñòèìè ëàíöþãàìè.

Ãðàôè K3,3 i K5 çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.15.
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1

2

3

45

1 2 3

4 5 6

Ðèñ. 3.15: Ãðàôè K3,3 i K5

3.5 Ìàòðèöi ñóìiæíîñòi, içîìîðôiçìè òà îïåðàöi¨ íàä

ãðàôàìè

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ðîçìiðó n×n, äå n = |X| � êiëüêiñòü âåðøèí îði¹íòîâàíîãî
ãðàôà G = (X, Y, f), åëåìåíò ÿêî¨ ai,j äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi äóã, ùî éäóòü âiä âåðøèíè
xi äî âåðøèíè xj, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi îði¹íòîâàíîãî ãðàôà

G = (X, Y, f).

Äëÿ íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà G = (X, Y ) åëåìåíò ai,j ìàòðèöi ñóìiæíîñòi A0

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êiëüêiñòü ðåáåð, ÿêi ç'¹äíóþòü âåðøèíè xi i xj. Î÷åâèäíî, ùî ìàò-
ðèöÿ ñóìiæíîñòi íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà A0 çàâæäè ñèìåòðè÷íà ñòîñîâíî ãîëîâíî¨
äiàãîíàëi:4

A0 = AT0 .

Íåíóëüîâå çíà÷åííÿ åëåìåíòà ai,j õàðàêòåðèçó¹ ñóìiæíiñòü âåðøèí xi i xj ó ãðà-
ôi, çâiäñè é îòðèìó¹ìî íàçâó � ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi. Çðîçóìiëî, ùî îði¹íòîâàíèé
(íåîði¹íòîâàíèé) ãðàô ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âiäíîâëþ¹òüñÿ çà éîãî ìàòðèöåþ
ñóìiæíîñòi A (A0). Äëÿ îði¹íòîâàíîãî ãðàôà, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 3.10, ìàòðèöÿ ñó-
ìiæíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

A =


0 2 0 0 0
1 0 1 0 0
1 0 1 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,

4Íàäàëi äëÿ ìàòðèöi M , ÷åðåç MT ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöþ äî ìàòðèöi
M , òîáòî ìàòðèöþ óòâîðåíó ç M çàìiíîþ ðÿäêiâ íà ñòîâïöi, ÷è íàâïàêè.
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à äëÿ íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà ç ðèñ. 3.5 ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

A0 =


0 3 1 0 0
3 0 1 0 0
1 1 1 0 1
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

 .

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îði¹íòîâàíîãî ãðàôà G = (X, Y, f) i âiäïîâiäíîãî
éîìó íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà G0 = (X, Y ′), ÿêèé �âòðàòèâ� îði¹íòàöiþ ðåáåð, ìàòðèöi
ñóìiæíîñòi A i A0 öèõ ãðàôiâ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

A+ AT = A0.

ßê âæå âiäçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, ùî ïðàêòè÷íî, à ó âèïàäêó ãåîìåòðè÷íèõ ãðàôiâ
äóæå ñêëàäíî âiçóàëüíî, âñòàíîâèòè içìîðôiçì äâîõ ãðàôiâ (äèâ. ðèñ. 3.14). Ìàòðèöi
ñóìiæíîñòi äîçâîëÿþòü ñôîðìóëþâàòè ïðîñòèé àëãåáðà¨÷íèé êðèòåðié içîìîðôiçìó
ãðàôiâ.

Òåîðåìà 3.5.1. Îði¹íòîâàíi ãðàôè G = (X, Y, f) i G′ = (X ′, Y ′, f ′) içîìîðôíi òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü âåðøèí, i ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi
A(G′) ãðàôà G′ îòðèìó¹òüñÿ ç ìàòðèöi ñóìiæíîñòi A(G) ãðàôà G ïîñëiäîâíèìè
ïåðåñòàíîâêàìè ðÿäêiâ ç îäíî÷àñíîþ ïåðåñòàíîâêàìè îäíîéìåííèõ ñòîâïöiâ.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi âèïëèâà¹, ùî âçà¹ìíà çàìiíà íîìåðiâ
âåðøèí x1, x2 ó ãðàôi G ïðèçâîäèòü äî ïåðåñòàíîâêè ìiñöÿìè ïåðøèõ äâîõ ðÿäêiâ i
îäíî÷àñíî ïåðøèõ äâîõ ñòîâïöiâ ó ìàòðèöi ñóìiæíîñòi A(G) ãðàôà G, i íàâïàêè. Òàêå
ïåðåòâîðåííÿ ¹ íàéïðîñòiøèì içîìîðôiçìîì ãðàôà G íà ñåáå, òîáòî ¹ àâòîìîðôiçìîì
ãðàôà G. Ó òîé æå ÷àñ içîìîðôiçì Φ ãðàôiâ G i G′ îäíî÷àñíî âèçíà÷à¹òüñÿ (i âiäíîâ-
ëþ¹òüñÿ) çà ñâî¹þ äi¹þ íà âåðøèíàõ Φ(X) = X ′ ãðàôiâG iG′, à îòæå âií âèçíà÷à¹òüñÿ
äåÿêîþ ïiäñòàíîâêîþ σ íà ìíîæèíi íîìåðiâ âåðøèí ãðàôà. Àëå ïiäñòàíîâêà σ ðîç-
êëàäà¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, i öå âiäîìî ç êóðñó àëãåáðè, ó ñóïåðïîçèöiþ íàéïðîñòiøèõ
ïiäñòàíîâîê i↔ j, òîáòî òðàíñïîçèöié, à òîìó içîìîðôiçì Φ: G→ G′ åêâiâàëåíòíèé
ñóïåðïîçèöi¨ íàéïðîñòiøèõ içîìîðôiçìiâ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òðàíñïîçèöiÿìè iíäåêñiâ
âåðøèí, òà âêàçàíîìó â óìîâi òåîðåìè ïåðåòâîðåííþ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi A(G).

Ó âèïàäêó íåîði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.5.1.
À ñàìå äëÿ ìàòðèöü ñóìiæíîñòi A0(G) i A0(G

′) ãðàôiâ G = (X, Y ) i G′ = (X ′, Y ′),
âiäïîâiäíî, iñíó¹ òàêà ïiäñòàíîâêà σ ó ãðóïi ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè iíäåêñiâ âåðøèí
{1, 2, . . . , n}, n = |X| = |X ′|, ùî äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöü ñóìiæíîñòi âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

a′i,j = aσ(i),σ(j).

Êiëüêiñòü óñiõ ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè {1, 2, . . . , n} äîðiâíþ¹ n!, à òîìó áåçïîñåðåäí¹
çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 3.5.1 äëÿ ïåðåâiðêè içîìîðôíîñòi ãðàôiâ, ÿêå ïîëÿãà¹ â ïåðåáî-
ði n! âàðiàíòiâ, ¹ íååôåêòèâíèì ó âèïàäêó âåëèêî¨ êiëüêîñòi âåðøèí n = |X| ãðàôà.
Òîìó iñíóþòü ðiçíi çàñîáè òà àëãîðèòìè, ÿêi äëÿ ãðàôiâ ïåâíîãî âèäó iñòîòíî çìåí-
øóþòü îá'¹ì îá÷èñëåíü ïðè ïåðåâiðöi içîìîðôiçìó öèõ ãðàôiâ.
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Ðèñ. 3.16: Äî ïðèêëàäó 3.5.2

Ïðèêëàä 3.5.2. Äîâåäiòü, ùî íåîði¹íòîâàíi ãðàôè G1 i G2, çîáðàæåíi íà ðèñ. 3.16,
içîìîðôíi îäèí îäíîìó.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàïèøåìî ìàòðèöi ñóìiæíîñòi ãðàôiâ G1 i G2:

A1 =



0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 1 0


, A2 =



0 1 0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0


.

Ìè ïðîïîíó¹ìî ñàìîñòiéíî ÷èòà÷åâi çàâåðøèòè äîâåäåííÿ, çíàéøîâøè ïiäñòàíîâ-
êó ìíîæèíè ÷èñåë

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

ç 7! = 5040 ìîæëèâèõ, ÿêà âèçíà÷à¹ îäíî÷àñíó ïåðåñòàíîâêó âiäïîâiäíèõ ðÿäêiâ i
ñòîâïöiâ ìàòðèöi A1 òàê, ùîá â ðåçóëüòàòi öüîãî ïåðåòâîðåííÿ îòðèìàòè ìàòðèöþ
A2.

Äëÿ äâîõ îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ G = (X, Y, f) i G1 = (X, Y1, f1) ç îäíàêîâèìè ìíî-
æèíàìè âåðøèí âèçíà÷èìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ãðàôiâ G i G1.

Ñóìà ãðàôiâ
G+G1 = (X, Y ∪ Y1, f + f1)

îòðèìó¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì ìíîæèíè äóã Y i Y1 (äèâ. ðèñ. 3.17).

Ïðè ìíîæåííi ãðàôiâ
GG1 = (X, Y0, f0)
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x5x2
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x1

G1

x5x2
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x1
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x5x2

x3

x4

x1

G1 +G2

Ðèñ. 3.17: Ñóìà äâîõ îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ çi ñïiëüíîþ êiëüêiñòþ âåðøèí

ç âåðøèíè xi äî âåðøèíè xj iäå ñòiëüêè äóã, ñêiëüêè iñíó¹ øëÿõiâ äîâæèíè 2 ó ãðàôi
G + G1 ç âåðøèíè xi äî âåðøèíè xj òàêèõ, ùî ïåðøà äóãà íàëåæèòü ìíîæèíi Y , à
äðóãà � Y1 (äèâ. ðèñ. 3.18).

x5x2

x3

x4

x1

G1

x5x2

x3

x4

x1

G2

x5x2

x3

x4

x1

G1G2

Ðèñ. 3.18: Äîáóòîê äâîõ îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ çi ñïiëüíîþ êiëüêiñòþ âåðøèí

Òåîðåìà 3.5.3. Äëÿ ñóìè òà äîáóòêó îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ (ç îäíàêîâèìè ìíîæè-
íàìè âåðøèí) ìàòðèöi ñóìiæíîñòi äîäàþòüñÿ òà ïåðåìíîæóþòüñÿ, âiäïîâiäíî, i
íàâïàêè:

A(G+G1) = A(G) + A(G1) i A(GG1) = A(G) · A(G1).

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ ñóìè ãðàôiâ ç îäíàêîâèìè ìíîæèíàìè âåðøèí
¹ î÷åâèäíèì: ó ãðàôi G+G1 êiëüêiñòü äóã ç âåðøèíè xi äî âåðøèíè xj äîðiâíþ¹

aij(G) + aij(G1).

Ó ãðàôi G+G1 êiëüêiñòü ðiçíèõ øëÿõiâ ç ïîñëiäîâíiñòþ âåðøèí âèãëÿäó (xi, xk, xj)
òàêèõ, ùî äóãè ç âåðøèíè xi äî âåðøèíè xk íàëåæàòü ãðàôó G, à äóãè ç âåðøèíè xk
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äî âåðøèíè xj íàëåæàòü ãðàôó G1, äîðiâíþ¹

aik(G) · akj(G1)

(äèâ. ðèñ. 3.19). Ó öié ïîñëiäîâíîñòi âåðøèí (xi, xk, xj) ïðîìiæíà âåðøèíà xk ôiêñî-

xi
x2 xj

xk

x1Y Y1

Ðèñ. 3.19: Ãðàô G+G1

âàíà. Çàãàëüíà êiëüêiñòü øëÿõiâ äîâæèíè 2 ç ïåðøîþ äóãîþ ç ìíîæèíè Y , à ç äðóãîþ
äóãîþ ç ìíîæèíè Y1 äîðiâíþ¹

m∑
k−1

aik(G) · akj(G1)

� çàãàëüíîìó åëåìåíòó ìàòðèöi A(G) · A(G1).

Íàñëiäîê 3.5.4. ßêùî A � ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi îði¹íòîâàíîãî ãðàôà G, òî åëå-
ìåíò anij ìàòðèöi A

n (íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðiçíèõ îði¹í-
òîâàíèõ ìàðøðóòiâ äîâæèíè n, ÿêi âèõîäÿòü ç âåðøèíè xi i âõîäÿòü ó âåðøèíó
xj ãðàôà G.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Òâåðäæåííÿ íàñëiäêó ïðàâèëüíå ïðè n = 1, i öå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ñóìiæíîñòi
âåðøèí îði¹íòîâàíîãî ãðàôà. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå äëÿ k = n− 1:
åëåìåíò an−1ij ìàòðèöi An−1 äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðiçíèõ îði¹íòîâàíèõ ìàðøðóòiâ äîâ-
æèíè n−1, ÿêi âèõîäÿòü ç âåðøèíè xi i âõîäÿòü ó âåðøèíó xj ó ãðàôi G, i îäíî÷àñíî
êiëüêîñòi äóã ç âåðøèíè xi äî âåðøèíè xj ó ãðàôi Gn−1, ÿêèé âèçíà÷åíèé ïîñëiäîâíèì
ïåðåìíîæåííÿì äâîõ ÷èííèêiâ. Îñêiëüêè An = An−1 · A, òî, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó
3.5.3 äî äîáóòêó ãðàôiâ Gn−1G, îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ äëÿ ìàòðèöi An (n-ãî êðîêó
iíäóêöi¨).

Íàñëiäîê 3.5.5. Â îði¹íòîâàíîìó ãðàôi G:

� iñíó¹ îði¹íòîâàíèé ìàðøðóò äîâæèíè n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè An 6= 0;

� íå iñíó¹ êîíòóðiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ¹ íiëüïî-
òåíòíîþ5.

5Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíîþ, ÿêùî ¨¨ ñòåïiíü Ak ¹ íóëü-ìàòðèöåþ äëÿ
äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 2.
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Çàóâàæåííÿ 3.5.6. Ó çâ'ÿçêó ç äðóãîþ ÷àñòèíîþ íàñëiäêó 3.5.5 êîðèñíî âiäçíà-
÷èòè, ùî ó âèïàäêó êîíòóðà äîâæèíè k ç âåðøèíàìè α, β, . . . , γ âñi ñòåïåíi Ank

(n = 1, 2, 3, . . .) ìàòðèöi ñóìiæíîñòi A ìàþòü âiäìiííi âiä íóëÿ äiàãîíàëüíi åëåìåí-
òè ç íîìåðàìè (α, α), (β, β), . . . , (γ, γ). ßêùî êîíòóðiâ ó ãðàôà íåìà¹ (çîêðåìà, ÿêùî
áiëüøå òîãî, íåìà¹ öèêëiâ), òî äîâæèíè âñiõ øëÿõiâ îáìåæåíi êiëüêiñòþ äóã m i Am+1

¹ íóëü-ìàòðèöåþ, åëåìåíò anij ìàòðèöi A
n äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðiçíèõ ïðîñòèõ øëÿõiâ

äîâæèíè n ç âåðøèíè i ó âåðøèíó j.

Ïèòàííÿ äîñÿæíîñòi îäíi¹¨ âåðøèíè ç iíøî¨ øëÿõîì ïåâíî¨ äîâæèíè, ïîâ'ÿçàíi,
çâè÷àéíî, ç âëàñòèâîñòÿìè ñòåïåíiâ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi A ãðàôà. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
âëàñòèâîñòi ñòåïåíiâ

A, A2, A3, . . .

äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ç íåâiä'¹ìíèìè åëåìåíòàìè aij > 0 (íàïðèêëàä, ìàòðèöi âàðòîñ-
òåé ó åêîíîìiöi, iìîâiðíîñòåé ïåðåõîäiâ, i ò. ä.) òàêîæ íàäàþòü öiííó iíôîðìàöiþ ïðî
çâ'ÿçêè ìiæ ëîêàëüíèìè �âóçëàìè� îá'¹êòà â äàíèé ìîìåíò ÷è ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó.

Ïðàêòè÷íî êîðèñíi çàäà÷i ïðî ïiäðàõóíîê êiëüêîñòi êîíòóðiâ çàäàíî¨ äîâæèíè
n ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi A ãðàôà: ó öüîìó âèïàäêó äîñòàòíüî
ïðîàíàëiçóâàòè äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi An. Çàäà÷i òàêîãî òèïó çóñòði÷àþòüñÿ
ïðè êîäóâàííi â êðèïòîãðàôi¨, ëiíãâiñòèöi, ïðè ìîäåëþâàííi ãðàôîì äèñêðåòíèõ ôi-
çè÷íèõ ïðîöåñiâ � ó çâ'ÿçêó ç ïiäñèñòåìàìè, ÿêi �çàöèêëþþòüñÿ�.

3.6 Ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi

Ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi � îäíà ç ôîðì ïîäàííÿ ãðàôà, â ÿêié âêàçóþòüñÿ çâ'ÿçêè
ìiæ iíöèäåíòíèìè åëåìåíòàìè ãðàôà (ðåáðî (äóãà) i âåðøèíà). Ñòîâïöi ìàòðèöi âiä-
ïîâiäàþòü ðåáðàì, ðÿäêè � âåðøèíàì. Íåíóëüîâå çíà÷åííÿ â êëiòèíöi ìàòðèöi âêàçó¹
íà çâ'ÿçîê ìiæ âåðøèíîþ i ðåáðîì (¨õ iíöèäåíòíiñòü).

Îñêiëüêè âåðøèíè òà äóãè îði¹íòîâàíîãî ãðàôà G = (X, Y, f) áåç ïåòåëü çàíóìå-
ðîâàíi:

X = {x1, . . . , xn},
Y = {y1, . . . , ym},

äiþ iíöèäåíòîðà f ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè (n×m)-ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi B =
{bij}, äå çà îçíà÷åííÿì:

bij =


+1, ÿêùî äóãà yj âèõîäèòü ç âåðøèíè xi;
−1, ÿêùî äóãà yj çàõîäèòü ó âåðøèíó xi;

0, ÿêùî äóãà yj íå iíöèäåíòíà âåðøèíi xi.

Äëÿ íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà G áåç ïåòåëü ìàòðèöÿ iíöèäåòíîñòi R = {rij} âè-
çíà÷à¹òüñÿ òàê:

rij =

{
1, ÿêùî ðåáðî yj iíöèäåíòíå âåðøèíi xi;
0, ÿêùî ðåáðî yj íå iíöèäåíòíå âåðøèíi xi.
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x1
x4 x5

x2
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x6y1 y2
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x1 x2
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y2 y3

y4
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Ðèñ. 3.20: Îði¹íòîâàíi ãðàôè

Ïðèêëàä 3.6.1. Äëÿ îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ G i G1, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 3.20, ìàòðèöi
iíöèäåíòíîñòi ìàþòü âèãëÿä

B =


1 0 0 0
−1 1 1 0
0 −1 −1 0
0 0 0 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

 i B1 =


−1 −1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1

 ,

âiäïîâiäíî.

Ïðèêëàä 3.6.2. Äëÿ íåîði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ G i G1, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 3.21, ìàòðèöi

x1 x4 x5

x2

x3

x6y1 y2

y3

y4

G

x1

x5 x4

x3x2 x6

y1

y2

y3

y4

y5

y6 y7

G1

Ðèñ. 3.21: Íåîði¹íòîâàíi ãðàôè
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iíöèäåíòíîñòi ìàþòü âèãëÿä

R =


1 0 0 0
1 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 i R1 =


1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1

 ,

âiäïîâiäíî.

Îñîáëèâîñòi ïîäàííÿ ìàòðèöü iíöèäåíòíîñòi íåîði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ:

� Íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ãðàôiâ ç ïåòëÿìè, îñêiëüêè â ïåòëi îäíà âåðøèíà ¹ i
ïî÷àòêîì, i êiíöåì.

� Ó êîæíîìó ñòîâïöi ïîâèííi ñòîÿòè äâi îäèíèöi, à âñi iíøi ñèìâîëè � íóëi.

Ìàòðèöi îði¹íòîâàíîãî òà âiäïîâiäíîãî éîìó ñèìåòðèçîâàíîãî íåîði¹íòîâàíîãî
ãðàôiâ, à ñàìå ¨õ åëåìåíòè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

|bij| = rij.

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî â ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi B îði¹íòîâàíîãî ãðàôà êîæåí ñòîâï÷èê
ìiñòèòü ëèøå îäèí ñèìâîë +1 i ëèøå îäèí ñèìâîë −1, à â ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi
R íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà êîæåí ñòîâï÷èê ìiñòèòü ëèøå äâà ñèìâîëè 1, ðåøòà æ
åëåìåíòiâ � öå íóëi. Ç öi¹¨ æ ïðè÷èíè ñóìà âñiõ ðÿäêiâ ó ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ íóëü-
âåêòîðó, à ó ìàòðèöi R � íóëþ çà ìîäóëåì 2.

ßêùî ãðàô G ìà¹ n êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi, òî, íóìåðóþ÷è éîãî âåðøèíè òà ðåá-
ðà îêðåìèìè ãðóïàìè â êîæíié êîìïîíåíòi, àáî ïåðåñòàâëÿþ÷è ñòîâïöi òà ðÿäêè
â ìàòðèöÿõ iíöèäåòíîñòi B i R, îòðèìó¹ìî äëÿ ìàòðèöi B (R) áëî÷íî-äiàãîíàëüíó
ñòðóêòóðó:

B =


B1 0 · · · 0
0 B2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Bn

 .

Âèêîíó¹òüñÿ é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 3.6.3. Ðàíã ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi B çâ'ÿçíîãî îði¹íòîâàíîãî ãðàôà G ç
n âåðøèíàìè äîðiâíþ¹ n− 1, à ñàìå êiëüêîñòi ðÿäêiâ ìàòðèöi B áåç îäíîãî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ãðàô G ¹ çâ'ÿçíèé, òî êîæíié âåðøèíi iíöèäåíòíà õî÷à á îäíà
äóãà, à òîìó â ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi B öüîãî ãðàôà íåìà¹ íóëüîâèõ ðÿäêiâ. Âèêðåñ-
ëèìî îñòàííié âåêòîð-ðÿäîê ~bn ìàòðèöi B, i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ìàòðèöi B0, ÿêà
çàëèøèëàñÿ, ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ¨¨ âåêòîð-ðÿäêiâ äîðiâíþ¹ íóëü-âåêòîðó:

n−1∑
i=1

αi~bi = ~0.

Âåðøèíà xn çâ'ÿçàíà äóãîþ yj1 ç äåÿêîþ âåðøèíîþ xi1 , òîìó ó âèêðåñëåíîìó ðÿäêó
~bn ìàòðèöi B åëåìåíò bnj1 âiäìiííèé âiä íóëÿ, à â ðÿäêó ~bi1 ìàòðèöi B åëåìåíò bi1j1
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òàêîæ âiäìiííèé âiä íóëÿ. Îñêiëüêè â ñòîâïöi j1 ìàòðèöi B0 òiëüêè îäèí åëåìåíò
bi1j1 âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî αi1 = 0. Ó ãðàôi G ñèñòåìà âåðøèí {xn, . . . , xi1} çâ'ÿçàíà
äåÿêîþ äóãîþ yj2 ç íîâîþ âåðøèíîþ xi2 , òîìó bi2j2 6= 0. Äðóãèé íåíóëüîâèé åëåìåíò
ñòîâïöÿ j2 ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi B íàëåæèòü îäíîìó ç ðÿäêiâ ~bn, ~bi1 , à îòæå αi2 = 0.
Ïðîäîâæóþ÷è ïðîöåñ ïðè¹äíàííÿ âåðøèí (ðÿäêiâ ìàòðèöi B):

{xn} , {xn, xi1} , {xn, xi1 , xi2} , , . . . , {X} ,

ìè ïîñëiäîâíî îòðèìà¹ìî íóëüîâi çíà÷åííÿ äëÿ âñiõ êîåôiöi¹íòiâ αi ó ëiíiéíié êîì-
áiíàöi¨ âåêòîð-ðÿäêiâ ìàòðèöi B0 òàê, ùî

rangB0 = rangB = n− 1,

à öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè6.

Ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi òà ñóìiæíîñòi îði¹íòîâàíîãî ãðàôà ìîæíà ïîâ'ÿçàòè öiêà-
âèì ñïiââiäíîøåííÿì, ÿêùî ââåñòè äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ ñòåïåíiâ âåðøèí

∆ = {δij}

îði¹íòîâàíîãî ãðàôà G: δij = 0, ÿêùî i 6= j i δii = δ(xi) � ñòåïiíü âåðøèíè xi.

Òåîðåìà 3.6.4. ßêùî G � îði¹íòîâàíèé ãðàô áåç ïåòåëü, òî éîãî ìàòðèöi ñóìiæ-
íîñòi A, iíöèäåíòíîñòi B i ñòåïåíiâ âåðøèí ∆ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì:

A+ AT +BBT = ∆.

Äîâåäåííÿ. Åëåìåíò aij ìàòðèöi A+AT äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi Πij ðåáåð, ÿêi ç'¹äíóþòü
âåðøèíè xi òà xj i aii = 2aii = 0. Äëÿ ìàòðèöi BBT åëåìåíò

bij =
m∑
k=1

bikbjk,

çíà÷åííÿ ÿêîãî äîðiâíþ¹ −Πij ó âèïàäêó i 6= j i δ(xi) � ñòåïiíü âåðøèíè xi ó âèïàäêó
i = j.

Íàñëiäîê 3.6.5. Äëÿ îði¹íòîâàíîãî ãðàôà G = (X, Y, f) âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðä-
æåííÿ:

1. det(A+BBT + AT ) =
n∏
i=1

δ(xi).

2. Ãðàô G ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ

∆ = A+ AT +BBT

ñêàëÿðíà, òîáòî
∆ = A+ AT +BBT = rI,

äå r = δ(xi) � ñòåïiíü ãðàôà G, à I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

3. Ãðàô G áåç ïåòåëü ¹ ïîâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

det(A+BBT + AT ) = (n− 1)n,

äå n = |X|.
6×åðåç rangM ìè ïîçíà÷à¹ìî ðàíã ìàòðèöi M , òîáòî ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ

ðÿäêiâ (÷è ñòîâïöiâ) ìàòðèöi M .
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3.7 Ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôiâ

Ìè âæå ãîâîðèëè ïðî ïðîáëåìó ÷îòèðüîõ ôàðá äëÿ ïëîñêèõ êàðò ó ïiäðîçäiëi 3.1.
Íàñòiëüêè áàãàòî ìàòåìàòèêiâ i íåìàòåìàòèêiâ âîíà ñïîêóñèëà, ùî âiäîìèé ñïåöiàëiñò
ó òåîði¨ ãðàôiâ Ôðåíê Õàððàði ó 1969 ðîöi ïèñàâ, ùî ãiïîòåçó ÷îòèðüîõ ôàðá ìîæíà
íà ïîâíié ïiäñòàâi íàçèâàòè ùå �õâîðîáîþ ÷îòèðüîõ ôàðá�, îñêiëüêè âîíà äóæå ñõîæà
íà çàõâîðþâàííÿ.

Ìàéæå ï'ÿòäåñÿò ðîêiâ òîìó, ó 1976 ðîöi, ïðîáëåìà ÷îòèðüîõ ôàðá áóëà ðîçâ'ÿçàíà
ïîçèòèâíî. Îäíàê áàãàòîêðîêîâå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ¹ �ði÷÷þ â ñîái�, òà éîãî íà-
ñòiëüêè âàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äåÿêi ñïåöiàëiñòè â òåîði¨ ãðàôiâ ïiääàþòü äî ñóìíiâó,
ùî ïðîáëåìà ÷îòèðüîõ ôàðá ðîçâ'ÿçàíà. Åòàïè äîâåäåííÿ-ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè ÷îòè-
ðüîõ ôàðá òàêi. Ñïî÷àòêó, âèêîðèñòîâóþ÷è iäåþ Ãàððåòà Áiðêãîôà (Garrett Birkho�,
1911�1996) ïðî îïèñàííÿ âëàñòèâîñòåé ñïåöiàëüíèõ �íåçâiäíèõ�, òîáòî òàêèõ, ùî íå
ðîçôàðáîâóþòüñÿ ÷îòèðìà ôàðáàìè ãðàôiâ, ìàòåìàòèêè çâåëè êiëüêiñòü âåðøèí 4-
ðîçôàðáîâíèõ ãðàôiâ äî 96. Ïîòiì ó 1969 ðîöi Õ. Õà¹ø çâiâ ïðîáëåìó ÷îòèðüîõ ôàðá
äî ïèòàííÿ 4-ðîçôàðáóâàííÿ âåëèêî¨, àëå ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ãðàôiâ. Òðîõè ïiçíi-
øå êiëüêiñòü òàêèõ ãðàôiâ áóëà çâåäåíà äî 1482. Íàðåøòi, ó 1976 ðîöi Ê. Àïïåëü i
Â. Õåéêåí ðàçîì ç êîëåêòèâîì ìàòåìàòèêiâ i ïðîãðàìiñòiâ ïðàâèëüíî ðîçôàðáóâàëè
âñi 1482 ãðàôà çà äîïîìîãîþ ïîòóæíîãî êîìï'þòåðà, çàòðàòèâøè íà ðîçôàðáóâàííÿ
ïðèáëèçíî 2000 ãîäèí ìàøèííîãî ÷àñó.

Îäíàê öÿ ïðîáëåìà, ÿêà òàê äîâãî ñòîÿëà âiäêðèòîþ, � ëèøå îêðåìèé âèïàäîê
öiëîãî íàïðÿìêó òåîði¨ ãðàôiâ � ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôiâ. Ïåðåôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó
ðîçôàðáóâàííÿ êðà¨í çâ'ÿçíîãî ãðàôà G ó çàäà÷ó ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí iíøîãî
ïëîñêîãî ãðàôà G, íå âèìàãàþ÷è äëÿ çàãàëüíîñòi, ùîá ãðàô G áóâ äâîçâ'ÿçíèì. Âñå-
ðåäèíi êîæíî¨ îáëàñòi Qi (ãðàíi, êðà¨íè) ãðàôà G, âêëþ÷àþ÷è çîâíiøíþ, ïîçíà÷èìî
îäíó òî÷êó xi � âåðøèíó øóêàíîãî ãðàôà G.

ßêùî ó ãðàôi G êðà¨íè Qi i Qj ìàþòü ñïiëüíå ðåáðî y, òî ç'¹äíà¹ìî ó ãðàôi G âåð-
øèíè xi i xj ðåáðîì y, ÿêå ïåðåòèíà¹ ëèøå ðåáðî y. Ãðàô G íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íî
äóàëüíèì äî ïëîñêîãî ãðàôà G.

Íàñëiäîê 3.7.1. Çàäà÷à ðîçôàðáóâàííÿ êðà¨í ãåîãðàôi÷íî¨ êàðòè (îáëàñòåé ïëîñêîãî
ãðàôà G) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí ãåîìåòðè÷íî äóàëüíîãî ãðàôà
G, ÿêèé òàêîæ ¹ ïëîñêèì.

Ïðè öüîìó óìîâà ïðàâèëüíîãî ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñóìiæíi
ó ãðàôi G âåðøèíè xi, xj íàáóâàþòü ðiçíèõ êîëüîðiâ. Îñêiëüêè îïåðàöiÿ G 7→ G
âiäîáðàæà¹ óâåñü êëàñ çâ'ÿçíèõ ãðàôiâ ïëîñêèõ ãðàôiâ íà ñåáå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî,
i öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi G = G, òî ïðîáëåì ÷îòèðüîõ ôàðá ïåðåôîðìóëþ¹òüñÿ òàê:

äîâiëüíèé ïëîñêèé ãðàô äîïóñêà¹ ïðàâèëüíå ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí íå áiëüø,
íiæ ÷îòèðìà ôàðáàìè.

Çàóâàæåííÿ 3.7.2. Åêâiâàëåíòíiñòü ïðîáëåìè ðîçôàðáóâàííÿ êðà¨í i ïðîáëåìè ðîç-
ôàðáóâàííÿ âåðøèí ó êëàñi âñiõ ïëîñêèõ ãðàôiâ ìîæíà âñòàíîâèòè, íå êîðèñòóþ÷èñü
òî÷íîþ ðiâíiñòþ G = G. Âàæëèâî, ùî ïðè ïåðåõîäi äî äóàëüíîãî ãðàôà G 7→ G ðîç-
ôàðáóâàííÿ êðà¨í G ïåðåõîäèòü ó ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí ãðàôà G, ðîçôàðáóâàííÿ
âåðøèí ãðàôà G � ó ðîçôàðáóâàííÿ êðà¨í ãðàôà G.
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Äîâiëüíèé, íå îáîâ'ÿçêîâî ïëîñêèé òà çâ'ÿçíèé, ãðàô G íàçèâà¹òüñÿ r-ðîçôàð-
áîâíèì àáî r-õðîìàòè÷íèì, ÿêùî âií äîïóñêà¹ ïðàâèëüíå ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí
ãðàôà r ôàðáàìè.

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî ïðè ðîçôàðáóâàííi âåðøèí ãðàô
íå ìiñòèòü ïàðàëåëüíèõ ðåáåð i ïåòåëü, òîáòî ¹ ïðîñòèì.

Íåîði¹íòîâàíi ãðàôè G1 i G2, çîáðàæåíi íà ðèñ. 3.22: G1 ¹ 3-ðîçôàðáîâíèì, à G2

G1 G2

Ðèñ. 3.22: 3-ðîçôàðáîâíèé òà 2-ðîçôàðáîâíèé ãðàôè

¹ 4, 3, 2-ðîçôàðáîâíèì.

Ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü êîëüîðiâ, íåîáõiäíà äëÿ ïðàâèëüíîãî ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôà
G (min r) íàçèâà¹òüñÿ õðîìàòè÷íèì ÷èñëîì ãðàôà G i ïîçíà÷à¹òüñÿ γ(G).

Äåÿêi ïðàêòè÷íi çàäà÷i ïîâ'ÿçàíi ç ðîçôàðáóâàííÿì ðåáåð ãðàôà G, ÿêå ââàæà-
¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî êîæíi äâà ñóìiæíi ðåáðà, ÿêi iíöèäåíòíi îäíié âåðøèíi,
ðîçôàðáîâóþòüñÿ â ðiçíi êîëüîðè. Íàéìåíøà êiëüêiñòü êîëüîðiâ, ÿêà äîïóñêà¹ ïðà-
âèëüíå ðîçôàðáóâàííÿ ðåáåð, íàçèâà¹òüñÿ õðîìàòè÷íèì êëàñîì àáî iíäåêñîì ãðàôà
G i ïîçíà÷à¹òüñÿ γ′(G). Â ïðèíöèïi ðîçôàðáóâàííÿ ðåáåð ãðàôà G çâîäèòüñÿ äî ðîç-
ôàðáóâàííÿ âåðøèí äåÿêîãî ãðàôà G1, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ äóàëüíèì7 çà âiäíîøåííÿì
äî ãðàôà G, à òîìó γ′(G) = γ(G1) � õðîìàòè÷íèé êëàñ ãðàôà G äîðiâíþ¹ õðîìàòè-
÷íîìó ÷èñëó äóàëüíîãî ãðàôà G1. Öÿ âëàñòèâiñòü äóàëüíîãî ãðàôà G1 âiäïîâiäíèì
÷èíîì iíäóêó¹ éîãî îçíà÷åííÿ: âåðøèíè äóàëüíîãî ãðàôà G1 ïåðåáóâàþòü ó âçà¹ì-
íî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ðåáðàìè ãðàôà G, i äâi âåðøèíè ó ãðàôi G1 ïî¹äíàíi
ðåáðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äâà ðåáðà ó ãðàôi G ñóìiæíi.

ßêùî γ(G) = 1, òî ãðàô G íå ìà¹ ðåáåð, òîáòî âií ñêëàäà¹òüñÿ ç içîëüîâàíèõ
âåðøèí, à ïåòëi â ïèòàííÿõ ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí íå âðàõîâóþòüñÿ. Äîâiëüíå äå-
ðåâî ìà¹ õðîìàòè÷íå ÷èñëî 2; ãðàô G ç õðîìàòè÷íèì ÷èñëîì γ(G) = 2 íàçèâà¹òüñÿ
áiõðîìàòè÷íèì. Äîâiëüíå ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôà G äâîìà ôàðáàìè (äèâ. ðèñ. 3.23)
ðîçáèâà¹ âåðøèíè öüîãî ãðàôà íà äâi ìíîæèíè îäíîãî êîëüîðó X1 i X2, âñåðåäèíi
êîæíî¨ ç ÿêèõ âåðøèíà ãðàôà G íåñóìiæíi. Öÿ îáñòàâèíà çíàõîäèòü ðiçíîìàíiòíi
çàñòîñóâàííÿ íà ïðàêòèöi òà ïðè ðiçíèõ äîâåäåííÿõ.

Íàì áóäå ïîòðiáíà ìàéæå î÷åâèäíà òàêà ëåìà.

7Ó ëiòåðàòóði òàêîæ ãðàô G1 íàçèâà¹òüñÿ ðåáåðíèì ãðàôîì äëÿ ãðàôà G i ïîçíà÷à¹òüñÿ L(G)
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X1 X2

Ðèñ. 3.23: Áiõðîìàòè÷íèé ãðàô

Ëåìà 3.7.3. Äîâiëüíèé çàìêíåíèé ìàðøðóò

Q = {x0, y1, x1, y2, x2, . . . , yn, x0}

ó ãðàôi G ìîæíà âè÷åðïàòè øëÿõîì áàãàòîêðàòíîãî çàñòîñóâàííÿ òàêèõ îïåðàöié:

Φ : âèäàëåííÿ íåïåðåðâíî ïðîõiäíîãî ìàðøðóòó, ÿêèé ¹ ïðîñòèì öèêëîì;

Ψ : âèäàëåííÿ òðèâiàëüíîãî çàìêíåíîãî ïiäìàðøðóòó äîâæèíè 2 âèãëÿäó

{xk, yk, xk+1, yk, xk} .

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, çàñòîñó¹ìî äî çàìêíåíîãî ìàðøðóòó Q ïîñëiäîâíî îïåðàöiþ Φ
íàñòiëüêè, íàñêiëüêè öå ìîæëèâî. Îñêiëüêè ïiäìàðøðóòè Qi ìàðøðóòó Q, ÿêi çà-
ëèøèëèñÿ íå âõîäÿòü äî æîäíîãî öèêëó, òî êîæíå ðåáðî q ∈ Qi çóñòði÷à¹òüñÿ â
îá'¹äíàííi ïiäìàðøðóòiâ

⋃
i

Qi îäíàêîâó êiëüêiñòü ðàçiâ ó ïðÿìîìó òà çâîðîòíüîìó

íàïðÿìêàõ. Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð ïîñëiäîâíî îïåðàöiþ Ψ, îòðèìó¹ìî ïîðîæíi ëàí-
öþã.

Çàóâàæåííÿ 3.7.4. Òàêi òðè âëàñòèâîñòi äëÿ ãðàôà G åêâiâàëåíòíi:

(i) óñi çàìêíåíi ìàðøðóòè â ãðàôi G ìàþòü ïàðíó äîâæèíó;
(ii) óñi öèêëè â ãðàôi G ìàþòü ïàðíó äîâæèíó;

(iii) óñi ïðîñòi öèêëè â ãðàôi G ìàþòü ïàðíó äîâæèíó.

Òåîðåìà 3.7.5 (òåîðåìà Êüîíi à, òåîðåìà Êüîíi à�Åãåðâàði). Ãðàô G ¹ áiõðî-
ìàòè÷íèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âñi éîãî öèêëè ìàþòü ïàðíó äîâæèíó.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàô G ¹ áiõðîìàòè÷íèì. Ðåàëiçó¹ìî äîâiëüíå éîãî ðîç-
ôàðáóâàííÿ äâîìà êîëüîðàìè ó êîæíié êîìïîíåíòi çâ'ÿçíîñòi. Êiíöi äîâiëüíîãî ëàí-
öþãà ó öüîìó ãðàôi ïàðíî¨ äîâæèíè ìàþòü îäíàêîâèé êîëið, à íåïàðíî¨ äîâæèíè �
ðiçíi êîëüîðè. Òîìó çàìêíåíi ìàðøðóòè òà öèêëè íåïàðíî¨ äîâæèíè âiäñóòíi.
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Íàâïàêè, íåõàé óñi çàìêíåíi ìàðøðóòè ãðàôàG ìàþòü ïàðíó äîâæèíó. Ïîôàðáó¹-
ìî êîëüîðîì α âåðøèíó x0, ïîòiì êîëüîðîì β � ¨¨ îòî÷åííÿ, òîáòî ìíîæèíó ñóìiæíèõ
âåðøèí, êîëüîðîì α� îòî÷åííÿ âåðøèí êîëüîðó β i ò.ä. Çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ
óñi âåðøèíè ãðàôà ïîôàðáóþòüñÿ êîëüîðàìè α i β, ïðè÷îìó ðîçôàáóâàííÿ âåðøèíè
xi äâi÷i îçíà÷à¹, ùî ìiæ ïåðøèì i äðóãèì ïîôàðáóâàííÿì àëãîðèòì ðîçôàðáóâàííÿ
çàõîïèâ çàìêíåíèé ìàðøðóò ç ïî÷àòêîì i êiíöåì � âåðøèíîþ xi. ×åðåç ïàðíiñòü
äîâæèíè ìàðøðóòó ãðàôà G îáèäâà ðàçè âåðøèíà xi ïîôàðáîâàíà îäíèì êîëüîðîì
(α àáî β).

Îõàðàêòåðèçóâàòè ñòðóêòóðó n-õðîìàòè÷íèõ ãðàôiâ äëÿ n > 3 ïîäiáíî äî òîãî,
ÿê öå çàïðîïîíîâàíî â òåîðåìi Êüîíi à (òåîðåìà 3.7.5) äëÿ áiõðîìàòè÷íîãî ãðàôà,
ïîêè ùå íå âäàëîñÿ. � áàãàòî ÷àñòêîâèõ ðåçóëüòàòiâ, íàïðèêëàä, äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ
ðåãóëÿðíèõ ãðàôiâ, ïëîñêèõ ãðàôiâ ç òðèêóòíèìè êîìiðêàìè (ïëîñêèõ òðèàíãóëÿöié).

Çàóâàæèìî, ùî õî÷à ïëàíàðíèé ãðàô ìà¹ õðîìàòè÷íå ÷èñëî γ 6 4, ïëàíàðíiñòü
íå ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ îçíàêîþ 4-õðîìàòè÷íîñòi ãðàôà: ãðàô K3,3 (äèâ. ðèñ. 3.15)
áiõðîìàòè÷íèé (γ(K3,3) = 2), àëå íå ¹ ïëàíàðíèì.

Äëÿ îòðèìàííÿ çàãàëüíèõ îöiíîê õðîìàòè÷íîãî ÷èñëà ãðàôiâ çðó÷íî ââåñòè äå-
êiëüêà íîâèõ îçíà÷åíü.

Êëiêîþ ãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíèé ïîâíèé ïiäãðàô â G. Êëiêîâå ÷èñëî àáî
ùiëüíiñòü ãðàôà G� öå êiëüêiñòü âåðøèí ìàêñèìàëüíî¨ êëiêè òà êëiêîâå ÷èñëî ãðàôà
G ïîçíà÷à¹òüñÿ ρ(G).

Íåçàëåæíà ìíîæèíà ãðàôà G � öå äîâiëüíà ïiäìíîæèíè ïîïàðíî íåñóìiæíèõ
âåðøèí â G. ×èñëî íåçàëåæíîñòi α(G) ãðàôà G � öå ïîòóæíiñòü ìàêñèìàëüíî¨
íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè â G.

Äîïîâíåííÿì ãðàôà G = (X, Y ) íàçèâà¹òüñÿ ãðàô G̃ = (X, Ỹ ) ç òi¹þ ¹ ìíîæèíîþ
âåðøèí, ÿêèé äîïîâíþ¹ ãðàô G äî ïîâíîãî ãðàôà

G0 = G+G = (X, Y ∪ Ỹ ).

Ðîçãëÿíåìî ãðàô G, ÿêèé çîáðàæåíèé íà ðèñ. 3.24. Éîãî êëiêè, à òî÷íiøå âñi éîãî

1

2

3

4

Ðèñ. 3.24: Ãðàô G

içîìîðôíi êëiêè, çîáðàæåíi íà ðèñ. 3.25. Äîïîâíåííÿ ãðàôà G çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.26.
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1

K1

1

2

K2

1

2

3

K2

Ðèñ. 3.25: Êëiêè ãðàôà G ç ðèñ. 3.24

1

2

3

4

Ðèñ. 3.26: Äîïîâíåííÿ ãðàôà G ç ðèñ. 3.24

Îñêiëüêè äîâiëüíà ìíîæèíà ïîïàðíî ñóìiæíèõ âåðøèí ãðàôà G ïðè ðîçôàðáó-
âàííi âèìàãà¹ êîëüîðiâ çà êiëüêiñòþ âåðøèí, òî êëiêîâå ÷èñëî ¹ íèæíüîþ îöiíêîþ
äëÿ õðîìàòè÷íîãî ÷èñëà öüîãî ãðàôà

γ(G) > ρ(G). (3.1)

Äðóãà îöiíêà (3.2) îòðèìó¹òüñÿ ç òîãî ôàêòó, ùî ÷èñëî íåçàëåæíîñòi α(G) ãðàôà G
çáiãà¹òüñÿ ç êiëüêiñòþ pi0 ìàêñèìàëüíî¨ ìíîæèíè âåðøèí, ÿêà äîïóñêà¹ ðîçôàðáó-
âàííÿ îäíèìè êîëüîðîì:

γ(G) >

[
|X|
α(G)

]
. (3.2)

Ñïðàâäi, íåõàé çàôiêñîâàíî äåÿêå îïòèìàëüíå ðîçôàðáóâàííÿ, Vi � îäíîêîëüîðîâi
ìíîæèíè âåðøèí, |Vi| = pi. Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî

γ(G)⋃
i=1

Vi = X,

γ(G)∑
i=1

pi = |X|
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i êîæíà ìíîæèíà Vi ¹ íåçàëåæíîþ. Ïîäiëèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü íà ÷èñëî íåçàëåæ-
íîñòi α(G) ãðàôà G ç óðàõóâàííÿ íåðiâíîñòåé pi 6 α(G), îòðèìó¹ìî øóêàíó îöiíêó:

γ(G) >
γ(G)∑
i=1

pi
α(G)

=
|X|
α(G)

>

[
|X|
α(G)

]
.

Öiêàâi îöiíêè ñóìè òà äîáóòêó õðîìàòè÷íèõ ÷èñåë γ(G) i γ(G̃) ãðàôà G òà éîãî
äîïîâíåííÿ G̃ äîâåäåíi Å. À. Íîðäãàóçîì i Æ. Â. Ãàääóìîì ó 1965 ðîöi:

2
√
n 6 γ(G) + γ(G̃) 6 n+ 1; n 6 γ(G) · γ(G̃) 6

(
n+ 1

2

)2

. (3.3)

Î÷åâèäíà òàêîæ îöiíêà çâåðõó:

γ(G) 6 n+ 1− α(G).

Íåõàé δ = δ(G) � íàéìåíøèé iç ñòåïåíiâ âåðøèí ãðàôà G i ∆ = ∆(G) � íàéáiëü-
øèé iç ñòåïåíiâ éîãî âåðøèí. Âèêîíóþòüñÿ òàêi òîíêi îöiíêè.

Òåîðåìà 3.7.6 (òåîðåìà Áðóêñà). ßêùî G � íåïîâíèé çâ'ÿçíèé ãðàô i ∆(G) > 3,
òî γ(G) 6 ∆(G).

Òåîðåìà 3.7.7. Äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, α, γ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íå-
ðiâíîñòi

n

2
6 γ 6 n+ 1− α

iñíó¹ n-âåðøèííèé ãðàô ç ÷èñëîì íåçàëåæíîñòi α i õðîìàòè÷íèì ÷èñëîì γ.

Çàäà÷ó ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí ãðàôà G ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi äå-
ÿêî¨ çàäà÷i áóëåâîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Íåõàé r > γ(G) � äîâiëüíà âåðõíÿ îöiíêà õðîìàòè÷íîãî ÷èñëà òàêà, ùî ãðàô
G = (X, Y ) ¹ r � ðîçôàðáîâíèì. Ââåäåìî ìàòðèöþ áóëåâèõ çìiííèõ ðîçôàðáóâàííÿ

T = {tij} , i = 1, . . . , r, i = 1, . . . , n, n = |X|,

äå äëÿ êîæíîãî ðîçôàðáóâàííÿ

tij =

{
1, ÿêùî âåðøèíà xj ïîôàðáîâàíà ó i-é êîëið,
0, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

ßêùî R = {rij} � ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà G, òî äëÿ äîáóòêó
ìàòðèöü TR åëåìåíòè äîáóòêó ìàþòü âèãëÿä

(T ·R)ij =
n∑
k=1

tikrkj =

=


0, ÿêùî æîäíèé ç êiíöiâ ðåáðà j íå ïîôàðáîâàíèé ó i-é êîëið;
1, ÿêùî ðiâíî îäèí êiíåöü ðåáðà j ïîôàðáîâàíèé ó i-é êîëið;
2, ÿêùî îáèäâà êiíöÿ ðåáðà j ïîôàðáîâàíi â i-é êîëið;
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Îñòàííié âèïàäîê ìîæëèâèé ëèøå ïðè íåïðàâèëüíîìó ðîçôàðáóâàííi ãðàôà G, à
òîìó óìîâà ïðàâèëüíîñòi ðîçôàðáóâàííÿ âèðàæà¹òüñÿ ñèñòåìîþ r ·m íåðiâíîñòåé:

(T ·R)ij 6 1, 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 m = |Y |. (3.4)

Óìîâîþ ðîçôàðáóâàííÿ êîæíî¨ âåðøèíè xj îäíèì êîëüîðîì ¹

r∑
i=1

tij = 1, 1 6 j 6 n. (3.5)

Äîâiëüíà áóëåâà ìàòðèöÿ T , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ îáìåæåííÿ (3.4) i (3.5), çàáåçïå÷ó¹
r-ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôà G. Ùîá îòðèìàòè ñòàíäàðòíó îïòèìiçàöiéíó çàäà÷ó, íåîáõiä-
íî äîäàòè ôóíêöiþ ìåòè, íàïðèêëàä, ìiíiìiçóâàòè ÷àñòîòó âèêîðèñòàííÿ îñòàííüîãî
(r-ãî) êîëüîðó:

ρr(T ) =
n∑
j=1

trj → min . (3.6)

Äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê T0 çàäà÷i ëiíiéíîãî áóëåâîãî ïðîãðàìóâàííÿ (3.4), (3.5), (3.6)
äà¹ ïðàâèëüíå ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôà G çà äîïîìîãîþ (r − 1) ôàðáè, ÿêùî γ(G) < r.
Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî ρr(T0) = 0 i ìîæíà çìåíøèòè êiëüêiñòü ðÿäêiâ ìàòðèöi ðîç-
ôàðáóâàííÿ T íà îäíó, çàìiíèòè â óìîâàõ (3.4), (3.5), (3.6) çíà÷åííÿ r íà r − 1 i
ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó çàíîâî. Ïðîäîâæóþ÷è òàêèé ïðîöåñ, ìè ïðèéäåìî äî ìîìåíòó, êî-
ëè äëÿ ðîçâ'ÿçêó ìàòðèöi ðîçôàðáóâàííÿ T ÷åðãîâî¨ çìåíøåíî¨ çàäà÷i âïåðøå îòðè-
ìà¹òüñÿ íåíóëüîâå çíà÷åííÿ ôîðìè ìåòè:

ρS(T ) 6= 0.

Öå áóäå îçíà÷àòè, ùî γ(G) = S.

Iñíó¹ ñïîñiá çàäàííÿ ôîðìè ìåòè, ÿêèé îäðàçó ïðèçâîäèòü äî ðîçôàðáóâàííÿ
ç íàéìåíøîþ êiëüêiñòþ ôàðá γ(G). Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó êîëüîðó i
øòðàô pi òàê, ùîá

pi+1 > npi, n = |X|.
Òîäi ôîðìà ìåòè

Z(T ) =
r∑
i=1

n∑
j=1

pitij → min (3.7)

ç îáìåæåííÿìè (3.4), (3.5) çàáåçïå÷ó¹ ðîçôàðáóâàííÿ T0 çà äîïîìîãîþ γ(T ) ôàðá.
Iíøèìè ñëîâàìè, áóëåâèé ðîçâ'ÿçîê T0 çàäà÷i (3.4), (3.5), (3.7) ìà¹ íåíóëüîâi ðÿäêè
γ + 1, . . . , r.

Ñïðàâäi, íóëüîâèé i-é ðÿäîê ó ìàòðèöi T0 îçíà÷à¹, ùî i-é êîëið íå âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ, i ÿêùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîëið i + m, òî ïåðåñòàíîâêà äâîõ ðÿäêiâ i, i + m ó
ìàòðèöi T0 ïðèâåäå äî ðîçôàðáóâàííÿ ìàòðèöi T 0 ç ìåíøîþ ôîðìîþ:

Z(T 0) < Z(T0),

ùî íåìîæëèâî. Òîìó â ìàòðèöi T0 íóëüîâi ðÿäêè ñòîÿòü îñòàííiìè. Äàëi, íåõàé r0 �
íàéáiëüøèé íîìåð íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ. Òîäi

r0 > γ = γ(G),
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îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî ïðàâèëüíîãî ðîçôàðáóâàííÿ ïîòðiáíî íå ìåíøå γ ôàðá.
Ïðèïóñòèìî, ùî r0 > γ + 1 i T � ìàòðèöÿ ïðàâèëüíîãî ðîçôàðáóâàííÿ γ ôàðáàìè,
ïðè÷îìó õî÷à á îäíå òàêå ðîçôàðáóâàííÿ iñíó¹ òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.4), (3.5). Íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî âñi íóëüîâi ðÿäêè ìàòðèöi T ìàþòü
íîìåðè γ + 1, . . . , r. Î÷åâèäíî, ùî

Z(T ) =

γ∑
i=1

n∑
j=1

pitij 6 pγ

n∑
j=1

γ∑
i=1

tij = pγ

n∑
j=1

1 = npγ,

Z(T0) =

r0∑
i=1

n∑
j=1

pit
0
ij > pr0 > pγ+1.

Ç óìîâè îïòèìàëüíîñòi ðîçâ'ÿçêó T0 âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Z(T0) 6 Z(T ),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî pγ+1 6 npγ. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ñóïåðå÷èòü óìîâi îáðàííÿ øòðàô-
íèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîìó r0 = γ.

Çàëåæíî âiä ñèòóàöi¨, çàìiñòü r ·m óìîâ (3.4) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè r · n óìîâ

L(1− tij)−
n∑
k=1

tikakj > 0, 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 n, (3.8)

äå L � äîâiëüíå ÷èñëî, ùî áiëüøå çà n i akj � åëåìåíòè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi A íåî-
ði¹íòîâàíîãî ãðàôà G. Ïðè öüîìó, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî
0 6 akj 6 1, îñêiëüêè êðàòíi ðåáðà ìîæíà âèëó÷èòè ç ãðàôà G, íå çìiíþþ÷è çàäà÷i
ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ n i r ó öiëüîâié ôîðìi øòðàôíi êîåôiöi-
¹íòè ìàþòü çàíàäòî âåëèêèé ðîçêèä çà ïîðÿäêîì çíà÷åíü, à öå ñòâîðþ¹ íåçðó÷íîñòi
äëÿ îá÷èñëåíü i ïîòðåáó¹ îñîáëèâèõ çàñîáiâ äëÿ çáåðåæåííÿ íàëåæíî¨ òî÷íîñòi. Ó
ïî¹äíàííi ç ïðèíöèïîâèìè òðóäíîùàìè òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷à áóëåâîãî ïðîãðà-
ìóâàííÿ âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi ìè ïðèõîäèìî äî íåâòiøíîãî âèñíîâêó:

äëÿ ãðàôiâ ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ âåðøèí ðîçôàðáóâàííÿ òà çíàõîäæåííÿ õðîìà-
òè÷íîãî ÷èñëà ìåòîäîì çâåäåííÿ äî çàäà÷i áóëåâîãî ïðîãðàìóâàííÿ ïðàêòè÷íî
íååôåêòèâíi.

Íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè ñïåöèôi÷íi àëãîðèòìè, ÿêi âðàõîâóþòü îñîáëèâîñòi ãåî-
ìåòði¨ ãðàôà. Áiëüø òîãî, ÿêùî ïîñòàâëåíà ïåðåä îá÷èñëþâà÷åì çàäà÷à áóëåâîãî
ïðîãðàìóâàííÿ ïðèïóñêà¹ iíòåðïðåòàöiþ ÿê çàäà÷à ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôà G, òî ïðè
âåëèêèõ ðîçìiðíîñòÿõ åôåêòèâíiøå øóêàòè íàéîïòèìàëüíiøå ðîçôàðáóâàííÿ ãðàôà,
à âæå çà éîãî äîïîìîãîþ çàïèñóâàòè ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i ïðîãðàìóâàííÿ.

Äëÿ ðîçôàðáóâàííÿ íå äóæå âåëèêèõ ãðàôiâ çàñòîñîâóþòüñÿ àëãîðèòìè ïåðåáîðó.

Äëÿ ðîçôàðáóâàííÿ âåëèêèõ ãðàôiâ, êîëè òî÷íi àëãîðèòìè âèÿâëÿþòüñÿ íåäîïó-
ñòèìî òðóäîìiñòêèìè, âèêîðèñòîâóþòüñÿ àëãîðèòìè íàáëèæåíîãî ðîçôàðáóâàííÿ,
ñiì'ÿ ÿêèõ ¹ äîñòàòíüî ÷èñëåííîþ. Ñåðåä íèõ ¹ åâðèñòè÷íi òà âèïàäêîâî-ïîøóêîâi àë-
ãîðèòìè. Ïðè ¨õ âèêîðèñòàííi ñëiä ïðîÿâëÿòè âiäîìó îáåðåæíiñòü, íàïðèêëàä, ïîðiâ-
íþâàòè ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçêó çà êiëüêîìà ïðèíöèïîâî ðiçíèìè àëãîðèòìàìè, îñêiëüêè
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äëÿ êîæíîãî àëãîðèòìó, ÿê ïðàâèëî, ìîæíà ïîáóäóâàòè ãðàô, äëÿ ÿêîãî àëãîðèòì
äà¹ äîâiëüíî íåïðàâèëüíó îöiíêó õðîìàòè÷íîãî ÷èñëà.

Ïðèêëàäíi çàäà÷i, ùî ïîâ'ÿçàíi ç ðîçôàðáóâàííÿìè, ìîæóòü áóòè â òî÷íîñòi åêâi-
âàëåíòíèìè çàäà÷i ðîçôàðáóâàííÿ, àëå ÷àñòiøå ìiñòÿòü äîäàòêîâi îáìåæåííÿ.

Çàäà÷à çàâàíòàæåííÿ (ðîçìiùåííÿ) n ïðîäóêòiâ (ïðåäìåòiâ) ïî ÿùèêàì
(ñõîâèùàì). Ìîäåëüíèé ãðàô G ìà¹ n âåðøèí, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïðîäóêòàì, à
íàÿâíiñòü ðåáðà (xi, xj) îçíà÷à¹, ùî ïðîäóêò xi íåñóìiñíèé ç ïðîäóêòîì xj. ßêùî ìiñò-
êîñòi Qi ÿùèêiâ âåëèêi (Qi > n), òî çàäà÷à ðîçìiùåííÿ â íàéìåíøó êiëüêiñòü ÿùèêiâ
åêâiâàëåíòíà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî ðîçôàðáóâàííÿ âåðøèí ãðàôà G. Ïðè îáìåæåííi
ìiñòêîñòi Qi äî çâè÷àéíèõ óìîâ ðîçôàðáóâàííÿ â ïîçíà÷åííÿõ âèêëàäåíèõ ðàíiøå
äîäàþòüñÿ îáìåæåííÿ

n∑
j=1

tij 6 Qi. (3.9)

Çàäà÷à òåîði¨ ðîçêëàäiâ (êàëåíäàðíîãî ïëàíóâàííÿ). Ó çàäà÷àõ òåîði¨
ðîçêëàäiâ (÷è ÿê ¨õ ÷àñòî íàçèâàþòü çàäà÷àìè êàëåíäàðíîãî ïëàíóâàííÿ) îïåðàöiÿì
(îãëÿäàì) ñòàâëÿòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü òèì÷àñîâi iíòåðâàëè. Ïîñòàâèìî ¨ì âåðøèíè xi
ìîäåëüíîãî ãðàôà G, â ÿêîìó ¹ ðåáðî (xi, xj) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàöi¨ xi, xj íå-
ñóìiñíi â ÷àñi. Ïðè îäíàêîâié äîâæèíi òà äîâiëüíié ÷åðãîâîñòi îïåðàöié îïòèìàëüíèé
ðîçêëàä, òîáòî ñóìàðíèé ÷àñ, ùî ìiíiìiçó¹ âèêîíàííÿ âñiõ ðîáiò, åêâiâàëåíòíèé îïòè-
ìàëüíîìó ðîçôàðáóâàííþ ìîäåëüíîãî ãðàôà G. Õðîìàòè÷íå ÷èñëî äîðiâíþ¹ îïòè-
ìàëüíîìó ÷àñó âèêîíàííÿ âñiõ ðîáiò:

γ(G) = Tmin.

Êðiì òîãî, ðiçíi êîëüîðè ìîæóòü âiäïîâiäàòè, íàïðèêëàä, ðiçíèì äiëÿíêàì (ïðèìi-
ùåííÿì), i ÿêùî íà i-é äiëÿíöi íå ìîæíà âèêîíàòè áiëüøå Qi îïåðàöié îäíî÷àñíî, òî
â ìîäåëüíîìó ðîçôàðáóâàííi ïîÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâå îáìåæåííÿ (3.9).

Òèïîâîþ çàäà÷åþ öüîãî òèïó ¹ çàäà÷à ñêëàäàííÿ ðîçêëàäó çàíÿòü. Íåõàé, íàïðèê-
ëàä, òðåáà ïðî÷èòàòè äåêiëüêà ëåêöié (êîæíà ïî îäíié ãîäèíi) çà íàéêîðîòøèé ÷àñ.
Êiëüêiñòü ãðóï ñëóõà÷iâ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ëåêöié, àëå âñå æ äåÿêi ëåêöi¨ íå ìîæíà
÷èòàòè îäíî÷àñíî (íàïðèêëàä, ¨õ ÷èòà¹ îäèí i òîé æå ëåêòîð). Îïòèìàëüíèé ðîç-
êëàä åêâiâàëåíòíèé ìiíiìàëüíîìó ðîçôàðáóâàííþ òàêîãî ãðàôà G, ó ÿêîãî âåðøèíè
âiäïîâiäàþòü ëåêöiÿì, à ñóìiæíiñòü âåðøèí îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíi ëåêöi¨ íå ìîæíà
÷èòàòè îäíî÷àñíî.

Íåâàæêî ñêîðåêòóâàòè äîâiëüíèé ç àëãîðèòìiâ îïòèìàëüíîãî ðîçôàðáóâàííÿ òàê,
ùîá âðàõîâóâàëèñÿ îáìåæåííÿ (3.9).
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