MATEMATICA

ALGEBRA S| ELEMENTE DE ANALIZA.
GEOMETRIE




VIIK [373.5: 372.851] : [512.1 + 514.1]
M52

Ilepernamerno 3a BUIaHHSIM:

Mepanak A. I. Maremaruka : anrebpa 1 mouaTku aHajidy Ta reoMeTpis,
piBeHBb cTaHAApTy : miApy4. Auas 10 KJ. 3axJjajIiB 3arajJbHOI CcepeIHbol
oceitu / A. I. Mepansaxk, J[. A. Homiposceruii, B. B. Ilosmorcbrmnii,

M. C. dxip. — X. : 'imuasis, 2018.

Peromenodosarno Minicmepecmaom ocsimu i HayKu Yipainu
(makas3 MinicTepcTBa ocBiTy 1 Hayku Yrpaiuwu Bijg 31.05.2018 Ne 551)

Bunaumo 3a paxynok mep:xaBuux komris. IIpogask 3aGoponeHo

Mepsaak A. T.

M52 Maremarura : ajirebpa 1 IOYAaTKH aHAJI3y TA IeoMeTpild,
piBeHBb CTAaHAAPTy : miapyd. miasg 10 KiI. 3aKJ. 3ar. cepej. OCB.
3 HABY. pyMyHCbKOW0/MoJIoBCcbKOI0 MoBamu / A. I. Mepsusxk,
J. A. Homiposcormuit, B. B. Ilomouceruiz, M. C. fAxip ; mep.
0. M. I'aspuawok. — JIsBis : Cgit, 2018. — 256 c. : i7.

ISBN 978-966-914-138-5
VK [373.5:372.851] : [512.1 +514.1]

© Mepausak A. I'., Homiposcbruit JI. A.,
TTonouceruit B. B., Axip M. C., 2018
© TOB TO «I'imuagis», opuriHai-ma-
s , 2018
ISBN 978-966-914-138-5 (DYM./MOJIIL) & Tunomemoe 10 obopm e

Taspunor 10. M., mepexiiag pymyH-

ISBN 978-966-474-310-2 (YRp.) ChKOI0/MOJITOBChKOI0 MoBamu, 2018



DE LA AUTORI

Dragi elevi ai clasei a 10-a!

In timpul nostru nu existd asa o ramurd a stiintel unde nu s-ar
folosi realizirile matematicii. In fizici s1 chimie, astronomie si biolo-
gie, geografie si economie, chiar si in lingvistica si istorie se foloses-
te “instrumentul matematic”.

Avem speranta, cd manualul care va nimeri la voi in maini o sa
va ajute sa obtineti cunostinte matematice temeinice. El este alcatu-
it din doua capitole: primul este consacrat algebrei si elementelor de
analiza (punctele 1-26), al doilea — geometriei (punctele 27—43).

Algebra si elementele de analiza este util si foarte interesant
obiect de studiu. El dezvolta gandirea analitica si logica, deprinderile
de cercetare, cultura matematica, ingeniozitatea. In acest an voi in-
cepeti sa faceti cunostintd cu elementele analizei matematice; va tre-
bui sa cercetati clase noi de functii, sa studiati proprietatile lor, sa
insusiti (stapaniti) metode de cercetare ale functiilor.

Capitolul de geometrie, in care se vor studia figurile in spatiu si
proprietatile lor, este numit stereometrie. Anume acest capitol al
geometriei voi o sa-l studiati in clasele a 10—11-a. Cuvantul “stereo-
metrie” provine de la cuvintele grecesti "stereos” — "voluminos”, "spa-
tial” si "metreo” — "a masura”’. S& cunosti stereometria este deosebit
de important. Fara inchipuirea spatiala si cunostinte adanci din ge-
ometrie nu este posibil de insusit specialitati ingineresti, de construc-
tor sau arhitect, sa lucrezi in ramura graficii computationale, desig-
nului, modelarii imbracamintei si incaltamintei etc. Aceasta este clar,
deoarece majoritatea obiectelor, ce ne inconjoara, — create atat de om,
cat si de natura, — nu sunt plane (fig. 1).

Clopotnta . . . <
ervreit Avionul de productie ucraineana Aspectul
. "Mriya” — cel mai mare avion din Pamaéntului — vedere
Pecersk din :
Kiev lume din cosmos

Fig. 1



4 De la autori

Manualul este impartit in puncte. Studiind materialul teoretic
atrageti o deosebitd atentie la textul, care este tiparit cu caracter
gras, cu cursiv gras si cursiv; astfel iIn manual sunt evidentiate
definitiile, regulile si1 cele mai importante afirmatii matematice. De
regula expunerea materialului teoretic se termina cu exemple de pro-
bleme rezolvate. Aceste scrieri se pot accepta ca una din variantele
posibile de definitivare a rezolvarii.

In aceasta carte voi o sa faceti cunostinta cu o serie de teoreme
importante. Unele din ele sunt prezentate cu demonstrari. In acele
cazuri, cand demonstrarea este in afara limitelor cursului dat, in
manual sunt prezentate doar formularile teoremelor.

Pentru fiecare punct sunt selectate probleme destinate rezolvarii
de sine statator, la rezolvarea carora va sfatuim sa treceti dupa in-
susirea materialului teoretic. Printre insarcinari sunt atat exercitii
de o complexitate simpla s1 mijlocie, cat si probleme complicate mai
ales acelea, care sunt marcate cu ,asterix” (°).

Va dorim succes!

INSEMNARI CONVENTIONALE

n insarcinari, ce corespund nivelului incepator si mijlociu de
pregatire;
L] A - . - . . . . ~ - -
n insarcinari, ce corespund nivelului satisfacator de prega-
tire;

insarcinari, ce corespund nivelului inalt de pregatire;

probleme pentru cercurile si facultativele de matematica;
terminarea demonstrarii teoremei, rezolvarii problemei;

n..
n‘k
<
o probleme-cheie, rezultatul carora poate fi folosit in timpul
rezolvarii altor probleme;

Cu culoare verde sunt insemnate numerele problemelor, ce sunt
recomandate pentru teme de acasa, cu culoare albastra — numerele
problemelor, ce sunt recomandate pentru rezolvare orala.



Capitolul 1.
Algebra si
elemente
de analiza

§ 1. Funcitii, proprietatile si graficele lor
§ 2. Functii trigonometrice

§ 3. Derivata si aplicatia ei
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FUNCTII,
PROPRIETATILE
S| GRAFICELE LOR

In acest paragraf veti repeta principalele notiuni despre functie; veti
afla, ce se numeste cea mai mare si cea mica valoare a functiei pe
multime, care functii se numesc pare, si care —impare; veti face cu-
nostinta cu proprietatile graficelor functiilor pare si impare.

Veti afla, care funciie se numeste functie putere cu exponent intreg,
ce proprietati poseda aceasta funciie; ce se numeste radical de ordinul
n; ce proprietati are radicalul de ordinul n; ce se numeste putere cu
exponent rational si care sunt proprietatile ei; care ecuatii se numesc
irationale.

O sa va invatati a extrage radicali de ordinul n; de executat ridicarea
la putere cu exponent rational; de transformat expresiile, care contin
puteri cu exponent rational si radicali de ordinul n; de rezolvat ecuatii

irationale.

1. Cea mai mica si cea mai mare valoare a
functiei. Functii pare si impare

Inainte de studierea acestui punct se recomanda indeplini-
rea exercitiilor 1.24 - 1.28.

In clasa a 7-a ati ficut cunostintd cu notiunea de functie si in
timpul studierii multor capitole ale cursului de algebra va-ti adresat
deseori la aceastd notiune. O astfel de importanta functia o are nu
intamplator, deoarece modelele matematice ale multor procese reale

\
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sunt anume functiile.

Va sunt cunoscute astfel de notiuni, ca
domeniul de definitie, domeniul de valori,
zerourile, intervalele de constantd ale
semnului, intervalele de crestere si des-
crestere ale functiei.

De exemplu, pentru functia y = x* + 2x,
graficul careia este reprezentat in figura

-2 01 x 1.1, avem:
-1 o domeniul de definitie: D (y) = (—00; +00);
e domeniul de valori: E (y) =[-1; +0);
Fig. 11 e zerourile: numerele —2 si 0;



1. Cea mai mica si cea mai mare valoare a functiei. Functii pare si impare 7

e intervalele de constanta ale semnului: functia obtine valori pozitive
pe fiecare din intervalele (—oo;—2) si (0; +90), iar valori negati-
ve — pe intervalul (—2; 0);

e intervalele de crestere si descrestere: functia descreste pe interva-
Iul (—oo; —1] si creste pe intervalul [-1; +00),

Enumerarea prezentata mai sus deloc nu epuizeaza acele proprie-
tati care trebuie studiate in timpul cercetarii functiei. Sa cercetam
notiuni noi, care o sa va ajute sa caracterizati mai detaliat functia.

Definitie. Numarul f(x) se numeste cea mai mare valoa-
re a functiei f pe multimea M c D (f), daca exista un astfel de
numar x, € M, ca pentru toate valorile lui x € M se indeplines-
te inegalitatea f (x)) > f (x).

Se inseamna: max f(x)=171(x,).

Definitie. Numarul f(x)) se numeste cea mai mica valoa-
re a functiei f pe multimea M c D (f), daca exista un astfel de
numar x, € M, ca pentru toate valorile lui x € M se indeplines-
te inegalitatea f (x,) < f (x).

Se inseamna: mNi[n f(x)="1(xy).

17 1]
Sa cercetam cateva exemple. . T
Pentru functia f(x)= Jx si  multimea + -
M=[0; 4] avem (fig. 1.2): I[I(}.i‘iI]l f(x)=1(0)=0, of 1 4 | x
I[Ié&}é( f(x) =f#)=2. Fig. 1.2

Pentru functia f(x) = x* si multimea M =[-1;
2] avem (fig. 1.3): Elllg f(x)=7(0)=0, I[{llaz)]( f(x)=71(2)=4.

\‘ y“ I’ y yA
‘\ 1 §~\\\\ 0 X
10| 12 | | * of «x \
Fig. 1.3 Fig. 1.4 Fig. 1.5

Nu orice functie pe multimea data poseda valoare minimala sau
valoare maximala. Astfel, pentru functia f (x) = x* avem: m]R;ln f(x)=0.

Valoare maximalad pe multimea numerelor reale aceastd functie nu
are (fig. 1.4).

Functia f(x)=— pe multimea (0; +o0) nu are nici maximum nici
X

minimum (fig. 1.5).
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Definitie. Functia f se numeste para, daca pentru orice
x din domeniul de definitie se indeplineste egalitatea f (-x) = f (x).

Definitie. Functia f se numeste impara, daca pentru
orice x din domeniul de definitie se indeplineste egalitatea
f (x) =—f (x).

De exemplu, functia f (x) = x* este pard, iar functia g (x) = x*—impa-
ra. Intr-adevar, D(f)=R, D(g)=R. Pentru orice x € R se executa
egalitatile f(-x)=(-x)*=x"=f(x) si g(-x)=(-x)’=-x"=—-g(x).

Satisfacerea egalitatii f (—x) = f (x) sau egalitatiif (—x) = —f (x) pentru
orice x € D (f) inseamna, ca domeniul de definitie al functiei f este
simetric fata de originea coordonatelor, adica poseda astfel de propri-
etate: daca x, € D (f), atunci —x, € D (f).

Din definitiile prezentate reiese, ca daca domeniul de definitie al
functiel nu este simetric fata de originea de coordonate, atunci aceas-
ta functie nu poate fi nici para, nici impara.

De exemplu, domeniul de definitie al functiei y =

este multi-
x-1

mea (—o0;1)U(1;+00), care nu este simetric fata de originea de coor-

donate. De aceea aceasta functie nu este nici para, nici impara.
Problema. Demonstrati, ci functia f(x) = x* —x este impara.
Rezolvare:Deoarece D (f)=R, atunci domeniul de definitie ale

functiei f este simetric fatd de originea de coordonate.
Pentru orice x € D (f) dispunem de:

f (%)= (%)’ = (~%) = 2" + x = ~f (%).
Deci functia f este impara. <

Teorema 1.1. Axa de ordonate este axa de simetrie a
graficului functiei pare.

YA

N

-a 0 a x

Fig. 1.6
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Teorema 1.2. Originea de coordonate este centrul de
simetrie al graficului functiei impare.

Afirmatia teoremelor 1.1. si 1.2 este ilustrata in figurile 1.6 gi 1.7
corespunzator.

p -

® 1. Care numar se numeste cea mai mare (mai mica) valoare a functiei pe
multime?
2. Cum se inseamnad cea mai mare (cea mia micd) valoare a functiei f pe
multimea M?
. Care functie se numeste para (impara)?
4. Ce proprietate poseda graficul functiei pare (impare)?

w

rd
s Exercimi

1.1.° In figura 1.8 este prezentat graficul functieil y = f (x), definita pe
intervalul [—4; 5]. Folosindu-va de grafic, aflati cea mai mare si cea
mai mica valoare a functiei pe intervalul:
D [1; 2]; 2) [-2,5; 1]; 3) [-2,5; 3,5].

AY

Q
J

9
Z
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T ——
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|
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sy

Fig. 1.8

1.2.° In figura 1.9 este prezentat graficul functiei y = g (x), definita pe
intervalul [—4; 4]. Folosindu-va de grafic, aflati cea mai mare si cea
mai mica valoare a functiei pe intervalul:
D [-3; -2L; 2) [-3; -1 3) [-3; 1].
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7
3
/ N\
2

AP

/ \

_4 — _ _ 0 9P q X

1
Fig. 1.9

1.3.° Se cunoaste ca, f(7)=-16. Aflati f(-7), daca functia este:
1) para; 2) impara.

1.4.° Se stie ca, f(-3)=8. Aflati f(3), daca functia este: 1) para;
2) impara.

1.5.° Functia f este para. Se poate oare indeplini egalitatea:

Df@-f(2=1 2) f(5) f(=5)=-2?
1.6.° Functia f este impara. Se poate oare indeplini egalitatea:
DO+ =1, 2) £(2) f(-2)=3?

1.7.° Este oare para functia, datd prin formula y = x*, dacd domeniul
de definitie al ei este multimea:
D [-9; 95 2) (-0 =3) U (3; +o0); 3) [-6; 6);  4) (—oo; 4]?
1.8.° Functia, graficul careia este prezentat in figura 1.10, este para
sau impara?

Fig. 1.10

1.9." Pe intervalul [2; 5] aflati cea mai mare si cea mai mica valoare
a functiei:

10

D f(x)=-—;

T
X

) f(x)=%-
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1.10." Aflati:
1) max (-x? +6x); 3) max (—x* + 6x).
;2] [4:5]

. a2 .
2) 1[111;%1( x° +6x);

1.11." Gé&siti cea mai mare si cea mai micid valoare a functiei:
y=x"+2—8 pe intervalul:

D [-5; —2]; 2) [-5; 1]; 3) [0; 3].

1.12." Demonstrati, ci functia este para:
2

) fx) =", 2 1) =
1.13." Demonstrati, ci functia este para:

1) f @) =x5% 2) f(x)=V5-x".
1.14." Demonstrati, ci functia este impara:

1) f(x) =4x"; 2) f(x) =2x— 3x°.
1.15." Demonstrati, ca functia este impara:

D f@)=x-; 2) f(@) = (& +x) (&'~ o).

X

1.16.” Suma a doud numere este egald cu 8. Gasiti:
1) cea mai mare valoare pe care o poate obtine produsul acestor
numere:
2) cea mail mica valoare pe care o poate obtine suma patratelor
acestor numere.
1.17.” O parceld de forma dreptunghiulara a fost imprejmuita cu un
gard cu lungimea de 200 m. Care poate fi cea mai mare arie a
acestel parcele?

1.18." Cercetati la paritate functia:

4 2
D f(x)=+vx’-1; 2) f(x)=vx—-1x+1; 3) f(x)="F—
X —X
1.19.” Cercetati la paritate functia:
3
Df@=2+2x—4 2 )=t 3 fla)=——t——.
x" -9 1-x 1+x

1.20.”" in figura 1.11 este reprezentat un fragment de grafic al functiei
y =f (x), definit pe intervalul [-5; 5]. Terminati de construit graficul
acestei functii, daca ea este: 1) para; 2) impara.

1.21." Linia franta ABCD, unde A (0; 0), B (2; -2), C (3; 4), D (6; 1) este
o parte a graficului functiei y =7 (x), definita pe intervalul [-6; 6].
Construiti graficul acestei functii, daca ea este:

1) para; 2) impara.
1.22." TFunctia f este para si r[nl.igr]lf(x) =2, I{}%ff(x) =5. Gasiti

min f(x), maxf(x).
min f (x), maxf (x)
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177 \
17 \
1 2
> 1
-5 01 X -
0 12 Sx
//
a b

Fig. 1.11

1.23.” Functia f este para si r[rzl_i5r]1f(x) =1, rg%(f(x) =3. Gasiti

min f(x), max f (x).
[75;72]f (x), [_5;_2]7“ (x)

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

1.24. Functia este datd cu formula f(x) = —3x> + 2x.
. 1
D Aftati £ £ 7( 1) 72

2) Gasiti valorile argumentului, pentru care valoarea functiei f
este egala cu: 0; —1; —56.

1.25. Indicati in figura 1.12 figura, care nu poate servi ca grafic al
functiei.

Yy Yy Yy Yy
0 > X 0 x x
a b c d

Fig. 1.12
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1.26. Gasiti domeniul de definitie al functiei:

) f(x)=——; 5) f(x)=/x® +6x-T;

x+4
2) [0 =""% 6) 1(x)=——

3) f(x)=x-T; ) f(x)=Vx+1-x;
10 Jio1

4) f(x)zm, 8) f(x)= 1 .

1.27. Gasiti zerourile functiei:

D f(x)=0,4x—8; 2) f(x)=

’

x® +x-30
+5
1.28. Gasiti domeniul de definitie al functiei:

1) f(x)=vx+2 2) f()=T—x% 3) f(x)=—6.

2. Functia putere
cu exponent natural

Proprietatile si graficele functiilor y =x si y =" va sunt bine cu-
noscute din cursul de matematica al claselor anterioare. Aceste func-
tii sunt cazuri particulare ale functiei y =x", n € N, care se numeste
functie putere cu exponent natural.

Deoarece expresia x", n € N, este adevarata pentru orice x, atunci
domeniul de definitie al functiei putere cu exponent natural este mul-
timea R.

Evident, ca functia cercetata posedd un sigur zerou x=0.

Cercetarea de mai departe ale proprietatilor functiei y =x", n €N,
0 vom executa pentru doud cazuri: n — numar natural par si n — nu-
mar natural impar.

e Primul caz: n=2k, ke N.

Mentiondm, ci pentru k=1 obtinem functia y = x°, proprietatile si
graficul careia au fost cercetate in cursul de algebra clasa a 8-a.

Deoarece pentru orice valoare x expresia x** obtine doar valori
nenegative, atunci domeniul de valori al functiei cercetate nu contine
nici un numar negativ.

Se poate arata, ca pentru orice a = 0 exista o astfel de valoare a
argumentului x, ca x* = a.
& Din cele spuse rezultd, cd domeniul de valori al functiei y=x",

unde n — numdr natural par, este multimea [0; +0).

Daci x # 0, atunci x** > 0.
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& Deci, intervalele (—o0; 0) si (0; +00) sunt intervale de constantd ale
semnului functiei y =x", unde n — numdr natural par.

& Functia y =x", unde n — numdr natural par, este pard. Intr-adevar,
pentru orice x din domeniul de definitie se indeplineste egalitatea
(_x)2k _ ka'

Sa consideram numerele arbitrare x, si x,, astfel, ca x, e (—oo; 0],

x, € (—o0; 0] si x, < x,. Atunci —x, > —x, > 0. Folosindu-ne de proprie-

tatile inegalitatilor numerice, obtinem: (—xl)zk > (—x2)2k. De aici

x> xlt.

& Deci, functia y=x", unde n — numdr natural par, descreste pe in-
tervalul (—oo; 0]. Analogic se poate arata, ca aceasta functie creste
pe intervalul [0; +oo).

Proprietatile obtinute ofera posibilitatea de a reprezenta schematic
graficul functiei y = x", unde n — numar natural par (fig. 2.1). In par-

ticular, graficul functiei y = x* este reprezentat in figura 2.2.

[}
y4 y=x", y
n —numar ="
natural
1 par |
\L
o 1
-1 0 1 5 -
* -1 01 X
Fig. 21 Fig. 2.2

e Cazul doi: n=2k+1, ke N sau k=0
Mentionam ca pentru k=0 obtinem functia y = x, proprietatile si
graficul careia au fost cercetate in cursul de algebra din clasa a 7-a.
Fie acum ca ke N.
Se poate demonstra, ca pentru orice a existd o astfel de valoare a
argumentului x, cd x* "' =q.
% Cele spuse inseamna, ca domeniul de valori al functiei y =x", unde
n — numar natural impar, este multimea R.
Daci x < 0, atunci ! < 0; dacad x > 0, atunci x*** > 0.
& Deci, intervalele (—o0; 0) si (0; +90) sunt intervale de constantd ale
semnului functiei y =x", unde n — numdr natural impar. R
Y Functia y =x", unde n — numdr natural impar, este impard. Intr-
adevar, pentru orice x din domeniul de definitie se indeplineste
egalitatea (—x)**'=—x%*1,

Sa considerdm numerele arbitrare x, si x,, astfel, ca x, < x,. Folo-

sindu-ne de proprietatile inegalititilor numerice, obtinem: x/**' < x2***.



2. Functia putere cu exponent natural

Y Deci, functia y =x", unde n — numdr natural impar, este crescdtoa-

re.

Proprietatile obtinute ofera posibilitatea reprezentarii schematice
a graficului functiei y=x", unde n — numar natural impar, n > 1
(fig. 2.3). In particular, graficul functiei y =x* este reprezentat in fi-

gura 2.4.

ya y=x",
n —numar
natural

1 impar,
n>1

1 0 1 x
-1
Fig. 2.3

yA
|
|
I 3
Jy=x
1
1o 1 1)
_1 X
/
|
|
Fig. 2.4

In tabel sunt prezentate proprietatile functiilor y =x", n €N, sta-
bilite in acest punct.

Proprietatea

n —numar natural par

n —numar natural impar

Domeniul de
definitie

R

Domeniul de
valori

Zerourile
functiei

x=0

Intervalele de
constanta a

y > 0 pe fiecare din
intervalele (—oo; 0)

y < 0 pe intervalul (-oo; 0)
y > 0 pe intervalul (0; +o0)

[0; + o0)

semnului si (0; +00)
Paritatea Para Impara
Descreste pe
Crestere/ intervalul (—oo; 0], -
. Crescatoare
descrestere creste pe intervalul

15
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.I) B
1. Care functie se numeste functie putere cu exponent natural?
2. Formulati proprietatile functiei y=x".
3. Reprezentati schematic graficul functiei y = x".

v

i!'?‘/ EXERCITIl —

2.1.° Prin care din punctele date trece graficul functiei y =x":

1) A (-1; 1); 2) B (2; 32); 3) C (-3; —243)?
2.2.° Prin care din punctele date trece graficul functiei y =x":

1) A (2 16); 2) B(—%; é} 3) C (0,5; —0,0625)?
2.3.° Functia este datd prin formula f (x) =x" Comparati:

D f(14 st f(1,8); 3) [(=6,9) si f(6,9);

2) f(=76) si [(=8,5); 4) £(0,2) si f(-12).
2.4.° Functia este datd prin formula f (x) =x* Comparati:

D f9.2) st f(8,5) 3) f(19) si f(-19);

2) fLY) si f(-1,2); 4) fET) st f(9).

2.5." Amplasati expresiile in ordinea descrescitoare a valorilor lor:

5 5 5 5
-2 (=) () ()
4 3 3 5
2.6." Amplasati expresiile in ordinea descrescitoare a valorilor lor:
(1’06)47 (_0748>47 (_2712)47 (_3’25)4
2.7." Aflati cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f (x) = x®
pe intervalul:
1 [0; 2]; 2) [-2; 1L 3) [-1; 1I; 4) (—o0; -2].
2.8." Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f (x) = x°
pe intervalul:
D [-3; 3; 2) [-2; Of; 3) [1; +e0).
2.9.” Determinati in mod grafic numarul radacinilor ecuatiei:
1) x*=x+1; 2) x° =3 —2x; 3) x*=0,5x—2.
2.10.” Determinati in mod grafic numarul de solutii al sistemului de
_ .6
ecuatii 17~ ol
2x-y—-3=0.

2.11." Cate radacini are ecuatia in dependenta de valoarea a:
1) x?=a—6; 2) ¥**=a+ Ta—8?
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’ NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

2.12. Calculati valoarea expresiei:

-1
1) 371—47 3) Gj +(-2,3)" -5 5) 0,574
2) 2916 4) 9-0,1°% 6) 27 -87-16)"".
2.13. Prezentati in forma de fractie ordinara expresia:
1) a’+a? 2) mnt+m'n; 3) (c'—dNe—d)”

3. Functia putere cu exponent intreg

Functia, care poate fi prezentata prin formula y=x", unde n € 7,
se numeste funcgie putere cu exponent intreg.

Proprietatile acestei functii pentru exponent natural au fost cer-
cetate in punctul precedent. Aici noi vom cerceta cazurile, cand expo-
nentul n este numar intreg negativ sau zero.

Domeniul de definitie al functiei y=x" este multimea
(=03 0) U (0; +0), domeniul de valori — multimea unitara {1}. Graficul

acestei functii este reprezentat in figura 3.1.
Sa cercetam functia y =x™", unde n € N.

Cazul particular al acestei functii, cand y
. . 1 . _
n=1, adica functia y = —,va este cunoscut 1 y=x°
X
din cursul de algebra al clasei a 8-a.
Sa scriem functia y=x" in forma o
0 x

1 . . - .
y = —. Atunci devine clar, ca domeniul de

—.
definitie al functiei y=x", n € N, este mul-
timea (—oo;0)U (0; +o0).

Evident, ca aceasta functie nu poseda zerouri.

Cercetarile de mai departe ale proprietatilor functiei y =x™", unde
neN, o sa le executam pentru doua cazuri: n — numar natural par
sl n — numar natural impar.

e Primul caz: n=2k, ke N.

. _ 1 . 1 . .
Dispunem de: x % = —- Deoarece expresia — - obtine doar valori
x x

pozitive, atunci in domeniul de valori al functiei cercetate nu intra
numerele negative, precum si numarul 0.
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Se poate arata, ca pentru oricare a > 0 exista o astfel de valoare
a argumentului x, cad x % =a.
& Cele spuse inseamna, ca domeniul de valori al functiei y =x™", unde
n — numdr natural par, este multimea (0; +o0).

. . . . 1
& Deoarece pentru oricare x # 0 se executd inegalitatea —5 >0,
x

atunci intervalele (—oo; 0) s1 (0; +o0) sunt intervale de constantd a
semnului functiei y=x", unde n — numar natural par.
& Functia y =x™", unde n — numar natural par, este pard. Intr-adevir,
pentru oricare x din domeniul de definitie se executd egalitatea
1 1 -2k

(—x)? = = == x

Sa luam numerele arbitrare x, si x, astfel, ca x, € (0; +0), x, € (0; +o0)
si x, < x,. Folosindu-ne de proprietatea inegalitatilor numerice, obti-

2k 2k
nem: —> -1 50. De aici (ij >(i} R R
xl x2 xl x2

& Deci, functia y=x", unde n — numdr natural par, descreste pe
intervalul (0; +o0).

& Se poate deasemenea de demonstrat, ca functia y=x", unde n —
numdr natural par, creste pe intervalul (—oo; 0).
Atragem atentia, ca odata cu marirea modulului x valorile expre-

siei —-, k€N, devin tot mai mici si mai mici. Din aceasta cauza
x

. . .. 1 I
distanta de la punctul graficului functiei y = —-, k€N, pana la axa
X

absciselor se micgoreaza cu marirea modulului abscisei punctului si
poate sa devina oricat de mica, insa nicicand nu va fi egald cu zero.
De asemenea se poate stabili, ca odatd cu méarirea modulului or-

donatei distanta de la punctul graficului functiei y = ke N, pana

F’
la axa ordonatelor se micsoreaza si poate sa devina oricat de mica,
insa nicicand nu va fi egala cu zero.

Proprietatile obtinute ofera posibilitatea reprezentarii schematice
a graficului functiei y =x", unde n — numar natural par (fig. 3.2). In

. .. 1 N
particular graficul functiei y = —, este reprezentat in figura 3.3.
x
e Primul caz: n=2k-1, ke N.

Se poate arata cd pentru oricare a # 0 exista o astfel de valoare
a argumentului x, ca x %V =q.
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©

©

yh y=xr,

. |yA
n —numar |
1
natural | \ y=-+
par / \ X
s !
NN mg —_
10 1 % =110 1L x
Fig. 3.2 Fig. 3.3

Cele spuse inseamna, ca domeniul de valori al functiei y =x", unde
n —numdr natural impar, este multimea (—o0; 0) U (0; +o0).
> 0.

Daca x < 0, atunci < 0; daca x > 0, atunci

2k-1 2k-1
X X

Deci, intervalele (—oo; 0) si (0; +o0) sunt intervale de constantd a

semnului functiei y=x", unde n —numdr natural impar. R

Functia y=x", unde n — numdr natural impar, este impara. Intr-

adevar, pentru oricare x din domeniul de definitie se executa ega-
1 1

litatea (-x) ®* ™V =—"F —=——=—x ",
(-x) -x

Se poate demonstra ca, functia y=x", unde n — numar natural
impar, descreste pe fiecare din intervalele (—oo; 0) si (0; +o0).
Proprietatile obtinute ofera posibilitatea reprezentarii schematice

a graficului functiei y =x™", unde n — numar natural impar (fig. 3.4).

A . .. 1 N
In particular, graficul functiei y = —, este reprezentat in figura 3.5.
x

3

y A y= X", y“
n —numar y =L
natural x
impar
T\
_1 —
Bl 0 _1 1 x
Lo 1 x
- -1

Fig. 3.4 Fig. 3.5
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In tabel sunt prezentate proprietatile functiei y=x", unde n €N,
studiate in acest punct.

Proprietatea n — numar natural par n — numar natural impar
Domeniul de
definitie (=203 0) U (0; +o0) (=00 0) U (0; +o0)
Domeniul de )
valori (0; +o) (=003 0) U (05 +o0)
Zerourile o o
functiei
Intervalele de y>0 . . y<0
constants a pe fiecare din pe intervalul (—oo; 0),
semnului intervalele y>0
(—=o0; 0) s1 (0; +00) pe intervalul (0; +o0)
Paritatea Para Impara
Creste Descreste
restere e 1ntervalul (—o0; 0), e flecare
Cres / pe i Tul ( 0) pe fi
descrestere descreste din intervalele
pe intervalul (0; + o0) (—=00; 0) si (0; +00)
g -
[ )

1. Ce functie se numeste functie putere cu exponent intreg?

2. Ce figura prezinta graficul functiei y = x°?

3. Formulati proprietatile functiei y=x", n € N.
4. Reprezentati schematic graficul functiei y=x", n € N.

A

—!7/ EXERCITII

3.1.° Trece oare graficul functiei y = x* prin punctul:

1 1 1 1
1) A(z,g), 2) B(—Z,g), 3) 0(5,81), 4) D(\/ﬁ,—z)?

3.2.° Trece oare graficul functiei y =x° prin punctul:

1) A (0; 0);

3.3." Se da functia f(x) =x . Comparati:
D f(1,6) st [(2)
2) f(=5,6) si [(-6,5);

2) B (-1; -1); 3) C(%;32); 4) D(_3;__)?

1
243

3) [(=9,6) si f(9,6);
4 fO,1 si f(-10).
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3.4." Functia este datd prin formula f (x) = x *°. Comparati:

D f6,2) si f(5,5) 3) f(29) si f(=24);

2) f(-1,6) st f(17); 4) f(=8) si f(6).
3.5." Gasiti domeniul de definitie al functiei:

Dy=)" 2 y=((x-2)"

3.6." Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f (x) = x°
pe intervalul:
1] 1
1) [—1; 2) | -1L,——|; 3) [1; +00).
) B ) { 2} ) [ )
3.7." Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f(x) =x*
pe intervalul:

D52 2) [-2: -1l; 8) (~oo; —3].
3.8." _Cons_trui‘,ci graficul functiei:

1) y=x-2"% 2) y=("*—4x+3)".
3.9.” Construiti graficul ecuatiei:

) (y+2)°=x—2; 2) (y—2)°"=(x+1)".

B y
g’ NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

3.10. Aflati valoarea expresiei:
1) 54 -25; 2) % 0,00 -2; 3) (V13) -3-(V8)".
3.11. Comparati numerele:

1) \/g si \/g; 2) V33 si 6; 3) V30 si 247.

4. Definitia radicalului de ordinul n

Cunoasteti faptul, ca radacina de ordinul doi (radacina patrata)
din numéarul a se numeste un astfel de numar, care ridicat la puterea
a doua este egal cu a. Analogic se da definitia radacinii de ordinul n
din numaéarul a, unde n€eN, n > 1.

Definitie. Radacina de ordinul n din numarul a, unde
neN, n > 1, se numeste un astfel de numar, care ridicat la
puterea n este egal cu a.

De exemplu, radacina de ordinul cinci din numarul 32 este numa-
rul 2, deoarece 2° = 32; radacina de ordinul trei din numarul —64 este
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numéirul —4, deoarece (—4)® =—64; radicini de ordinul patru din nu-
marul 81 sunt numerele 3 si —3, deoarece 3'=81 si (-3)'=81.

Daca n — numar natural impar, atunci graficele functiilor y =" si
Yy = a pentru oricare a se intersecteaza intr-un punct (fig. 4.1). Aceas-
ta inseamna, ca ecuatia x"=a are o singura solutie pentru orice a.
Atunci se poate trage o astfel de concluzie:

dacd n - numdr natural impar, este mai mare decdt 1,
atunci din orice numdr existd rdddcind de ordinul n, totodatd
numai una singurd.

17\ Yl
y=x" y=a,a>0

y=a,a>0

0 x
y=a,a<0
n — numar natural impar, n — numar natural par
n>1
Fig. 4.1 Fig. 4.2

Radacina de ordin impar n, n > 1, din numarul a se inseamna
astfel: ¥a (se citeste astfel: "radacina de ordinul n din @”). De exem-

plu, ¥32=2, 3-64=-4, Yo=0.

Semnul % se numeste radacina de ordinul n sau radical de
ordinul n. (Numarul n se numeste ordinul radicalului sau indi-
cele radicalului)'. Expresia, care se afli sub semnul radicalului, se
numeste expresie de sub radical.

Radicalul de ordinul trei este primit deasemenea de-l1 numit rada-
cina cubica. De exemplu, scrierea 32 se citeste: "radacina cubica din
numarul 2”.

Accentuam, ca expresia 2“\1/5, keN, este definitd pentru orica-
re a.

Din definitia radicalului de ordinul n reiese, ca pentru a arbitrar
se executa egalitatea

De exemplu, (3/5)3 =2, (7 —0,1) =-0,1.

! Nota traducatorului
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Sa consideram ecuatia x" =a, unde n — numar natural par.

Din figura 4.2 se vede: daca a <0, atunci graficele functiilor y = x"
sl y=a nu au puncte comune; dacd a =0, atunci graficele considerate
au un punct comun; daca a > 0, atunci sunt doua puncte comune, si
totodata abscisele lor sunt numere opuse. Atunci se poate face astfel
de concluzie:

Daca n este numadr natural par, atunci pentru a < 0 rdada-
cina de ordinul n din numadrul a nu existd; pentru a =0 radda-
cina de ordinul n din numdrul a este egald cu zero; pentru
a > 0 existd doud numere opuse, fiecare din ele fiind raddcina
de ordinul n din numdrul a.

Voi stiti, ca radacina patrata aritmetica dintr-un numar nenegativ
a se numeste un astfel de numar nenegativ, patratul caruia este egal
cu a. Analogic se da definitia radacinii aritmetice de ordinul n.

Definitie. Se numeste radacina aritmetica de ordin n
dintr-un numar nenegativ a, unde neN, n > 1, un astfel de
numar nenegativ puterea n a caruia este egala cu a.

Radacina aritmetica de ordinul n dintr-un numar nenegativ a se
inseamna astfel: ¥a.

De exemplu, /81 =3, deoarece 3 >0 si 3'=81;

§/64 =2, deoarece 2 >0 si 2°=64;

0 =0, deoarece 0 >0 si 0°=0.

In general, daca b>0 si b"=a, unde neN, n > 1, atunci
Ya =b.

Cu ajutorul semnului radicalului de ordinul n se pot scrie radaci-
nile ecuatiei x"=a, unde neN, n > 1.

De exemplu, radicina ecuatiei x* = 7 este singurul numar 37 ra-
dicinile ecuatiei x*=5 sunt doud numere: —45 si 5.

Din definitia radacinii aritmetice de ordinul n reiese, ca:

1) %a >0, unde a >0 (de exemplu, 7> 0);

2) (?‘/;)n =a, unde a > 0 (de exemplu, (\6/5)6 =5);
3) *'Y=a =-*"Ya (de exemplu, -2 = —3/5)

Mai sus s-a stabilit, ca radacina de ordin impar din orice numar
existd si are o singura valoare. Deci, fiecarui numér real x i se poa-

te pune in corespondentda un singur numar y, astfel, ca y=2k+\l/;.
Regula mentionata defineste functia f(x)=2k+\1/;, unde k€N, cu
domeniul de definitie R. Graficul acestei functii este prezentat in fi-
gura 4.3. in figura 4.4 este prezentat graficul functiei y = 3x.
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Fig. 4.3

yA T
y=Yx
1 LT
_ 1 5
0 x
[
Fig. 4.4

Analogic se defineste si functia f(x)zzf/;, ke N. Domeniul de

definitie al acestei functii este intervalul [0; +oo).

In figura 4.5. este reprezentat graficul functiei f(x)=%/x, iar in
figura 4.6. — graficul functiei f(x)= Yx.

yl\
1i---—>= : y:zf/;
0 1 o

Fig. 4.5

yA

-

2 4

Fig. 4.6

In tabel sunt expuse proprietatile functiei y = Y.

Proprietatea

n — numar natural impar,

n — numar natural par

n>1
Domeniul de definitie R [0; +0)
Domeniul de valori R [0; +0)
Zerourile functiei x=0 x=0
y<0 >0
Intervalele de pe intervalul (—oo; 0) Y
constanta a semnului y>0 pe intervalul
’ (0; +00)

pe intervalul (0; +00)

Paritatea

Impara

Nu este nici para
nici impara

Crestere / descrestere

Crescatoare

Descrescatoare
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Problema. Rezolvati inecuatia: 1) Yx <2 2) Yx-2<1.

Rezolvare. 1) Inecuatia data o transcriem in astfel de mod:
Yx < ¥8. Deoarece functia y= Yx este crescitoare, atunci se poate
concluziona, ca x < 8.

Raspuns: (—oo; 8).

2) Dispunem de: Yx -2 <41. Deoarece functia y= 4t este cres-

catoare si este definitd pe multimea [0; +90), atunci egalitatea data
este echivalenta cu sistemul

x—-2<1,
{x—z > 0.
De aici 2< x<3.
Raspuns: [2; 3). 4
p -

1. Ce se numeste radacina de ordinul n din numarul @, unde n €N, n > 1?

2. Pentru care valori ale lui a are sens expresia *Ya, keN?

3. Ce se numeste radacina aritmetica de ordinul n dintr-un numar nenega-
tiva, unde neN, n > 1?

4. Pentru care valori ale lui a are sens expresia 2\’“/5, ke N?

5. Formulati proprietatile functiei y = 2]”\1/;, ke N, si reprezentati sche-
matic graficul ei.

6. Formulati proprietatile functiei y = 2\”/;, ke N, sireprezentati schematic
graficul ei.

—

i!‘?/ EXERCITIl "

4.1.° Are oare sens scrierea:
1) 2 2) ¥-2; 3) ¥2; %) $o; 5) ¥-12
4.2.° Este oare corecta egalitatea (argumentati raspunsul):

1) 327 =3; 2) ¥/343 =-3?

4.3.° Demonstrati, ca:
1) Numarul 2 este radacina cubica din numarul 8;
2) Numarul 3 este radacina aritmetica de ordinul patru din nu-
marul 81;
3) Numarul —3 nu este radacina aritmetica de ordinul patru din
numarul 81.
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4.4.° Aflati valoarea expresiei:

1) ¥216; 2) 40,0016; 3) §-0,00001; 4) 3—%; 5) §\5/—243.
4.5.° Cu ce este egala valoarea expresiei:
1) ¥343; 2) 0,5%-64; 3) —¥-10247?
4.6.° Calculati:
3 4 7 7
1 (¥5); 9 ((47)5 9 (1R); 9 (245,
4.7.° Aflati valoarea expresiei:
3
1 (318); 9) (-¥9); 9 (¢11); 9 (%%/B) :
4.8.° Rezolvati ecuatia:

1) x*=27, 4) x*=16; 7) 27x* —1=0;

2) x°=9; 5) x°=5; 8) (x—2)* = 125;

3) x'=-2; 6) x*=-81; 9) (x+5)* =10 000.
4.9.° Rezolvati ecuatia:

1) x°=1; 3) x*=0; 5) 64x° +2=0;

2) x=1; 4) x°=—64; 6) (x—3)°=1729.
4.10.° Rezolvati ecuatia:

1)3x=§; 3) Yx = -6; 5) Y2x+7=0;

2) Yx =3; 4) Yx =-2; 6) ¥2x+7=0.
4.11.° Rezolvati ecuatia:

1) Yx=-2 3) Yx =2 5) Y3x-2=0;

2) Yx=-2 4) Y3x-2=0; 6) ¥3x-2=2.

4.12." Calculati: 0,3%1000 - 53256 +6.(~96) .

4.13." Calculati: 200 30,001 - 3~0,00032 - (-42)
4.14." Gasiti domeniul de definitie al functiei:
D) y=Yx-1; 2) y=Yx+1; 3) y=Vx'-x-2.

4.15." Gasiti domeniul de definitie al functiei:
1) y=42-x; 2) y=§’/x+;; 3) y="x"-4x+3.
x—

4.16." Intre care doud numere consecutive intregi se afli numarul pe
dreapta de coordonate:

1) ¥3; 2) 21; 3) ¥100; 4) -/812

2
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4.17." Intre care doud numere consecutive intregi se afli numarul pe
dreapta de coordonate:

1) $18; 2) 4139; 3) -¥2122
4.18." Rezolvati inecuatia:

1) Yx >3 2) Yx-3<2 3 Yx+1>1.
4.19.” Construiti graficul functiei:

3 4

) y=(¥x); 2) y=(Yx).
4.20." Rezolvati ecuatia:

) (x*-4)Yx+1=0; 2) (x-1)Vx*-2x-3=0.
4.21." Rezolvati ecuatia (x+2)Yx*+2x-3 =0.

4 4
4.22." Construiti graficul functiei y = (4 x—l) +(4 l—x) +1.

6

8
4.23." Construiti graficul functiei y = (5/2 + x) + (\6/2 - x) .

’ NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

4.24. Calculati valoarea expresiei:

1) |/0,64-36; 2) 673" 3) %.
4.25. Calculati valoarea expresiei:

1) V32.42; 2) |/2°.3.42°.3%; 3) %
5. Proprietatile radicalului de ordinul n

Sa cercetam teoremele, care exprima proprietatile radicalului de
ordinul n.

Teorema 5.1 (prima teorema despre radacina din
putere). Pentru oricare ac€R si k€N sunt adevdrate egali-
tdatile:

zk+W_a
- ’
*a® =|a.

Demonstratie. Pentru a demonstra egalitatea **'Vx =y, este sufi-

cient de aratat, ca y***’

Zé, x= a2k+l

=x. Pentru prima egalitate, ce se demonstrea-
, iar y = a. De aici egalitatea y***' = x este evidenta.
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Pentru a demonstra egalitatea X/x = y, este suficient de aratat, ca
y >0 si y”=x. Pentru a doua egalitate, ce se demonstreazi, avem:
la|>0 si(] a )*=a". «

Teorema 5.2 (radacina din produs). Dacda a >0,
b>0, neN, n>1, atunci

tab =%/a - ¥b.
Demonstratie. Pentru a demonstra egalitatea x = Yy, unde
x > 0, este suficient de aratat ca y >0 si y"=x.

Dispunem de: tYa >0 sl %o > 0. Atunci ¥Ya b > 0.
Totodata, (%%)n = (%)n ((‘/g)n =ab. 4

Teorema 5.3 (radacina din cat). Dacd a >0, b > 0,

neN, n>1, atunci
,\l/;_v;
b Y~

Teorema 5.4 (puterea radacinii). Dacd a >0, neN,
keN, n > 1, atunci

(el =¥

Demonstratie. Daca k=1, atunci egalitatea, ce se demonstreaza,
este evidenta.
Fie £ > 1.

Avem: ({‘/E)k=Q/g~{‘/g~...-%=na~a-...~a=’\’/a7.<

k factori k factori

Teorema 5.5 (radacina din radical). Dacd a >0,
neN, keN, n>1, k > 1, atunci

¥a = a.
Demonstratie. Dispunem de: Y4a > 0.

nk n k k
Totodata, (49a)" = ((4¥a) ) = (¥a) —a. <
Teorema 5.6 (a doua teorema despre radacina
din putere). Daca a >0, neN, keN, n > 1, atunci
"ot = a.
Demonstratie. Daca k=1, atunci egalitatea, ce se demonstreaza,
este evidenta.

Fie £ > 1. Avem: "5/a7=\"/f/a7 =a. <
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Problema 1. Aflati valoarea expresiei:
{24
) 47,3 2 Y122 3) 6.2 4 :
Y375
Rezolvare. 1) Folosind teorema 5.1, se poate scrie:
Y(-7,3)" =|-7,3|=1,3.
2) §1,2"% =1,2% =1,44.

3) Inlocuind produsul radacinilor prin radacina din produs, obti-

nem:
31632 =316-2 =%32 = 2.

4) Inlocuind catul radicinilor prin radicina catului, vom avea:
Yos  [24 [8 2
—=3— =3— =—., 4
/375 375 125 5
Problema 2. Simplificati expresia:
1) Ya®; 2) ¥64a'®, daci a <0; 3) 12a?, 4) 8a?.
Rezolvare. 1) Folosind teorema 5.1 obtinem: ¥a® = 4(a’)* =|a"|.
2) Avem: {/64a'® =2|a® |. Deoarece conform conditiei a < 0, atunci
a® <0. Atunci 640" =2|d*|= 24,
3) ¥a* = {¥a® =Y.
) Yo ={a* =3 a]. «

Problema 3. Scoateti factorul de sub semnul radicalului:

1) ¥250; 2) Yp*.
Rezolvare. 1) Vom prezenta numarul, care se afla sub semnul

radicalului, in forma de produs a doud numere, unul din care este
cubul numarului rational, si scoatem factorul de sub semnul radacinii:

3/250 =3/125.2 =5 3/2.

2) Din conditie reiese, ca b > 0.

Atunci W=W=|b5|§/b73=b58b3. |

Problema 4. Introduceti factorul sub semnul radicalului:
1) -293; 2) Ve

Rezolvare. 1) —24/3=-%64 .93 =-8192.

2) Din conditie reiese, ca ¢ = 0.
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Ja

Problema 5. Reduceti fractia ————=

Ja-24ab +\b’

Rezolvare. Descompunand numaratorul si numitorul fractiei
date in factori, obtinem:

Ja-vo _(Ya-4p)(Ya+th) Ya+ip
Ja—2¥ab o (fa-th)  Ya- i

'I) B
¢ 1. Formulati prima teorema despre radacina din putere.

2. Formulati teorema despre radacina din produs.

3. Formulati teorema despre radacina din cat.

4. Formulati teorema despre ridicarea la putere a radicalului.

5. Formulati teorema despre radacina din radical.

6. Formulati a doua teorema despre radacina din putere.

L7T7/ EXERCITII I
5.1.° Gasiti valoarea expresiei:
312 . 114
1) 364-125; 2) §2°.7% 3) 4/W
5.2.° Calculati valoarea expresiei:

75 224.316
1) 3/0,064-343; 2) EzT; 3) % PR

5.3.° Gasiti valoarea expresiei:

1) Y2 4s; 3) %; 5) 46/3 +10-§/6 /3 —10;

8930 12
3/ 4. .
2) 30,054 -Y/4; 4) P
5.4.° Simplificati expresia:

) ¥25.45; 3) Y2° .57 Y27 5%, 5) {2417 +10 {217 - 10;
% 4/80 ¢/3" .10? 3256 - 481

4) —y 6)
5.5.° Simplificati expresia:

ECk thot st 12
1) V¥a; 2) Y¥x; 3) ¥ 1) Ya'p™.

6) 4333427 -¥-9.
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5.6.° Simplificati expresia:

1) Ve 2) 3) Na’; 9 Yo'
5.7." Scoateti factorul de sub semnul radicalului:

1) 316; 2) 4162; 3) ¥/250; 1) ¥40a’; 5) V-a’.
5.8." Scoateti factorul de sub semnul radicalului:

1) ¥/80; 2) 432; 3) W .

5.9." Introduceti factorul sub semnul radicalului:
D 243; 2 45 3) 530,04x; 4 bY; 5 ci/zz.
C

5.10." Introduceti factorul sub semnul radicalului
3
1) ié/szo; 2) 24/7; 3) 544a; 4) 2x° 5‘/%.
5.11." Schimbati expresia %625 —%320 —3/1385 + %40 cu una identic
egala cu ea.
5.12." Simplificati expresia /54 —3%/16 +5 3128 +$/2000.
5.13." Simplificati expresia:

1) 243; 9) 4a ¥a; 3) Y222.
5.14." Simplificati expresia:
1) {343; 2) ifo4; 3) Yailada.
5.15." Simplificati expresia:
) (1+¥a +¥a?)(1-Ya); 9) (1++a)(1+¥a)(1-Ya).
5.16." Simplificati expresia (% —4ab + %) (% + Q/I;)
5.17." Pentru care valori ale lui a este adevarata egalitatea:
1) ‘\‘/a_“:a; 2) ‘\‘/a_“:—a; 3)§/a_3=a; 4) Q/a_3=—a?
5.18.” Pentru care valori ale lui a este adeviratd egalitatea:
D Ya® =0’ 2 Yo =-a% 3 Yo' =(Ya); 9 Yo' =(Y=a)"
5.19.” Pentru care valori ale lui a si b este adevarati egalitatea:
1 Yab-4a B 9 Yab - Ya. Ub;
2) Y-ab =Ya -Y-b; 4) Yab =¥-a -Y-b?
5.20.” Pentru care valori ale lui x este adevirata egalitatea:
D) Y2 -4 =Yx-2 Yx+2;

2) #(x—6)(x—10) =Yx-6-Yx-10?
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5.21." Simplificati expresia:
1) W, daca m = 0; 4) W;
2) (‘/nT, daca n <0; 5) 10,250, daca b < 0;
3) $256k°, daca k <O 6) 481x*y", daci y >0
5.22." Simplificati expresia:
1) Y6254%; 3) 19p ¢, daci p>0
2) —5@, daca x <0
5.23." Reduceti fractia:
) a-sE, p e
Yol Ya-Yo

% Yx -9 \/_+4\/;+16 4a3 %

2 +3 x—64 a-a
5.24.” Reduceti fractia:

%+1- 2 \/;—\‘an. 3) a-b 1) ax/l;—b\/;
Ya -1’ Ymn -In” Ya - Jab
5.25." Rezolvati ecuatia:

1) Yx+4) =x+4; 2) Y1 -3x)* =(1-3x).

5.26." Simplificati expresia:

) Y(6-2); 2) Y(1-2); 3) Y(v2-3).

5.27." Simplificati expresia:

D {(V5-2)'; 2 Y(\B3-5); 3 {(T-3).

5.28." Scoateti factorul de sub semnul radicalului:

1) m; 2) W, daca a > 0.
5.29.” Scoateti factorul de sub semnul radicalului:

1) 4324°, daci a <0; 92) 4-6254°.
5.30." Introduceti factorul sub semnul radicalului:

1) c§/§, daca ¢ <0; 2) b%; 3) a%.

5.31." Introduceti factorul sub semnul radicalului:
1) a¥a; 2) av-a®.

5.32." Rezolvati ecuatia {(x—3)" +§/(5-x)° = 2.

D
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’ NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

5.33. Prezentati sub forma de putere cu baza a expresia:
3\6 4
p @) e

a e
2) a’-a’®; 4 a?: ol 6) (@™

5.34. Gasiti valoarea expresiei:

5
147 7" ((3)?
1) 279.27%:27% 3) —; 5) | 2= [(_) :
) ) 7° ) ( 9] 5

-3
5 (2 225.278
2 33-(—) ; 4) 9*.27% 6) ——.
) ) ) 447%.11°

- - 12 -2 ~
3) a?®-a-a 5 a?.a®:a"

3

6. Definitia si proprietatile puterii
_cu exponent rational

In clasa a 7-a ati aflat, ca puterea cu exponent natural are astfel
de proprietati:

1) am .an — am+n;

2)ad" :d"=a""",a#0, m > n;

4) (ab)"=a"db";

a)" a"
9 [ =5 020

Mai tarziu ati facut cunostinta cu definitia puterii cu exponent nul
sl a puteril cu exponent intreg negativ:
a’=1,a #0;
1
a"=—, a#0, neN.
a
Aceste definitii sunt foarte reusite: prin aceasta abordare toate
cincl proprietati ale puterii cu exponent natural au ramas adevarate
sl pentru puterea cu exponent intreg.
Sa introducem notiunea de putere cu exponent fractionar, adica a
puterii a’, exponentul careia este numar rational r = ﬁ, unde m € Z,
n
neN, n > 1. Este de dorit de realizat aceasta astfel, ca puterea cu
exponent fractionar sa posede toate proprietatile puterii cu exponent
intreg. Sugestie pentru definirea necesara poate servi astfel de exem-
plu.
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Insemnam prin x valoarea cautatd a puterii 22, adica x=2§.
3
Tinand cont de proprietatea (@”)"=a™", putem nota: x°* = (25) =2%
Deci, x este radacina cubica din numarul 27, adicd x = 3/272 . Astfel,
2 _ 2.
Aceste rationamente ne vorbesc de faptul, ca este rational de ac-
ceptat astfel de definitie.

Definitie. Putere a numarului pozitiv ¢ cu exponent ra-

. m
tional r, prezentat sub forma —, unde meZ, neN, n>1, se

numeste, numarul Va™, adica

3 1 -1 3
3 L 3
De exemplu, 57 =45%, 35 =35 =337, 0,4%° =0,4° =0,4°.
Mentiondm, ca valoarea puterii ', unde r — numar rational, nu
depinde de aceea, care-1 forma fractiei cu care este egal numarul r.

m mk

Aceasta se poate arita, folosind egalititile a” = ¥Ya™ si a ="a™ =

= n'am
Puterea cu baza, care este egala cu zero, se defineste doar pentru
exponent pozitiv rational.

m
Definitie. 0" =0, unde meN, neN.
_1
Atragem atentia, ca, de exemplu, notarea 0 2 nu are sens.

m

Accentuam, ca in definitii nu merge vorba despre puterea a" pen-
1

tru @ <0, de exemplu, expresia (-2)° raméane nedeterminati. Totoda-

td expresia ¥-2 are sens. Apare intrebarea: de ce si nu socotim, ci
1

-2 =(-2)? Vom arita ci o astfel de intelegere ar duce la contra-
dictie:

Y-2=(-20 = (-2° =§(-2° = ¥4.

Am obtine, cd numarul negativ ¥-2 “este egal” cu numarul pozi-

tiv 5’/1.
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Functia, care poate fi definitd cu ajutorul formulei y=x", reQ,
se numeste functie putere cu exponent rational.

. .. ) .
Daca fractia ireductibila —, meZ, neN, n>1, este numar po-
n
m

zitiv, atunci domeniul de definitie al functiei y =x" este intervalul

[0; +o0); dar daca aceasta fractie este numar negativ, atunci interva-
lul (0; +o0).
A 1 1
In figura 6.1 sunt reprezentate graficele functiilor y = x2, y= x3,

1
y=x*.
A
y 1
=2 {1
y X /1_
=T —|+3
— Y =X
4//4/"’ ] —_:—
= — 1
4 y =’
I
0 1 x
Fig. 6.1

Vom arata, ca proprietatile puterii cu exponent intreg raman ade-
varate g1 pentru puterea cu exponent rational arbitrar.
Teorema 6.1 (produsul puterilor). Pentru a > 0 arbi-

trar si pentru orice numere rationale p si q se realizeazd ega-
litatea

af a? =aP*

Demonstratie. Scriem numerele rationale p si ¢ in forma de

fractii cu acelasi numitor: p = ﬁ, q=—, unde meZ, keZ, neN,
n n

n > 1. Dispunem de:

m+k m k

m k
mok m k
a’-a’=a" -a” =X¥a" -Ya* =4a"-a" =¥a"" =a " =a" "=a""". 4

Consecinta. Pentru orice a > 0 si orice numadr rational p
este adevdrata egalitatea

a?=—
aP
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Demonstratie. Folosind teorema 6.1, scriem: a”-a”=
_ L 1
=a?"=a"=1. De aici a™* =—.

Teorema 6.2 (catul puterilor). Pentru orice a > 0 si
orice numere rationale p si q este adevdratd egalitatea

a’ :a’=a’"1

Demonstratie. Folosind teorema 6.1, notam: qg?.-a° %=
=a’? " =a”. De aici & '=d" : a’. 4

Teorema 6.3 (puterea puterii). Pentru orice a > 0 si
orice numere rationale p si q este adevdratd egalitatea

Demonstratie. Fie pzﬁ, meZ, neN, n>1, siq:%, se’Z,

n
keN, k> 1. Avem'

(aP)q — \ — J \/? akn _an k _an 4

Teorema 6.4 (puterea produsului si puterea ca-
tului). Pentru a > 0 si b > 0 arbitrari si orice numadr rational
p este adevdrata egalitatea:

(ab)’ = a’b”
(ﬁ)” _e
b b?

Demonstrati aceasta teorema de sine statator.

Problema 1. Simplificati expresia
(3a0,3 + b0,2) (a0,3 _ 4b0,2) _ (a0,3 + 2b0,2) (a0,3 _ 2()0’2).
Rezolvare. Deschidem parantezele, folosind regula inmultirii po-
linoamelor si formula diferentei patratelor, iar apoi reducem termenii
asemenea:
(3a0,3 + bO,Z) (a0,3 _ 4b0,2) _ (aO,B + 2b0,2) (a0,3 _ 2b0,2) —
= 3a"%—12a"°0"% + a”?p"” — 4b°! — a"° + 4b°" = 2a"° — 11a"b"*. <«

. . . : +
Problema 2. Simplificati expresia xl - i

¥ -2 x3+2 x3-4
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1
Rezolvare. Efectuam inlocuirea x? =y. Atunci expresia data

obtine aspectul:
y+2 y-2 16
y-2 y+2 y* -4 '
Aceasta expresie este usgor de-o simplificat. Terminati singuri re-
zolvarea acestei probleme.

<

Raspuns: —

x3 +2

‘r) B

[ ) . m
1. Ce se numeste putere a numarului a cu exponentul —, unde m € Z,
n

neN, n>1?

” . m
2. Ce se numeste putere a numarului 0 cu exponentul —, unde m € N,
n

neN?
. Care functie se numeste functie putere cu exponent rational?
4. Formulati proprietatile puterii cu exponent rational.

w

rd
s exercimi

6.1.° Prezentati sub forméa de radical puterea cu exponent fractionar:
1

1) 53; 2) b7 3) (ab)’.

6.2.° Prezentati sub forma de radical puterea cu exponent fractionar:
6

1
1) 3°; 2) "% 3) x7.
6.3.° Prezentati expresia sub forma de putere cu exponent fractionar:
1) Vx; 2) U6°; 3) Y27,
6.4.° Prezentati expresia sub forma de putere cu exponent fractionar:
) Ya?; 2) Ym™; 3) ¢5a°.
6.5.° Gasiti valoarea expresiei:

1 1 4
1) 42; 3) 3-64 3; 5) 273

1 3
2) 25 2; 4) -5.0,01 2; 6) 32792

6.6.° Cu ce este egala valoarea expresiei:
1 1

2
1) 83; 2) 10000%; 3) 0,125 37
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6.7.° Gasiti valoarea expresiei:

1) 31,8 . 3—2,6 . 32,8;

2) (5—0,8)6 .54,8; 4) [ 1

3) (25§ )Z;

)—1,5
H

19

6.8.° Cu este egala valoarea expresiei:

1) 53,4 . 571,8 . 572,6.
6.9.° Deschideti parantezele:
1 1 1
1) 2a? (aE - 4) +8a?;
2 3 2 3
2) (3b3 —c? ) (3b3 +c2 );
1 1)\2
3) (a3 + b3) ;
6.10.° Deschideti parantezele:

1) (5a’ +b°%) (3a - 46°3);
2) (m0,5 + n0,5) (m0,5 _ n0,5);

11y
3) (mz—nz) ;

6.11." Calculati valoarea expresiei:

1 2 1

1) 123 .63 -(0,5)%;

2) 25"+ (0,25) % — 81°™;

6.12." Gasiti valoarea expresiei:

4

33
1 1 )8
D | 3432 [ L7 |
49
1 11
2) 104 .40*-52;
6.13." Reduceti fractia:

1

D

2)

1 b
a®?-5

a—5a5. a—4b

—_—
a®® +2p%°

5 |
o

9

2) (770,7)8 : 777,6;

1
c3 -1

1

a® +a?

1

x5 +2

4,5
5) (éj 1,24
6

6 8

1
2
=

22

" (5

4) (0% + 3)2 — 6b°%;

[

j—0,25
’

2 1

c? +c5+1);
1)( >
)l

a®—-ab+a

5) (y"°— 4y™®)* + 8y%;

6

RN EAL I
2 (55) (3] s

1
at -1

1

)

5

1
a*+1

)

4) 168 .8 6.4'5,

3

3) 0,0016 *

3)

1
a® +1

2
4) 6257 .25 .1258,

a-b

1

i

ab? +a?b

)
»

8 —2x6 +4

)

1 _2
-0,04 2 +0,216 3;
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11 1 1
a+2a%b% +b a+b m? —n?
H—5 7 ) T 0 =
a? +b? a® +b3 m? —n?
6.14." Reduceti fractia:
1
a+2a® a-b a” -p*®
1) 2 ; 3) 1 ; 5) 2
3 N a-b
ad+2 a-a?b
51 15
min* —m*n* a-b a-125
2) 55 Y531 = 67—
mint a® +a3b3 +b3 ad -25
a-b a® -p"?
6.15.” Simplificati expresia -
P P a” -p”? a-b
I . . . - +
6.16." Simplificati expresia nz nl - ”; nl .
m3 -n® m?+nd
0,5 0,5 0,5
o .. . a’+2 a’ -2 a” 2
6.17.” Demonstrati identitatea ( 5 ) ==
a+2a" +1 a-1 a”’+1 a-1
. .. . m® +n® m+n \m L 1
6.18." Demonstrati identitatea 3 T———7 | —=n*-m?
H H s Sl n
m? +mn?2 m?+n?

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

6.19. Rezolvati ecuatia:
1) J3x-7=0; 3) Vx® -64 =6;
2) V4x -1 =6; 4) J1++/3+x =4;

7. Ecuatii irationale

In timpul rezolvirii ecuatiilor uneori apare necesitatea de a ridica
ambele parti ale ecuatiei la una si aceiasi putere. Sa clarificim, cum
aceasta influenteaza asupra multimii solutiilor ecuatiei date.

5) Jx +Jx-2=0;
6) (x—2)Jx+2=0.

Teorema 7.1. Dacd ridicam ambele pdrti ale ecuatiei la
putere impard, atunci obtinem ecuatie, echivalenta celei date.
Problema 1. Rezolvati ecuatia {x* -2 = Yx.

Rezolvare. Ridicam ambele parti ale ecuatiei date la puterea
saptea. Obtinem o ecuatie echivalenta

(Vo2 —2) = (V=)
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De aici ¥’ —2=2x; x*—x-2=0; x,=-1, x,=2.

Raspuns: -1; 2. 4

Ecuatia, pe care noi am cercetat-o in problema 1, contine variabi-
la sub semnul radicalului. Astfel de ecuatii se numesc irationale.

Tata inca cateva exemple de ecuatii irationale:

Jx—-3=2;
Jx-24x+1=0;
R V3-x=%2+x.
In timpul rezolvarii problemei 1 noi am fost nevoiti sa transformam

ecuatia, care continea radacini de ordin impar. Sa cercetdm ecuatii,
ce contin radacini de ordin par.

Problema 2. Rezolvati ecuatia (\/3x+4)2 = (\/x—2)2. (1)

Rezolvare. Folosind formula (\/E )2 = a, Inlocuim ecuatia data cu

urmatoarea:
3x+4=x-2. (2)

De aici x=-3.

Insa verificarea indica, ca numarul -3 nu este solutia ecuatiei
initiale. Se spune, cd numéirul -3 este solutie straina a ecuatiei (1).

Deci, ecuatia (1) nu are solutii.

Raspuns: solutii nu exista. <«

Cauza aparitiei radacinii striaine in timpul rezolvarii problemei 2
consta in faptul ca, aplicand formula (\/E )2 =a, nol nu am tinut cont
de considerentul a > 0. Din aceasta cauza ecuatia (2) s-a dovedit a
fi neechivalenta cu ecuatia (1).

Definitie. Dacd multimea solutiilor ecuatiei f,(x)=g,(x)
contine multimea solutiilor ecuatiei f, (x) = g, (x), atunci ecuatia
f,(x) = g,(x) este numitd consecintd a ecuatiei f,(x) =g, (x).

De exemplu, ecuatia x* =25 este con-
=925— L

5-x 5-x
Convingeti-va de aceasta de sine stata-
tor.

Deasemeni se spune, ca din ecuatia
ot g5t reiese ecuatia
. 5—-x 5-x

Fig. 71 =95,

In figura 7.1 definirea ecuatiei-consecinta este ilustrata cu ajutorul

diagramei lui Euler.

Multimea solutiilor

mg ) secintd a ecuatiei x” —
ecuatiel-consecinta

Multimea
solutiilor
ecuatiel




7. Ecuatii irationale 41

Inca o cauza a aparitiei solutiilor straine este faptul, ca din ega-
litatea x* = x2* nu reiese obligatoriu egalitatea x, =x,. De exemplu,
2)*=2* insd -2 # 2. in acelasi timp din egalitatea x, =x, reiese
egalitatea x* = x2".

Justa este urmatoarea teorema.

Teorema 7.2. La ridicarea ambelor pdrti ale ecuatiei la
putere pard ecuatia obtinutd este consecintd a celei date.

Problema 3. Rezolvati ecuatia +4+3x = x.

Rezolvare. Ridicam ambele parti ale ecuatiei la patrat. Obtinem
0 ecuatie, care este consecinta celel date:
4+ 3x=x".
De aici x*—3x—4=0; x, =-1, x,=4.
Verificarea aratd, ca numarul —1 este radécina striina, iar numa-
rul 4 satisface ecuatia data.
Rdaspuns: 4. 4

Problema 4. Rezolvati ecuatia v2x -3 ++/4x+1 =4.

Rezolvare. RidicAm ambele parti ale ecuatiel date la patrat:

2x-3+2/2x -3 -JV4x+1+4x+1=16.
De aici V2x—-3 -V4x+1=9-3x.

Trecand la ecuatia-consecinta, obtinem:
8x* — 10x — 3 = 81 — 54x + 9x7;
x*—44x+84=0; x =42, x,=2.
Verificarea ne arata, cd numéarul 42 este solutie straina, iar nu-
marul 2 satisface ecuatia data.
Rdaspuns: 2. 4

Problema 5. Rezolvati ecuatia vx* +1+2%¥x* +1-3=0.

Rezolvare. Fie VYx*+1=t¢t. Atunci vx*+1=t*. Acum ecuatia

initiala obtine aspectul
*+2t—3=0.

De aici t=-3 sau t=1.

in cazul, cand t=-3, obtinem ecuatia Vx®+1=-3, care nu are
solutii.

In cazul, cAnd ¢=1, obtinem ecuatia ¥x*+1=1.

Terminati rezolvarea de sine statator.

Rdaspuns: 0. 4
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Va amintim, cd metoda, folosita in timpul rezolvarii ultimei ecu-
atii, va este cunoscuta inca din cursul de algebra din clasele a 8-9-a.
Aceasta metoda se numeste metoda substitutiei variabilei.

p -
o
1. Care ecuatie se numeste irationala?

2. Ambele parti ale ecuatiei sunt ridicate la putere impara. Oare obligatoriu
ecuatia initiala o sa fie echivalenta cu cea obtinuta?

3. Ambele parti ale ecuatii sunt ridicate la putere para. Oare obligatoriu
ecuatia initiala o sa fie echivalenta cu cea obtinuta?

4. Cum se pot determina solutiile straine ale ecuatiei?

%,,

i!‘?‘/ EXERCITIl

7.1.° Explicati, de ce nu are solutii ecuatia:

D Jx-2+1=0; 3) Jx—4+\1-x =5

2) Yx+8x-1=-2 4) Yx-6+/6-x=1.
7.2.° Rezolvati ecuatia:

1) Y2x-2=2 3) Yx-6=-3;

2) Yx-4=2 4) Yx®-2x+3 ==x.
7.3.° Rezolvati ecuatia:

1) Yx-3=4; 2) Y8x* —x—15 = 2x; 3) ¥25++Vx?+3 =3.
7.4." Rezolvati ecuatia:

1) Y2x-1=Y3-x; 3) V2x-1=+x-3;

2) V2x-1=+/1-2x; 4) Jx*-36 =+2x 1.
7.5." Rezolvati ecuatia:

1) Yx+3=42x-3; 2) Vax-5=+1-x.
7.6." Rezolvati ecuatia:

1) V2-x =x; 4) \2x* -3x-10 = x;

2) Je+l=x-1; 5) 2Jx+5=x+2;

3) V3x—-2 = x; 6) V15-3x —-1=x.
7.7." Rezolvati ecuatia:

1) v10-3x = —x; 3) 3Vx+10-11=2x;
2) x=+x+5+1; 4) x-+/3x"-11x-20 =5.
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7.8." Rezolvati ecuatia:

1) J2x+3)(x—4)=x-4;

2) J(x-2)(2x-5)+2 = x.

7.9." Rezolvati ecuatia /(8x—1)(4x+3) =3x—1.

7.10." Rezolvati ecuatia, folosind metoda substitutiei variabilei:

D Y +28x? —3=0;
2) Jx+¥x-6=0;

3) 2x—T+Jx-15=0;

3
4) 24Jx+1-5= ;
Vx+1
5) 1 3 — 9
x+1
6) x+5
x+5

7.11." Rezolvati ecuatia, folosind metoda substltutlel variabilei:

1) x—Jx-12=0;
2) Yx* +8=9%x;

7.12.” Rezolvati ecuatia:

D) J1+xvx®+24 =x+1;

7.13.” Rezolvati ecuatia:
1) V22-x-V10-x =2
2) Jx+2-2x-3=1;
7.14.” Rezolvati ecuatia:
1) V2x+5-+/3x-5=2;
7.15.” Rezolvati ecuatia:
1) Je-5+J10-x=3;
2) Jx—T+x-1=4;
7.16.” Rezolvati ecuatia:

1) VA—-x+Jx+5=

7.17." Rezolvati ecuatia, folosind metoda substitutiei variabilei:

3) Jx+5-834x+5+2= 0;
4) {3x+2 /Zx 3 —2.5.
3x+2

2) J1+x+vx®-24 =x-1.

3) V2x+3—-vx+1=1;
4) 22-x—-7T-x=1

2) V8x+1-+x+1=2.

3) Vl-x+1+x=1;
4) J13-4x ++/x+3 =5.

2) V2x+3++x+5=3.

1) x*-5x+16-3+x*-5x+20 =0;

2) x*+4-5x*-2=0;

3) Vx' -3x+5+x%=3x+T;

4) V8x* —9x-26 =12+ 3x — x°.
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7.18.” Rezolvati ecuatia, folosind metoda substitutiei variabilei:

1) x*-—4x-3+Vx*—4x+20+10=0;
2) 24x* -3x+11 =4+3x—x%;
3) 5x% +10x +Vx? +2x—-15=123.

7.19.” Rezolvati ecuatia \/x—1—2\/x—2 +\/x+7—6\/x—2 =6.

7.20." Rezolvati ecuatia \/x+2\/x—1 +\/x—2\/x—1 =6.

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

—x*+1, daca x<1,

7.21. Construiti graficul functiei f(x) = { Folosin-

x—1, daca x >1
du-va de graficul construit, determinati intervalele de crestere si
descrestere ale functiei date.

7.22. Specificati prin formula functia liniara f, daca f (-2) =5, f (2) =-3.

@ SCOALA DE MATEMATICA DIN LVOV IS

Voi studiati capitolul “Algebra si elemente de analiza”. In denumi-
re a aparut o noua imbinare de cuvinte —’elemente de analiza”. Ce
se ascunde in spatele acestel denumiri? Raspunsul este foarte sim-
plu — analiza matematici studiaza functiile. Anul acesta voi incepeti
sa faceti cunostinta cu elemente de analiza: o sa fiti nevoiti si cerce-
tati clase de functii tot mai noi $i mai noi, si studiati proprietatile
lor, sa insusiti metode de cercetare ale functiilor.

In prima jumatate a secolului al XX-lea studierea anumitor clase
de functii a dus la aparitia unei discipline matematice noi— analiza
functionala. Un rol important, de fapt principalul rol, in crearea aces-
tel discipline au jucat-o savantii scolii de matematica din Lvov.

In anii 20-30 ai secolului XX-ci orasul Lvov a fost adevarata ca-
pitala mondialda a matematicii. Pe timpul acela in asezamintele stiin-
tifice lucrau astfel de matematicieni legendari, ca Kazimir Kurato-
vschi, Stanislav Mazur, Vladislav Orlici, Vatlav Serpinsky, Stanislav
Ulam, Iulii Shauder, Gugo Shteingauz si multi altii. Calificarea sa-
vantilor de la Lvov era atat de inalta, ca savantul cu renume mondi-
al in matematica, autorul multor teoreme remarcabile in logica
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Stefan Banah Manualul lui Banah
(1892-1945) ”Curs de analiza functionald”

matematica si teoria multimilor Alfred Tarskiy n-a trecut concursul
pentru obtinerea locului vacant de profesor al Universitatii din Lvov.

Matematicienii din Lvov au creat un colectiv stiintific puternic,
cunoscut ca scoala de matematica din Lvov. Conducatorul ei este so-
cotit genialul matematician Stefan Banah.

in zilele noastre societatea matematicienilor pe drept cuvant il
considera pe S. Banah fondatorul analizei functionale. Unul din pri-
mele manuale din lume, destinate acestei discipline, a fost scris anu-
me de S. Banah. Multe rezultate ale lui Banah si notiuni, introduse
de el, au devenit clasice. De exemplu, multimile cercetate de savant
au obtinut denumirea “spatiile lui Banah” si in zilele noastre intra in
minimumul necesar pentru toti care fac studii superioare in domeni-
ile de matematica, fizica, cibernetica etc.

Se povesteste, ca multe teoreme matematicienii din Lvov le demon-
strau ... in cafenele. S. Banah cu elevii sai au indragit cafeneaua
”Scotianad”, unde mesele mici aveau fetele de marmura — foarte como-
de pentru scrisul formulelor i teoremelor matematice. Stapanul cafe-
nelei era nemultumit de libera purtare a savantilor, dar situatia a
fost salvata de sotia lui Banah, care a cumparat un caiet mare pen-
tru notite. Asa a aparut vestita "Carte Scotiana” — culegerea de pro-
bleme matematice, asupra carora lucra grupul lui Banah. Ca raspla-
td pentru rezolvarea problemelor complicate autorii propuneau in
gluma ba un bocal de bere, ba o cini in restaurant. De exemplu, una
din probleme, autorul careia a promis un gansac viu (a. 1936), a fost
rezolvata doar in anul 1972, atunci si a fost inméanata recompensa.
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inmanarea gansacului

Problemele, ridicate in "Cartea Scotiand”, sunt atat de importante
si complicate, ca oricine, care reuseste si rezolve macar una din ele,
obtine imediat recunoastere mondiala. Insasi "Cartea Scotiana” este
una din cele mai cunoscute si de pret relicve ale stiintei mondiale.
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' PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 1 n
]

Cea mai mica si cea mai mare valori ale functiei
Daca pentru toate valorile lui x € M este satisfacuta inegalitatea
f(x,) < f(x), unde x, € M, atunci numarul f(x) se numeste cea
mai mica valoare a functiel f pe multimea M gi se noteaza:
min f (x) = f (x,).
Daca pentru toti x € M se satisface inegalitatea f(x,) > f(x),

unde x, € M, atunci numarul f(x) se numeste cea mai mare va-

loare a functiei f pe multimea M s1 se noteaza: mﬂz}xf(x) =1 (x,).

Functii pare si impare
Functia f se numeste para, daca pentru orice x din domeniul de
definitie f(—x) = f (x).
Functia f se numeste impara, daca pentru orice x din domeniul
de definitie f(—x) =—f (x).
Axa ordonatelor este axa de simetrie a graficului functiei pare.
Originea de coordonate este centrul de simetrie al graficului func-
tiel impare.

Radacina de ordinul n

Radacina de ordinul n din numarul ¢, unde n€N, n > 1, se nu-
meste un astfel de numar, care ridicat la puterea n este egal cu
a.

Se numeste radacind aritmeticd de ordinul n dintr-un numéir ne-
negativ @, unde n €N, n > 1, un astfel de numar nenegativ pute-
rea n a caruia este egala cu a.

Pentru oricare a si ke N sunt adevirate egalitatile: (**Va )2“1 =a,
R 2(*/¢1E=|a|.

Pentru oricare a > 0 si k € N este adevarata egalitatea (2{'/5 )2k= a.
Daca a>0, >0, neN, n > 1, atunci &L/a_b:%-{‘/g.

ta

e

Daca a>0, neN, kEeN, n> 1, atunci (Q‘/E)k =§’/_k, "Wz%.
Daca a>0, neN, keN, n>1, k> 1, atunci ’J%:”(“/E.

Daci a >0, b>0, neN, n> 1, atunci n%=
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Putere cu exponent rational

- . .. m
Putere a numarului pozitiv a cu exponentul —, unde meZ,
n

m
neN, n > 1, se numeste numarul Ya™, adicd a” =%a™;
m

0" =0, unde meN, neN.

Functia, care poate fi definita cu formula y=x", r € Q, se numes-
te functie putere cu exponent rational.

Pentru orice a >0 si orice numere rationale p si ¢ sunt adevarate

egalitatile: a”-a?=a*"?, a?=—, & : a’=ad""", (@)"=d".

Pentru orice a > 0 g1 b > 0 precum si orice numar rational p sunt

a p

p
juste egalitatile: (ab)” = a”b”, (;) a

= b_p'
Ecuatii irationale
Ecuatiile, care contin variabila sub semnul radicalului, se numesc
irationale.
Daca ridicam ambele parti ale ecuatiei la o putere impara, atunci
obtinem o ecuatie, echivalenta celei date.

Daca ridicam ambele parti ale ecuatiei la o putere para ecuatia
obtinuta este consecinta celei date.



FUNCTII §2
TRIGONOMETRICE

Studiind materialul acestui paragraf, voi o sa extindeti cunostintele
voastre despre functiile trigonometrice si proprietatile lor; o sa aflati,
ce este masura in radiani a unghiurilor, ce functii se numesc periodice.

O sa faceti cunostinta cu formulele, care leaga diferite functii trigono-
metrice, o sa va invatati sa le aplicati pentru executarea calculelor,
simplificarea expresiilor, demonstrarea identitatilor.

O sa aflati care ecuatii se numesc cele mai simple ecuatii trigono-
metrice; o sa faceti cunostinta cu formulele solutiilor celor mai simple
ecuatii trigonometrice.

8. Masura in radiani a unghiurilor

Pana acum pentru masurarea unghiurilor voi ati folosit gradele
sau parti de grade — minutele si secundele.

In multe cazuri este comod de folosit altd unitate de masurare a
unghiurilor. Ea se numeste radian.

Definitie. Unghi de un radian se numegste unghiul de la
centru al circumferintei, ce se sprijina pe arcul, lungimea ca-
ruia este egala cu raza circumferintei.

in figura 8.1 este prezentat unghiul de la centru AOB, ce se spri-
jina pe arcul AB, lungimea caruia este egalad cu raza circumferintei.
Marimea unghiului AOB este egald cu un radian. Se scrie:
ZAOB =1 rad. De asemenea se spune, cd masura in radiani a arcului
AB este egala cu un radian. Se scrie UAB =1 rad.

Masura in radiani a unghiului (arcului) nu depinde de raza circ-
umferintei. Aceasta afirmatie este ilustratd in figura 8.2.

g (X

Fig. 8.1 Fig. 8.2

o
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in figura 8.3 este reprezentata circum-

M ferinta cu raza R s1 arcul MN, lungimea
‘@ . caruia este egala cu %R. Atunci masura
2 in radiani a unghiului MON (arcului MN)

< este egala cu g rad. In general, daca un-

ghiul la centru al circumferintei cu raza R
se sprijina pe arcul, lungimea caruia este
egala cu o, atunci se spune, cid masura
in radiani a unghiului de la centru este egala cu o rad.

Lungimea jumatatii de circumferinta este egald cu mR. Deci ma-
sura in radiani a unei jumatati de circumferinta este egala cu w rad.
Masura in grade a unei jumatati de circumferinta este egala cu 180°.
Cele spuse permit de stabilit legatura intre méasurile in radiani si
grade, si anume:

| oo

Fig. 8.3

7 pas = 180°. (€]
De aica1
1rad = (@j
Y

impértind 180 la 3,14 (vA amintim, ca © ~ 3,14), se poate deter-
mina: 1 rad =~ 57°.

Daca impartim ambele parti ale egalitatii (1) la 180, atunci obti-
nem:

1°=——rad 2

Din aceasta egalitate este usor de stabilit, ca, de exemplu,

15°=15-— rad = = rad, 90°=90.-——rad = = rad,
180 12 180 2

3
135°=135-—rad = rad.
180 4
Scriind masura unghiului in radiani, de regula, insemnarea “rad”
. . 3
se omite. De exemplu, se scrie: 135° = °n

In tabel sunt prezentate masurile unghiurilor in grade si radiani,
care se Intalnesc cel mai frecvent:

Masura unghiului

in grade 0° | 30° | 45° | 60° | 90° |120°| 135° | 150° | 180°

2n 3n 5

- i - T

Masura unghiului

T T T T
in radiani 6 4 3 2
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Utilizand masura in radiani a unghiului, se poate obtine o forma
comoda de calculare a lungimii arcului circumferintei.

Deoarece unghiul la centru de 1 rad se sprijina pe arcul, lungimea
caruia este egald cu raza R, atunci unghiul de o rad, se sprijind pe
arcul, lungimea caruia este egald cu aR. Daca lungimea arcului, ce
contine o rad de-o insemnat prin /, atunci se poate scrie:

l=0oR

Pe planul de coordonate cercetdm circumferinta cu raza unitara
si centrul in originea de coordonate. Astfel de circumferintd se nu-
meste unitara.

Fie ca punctul P, incepand miscarea de la punctul P, (1; 0), se
deplaseaza pe circumferinta unitate impotriva migcarii acului de
ceasornic. Intr-un anumit moment el va ocupa locul, pentru care

ZPOP = %ﬁ =120° (fig. 8.4). Vom spune, ca punctul P este obtinut
in rezultatul rotatiei punctului P in jurul originii de coordo-

nate cu unghiul 2—; (cu unghiul 120°).

Fig. 8.4 Fig. 8.5

Fie acum, cd punctul P s-a deplasat pe circumferinta unitate in
directia migcarii acului ceasornicului si a ocupat pozitia, pentru care

2n o
ZPOF, :E =120 (fig. 8.5). Vom spune, ca punctul P este obtinut

in rezultatul rotatiei punctului P/ in jurul originii de coordonate cu

. 2 .
unghiul _?n (cu unghiul -120°).
In genere, cand se cerceteazd miscarea punctului pe circumferinta

contra acelor ceasornicului (fig. 8.4), atunci unghiul se considera po-
zitlv, 1ar cand dupa acele ceasornicului (fig. 8.5) — atunci negativ.
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Sa cercetam inca cateva exemple. Sa ne adresam la figura 8.6. Se
poate spune, ca punctul A este obtinut in rezultatul rotatiei punctului
P, in jurul originii de coordonate cu unghiul

yha g (cu un unghi de 90°) sau cu un unghi —377[
(cu un unghi de —270°). Punctul B este obti-
B R, nut in rezultatul rotatiei punctului P cu un
0 1 x unghi de m (cu unghiul de 180°) sau cu un
unghi de —m (cu unghiul de —180°). Punctul
C este obtinut in rezultatul rotatiei punctului
C . 3n . o
P/ cu un unghi de > (cu unghiul de 270°)
Fig. 8.6

sau cu un unghi de —g (cu unghiul de —90°).

Daca punctul P, migscandu-se pe circumferinta unitate, va executa
o rotatie intreaga, se poate spune, cad unghiul de rotatie este egal cu
271 (adica 360°) sau —27m (adica —360°).

Daca punctul P, va executa o rotatie si jumatate contra acelor
ceasornicului, atunci este natural de considerat, ca unghiul de rotatie
este egal cu 37m (adica 540°), daca dupa acele ceasornicului— atunci
—37n (adica —540°).

Marimea unghiului de rotatie atdt in radiani, cat si in grade se
poate exprima prin orice numar real.

Unghiul de rotatie determind univoc pozitia punctului P pe circ-
umferinta unitate. Insa oricarei pozitii a

punctului P pe circumferinta 1i corespunde yh
o infinitate de unghiuri de rotatie. De
exemplu, punctului P (fig. 8.7) 1i corespund P
asa unghiuri de rotatie: E, kid + 2m, kil +4m,
4 4 4 Fo

£+6n s.a.m.d., si totodata E—Zn, §—4n, 0 1 x

%— 61 s.a.m.d. Mentionam, ca toate aces-

te unghiuri se pot obtine cu ajutorul for-

mulei o =" +2nk, keZ. Fig. 8.7

'|) |

1. Ce se numeste unghi de un radian?

2. Care este masura in radiani a unghiului egal cu 1°?

3. Cu ce este egala lungimea arcului circumferintei cu raza R, care contine
o rad?
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|
i!‘?/ EXERCITII I
8.1.° Aflati masura in radiani a unghiului, care este egal cu
1) 25°; 2) 40°; 3) 100°; 4) 160°; 5) 210°; 6) 300°.
8.2.° Aflati masura unghiului in grade, a carui masura in radiani
este egala cu:

b 2n b

1) —; 2) —; 3) —; 4) 1,2m; 5) 3m; 6) 2,5m.

) 0 ) 5 ) 5 ) ) )
8.3.° Completati tabelul:
Masura unghiului o o o o o
n grade 12°| 36 105° | 225 240
Masura unghiului | T 4n | 3n
in radiani 18 9 5 4m (1,8m

8.4.° Cu ce este egald lungimea arcului circumferintei, raza careia
este egala cu 12 c¢m, dacid masura in radiani a arcului alcatuieste:
1) g; 2) 2; 3) %“; 4) 2n?
8.5.° Calculati lungimea arcului circumferintei, daca este cunoscuta
masura lui in radiani o g1 raza circumferintei R.
3
1) o=3, R=5cm; 2 a:f, R=6cm; 3)a=04n, R=2 cm.
8.6.° Notati pe circumferinta unitate un punct, pe care il obtinem in
rezultatul rotatiei punctului P, (1; 0) cu un unghi de:
1) g; 2) 150°; 3) 5?7:; 4) —45°; 5) —120°; 6) —450°.
8.7.° Notati pe circumferinta unitate un punct, pe care il obtinem in
rezultatul rotatiei punctului P (1; O)cu un unghi de:

2 5
1) —60°% 2 %; 3) 320°  4) 420°  5) ?“; 6) —F“.
8.8.° In ce cadran al planului de coordonate se afli punctul circum-
ferintei unitate, care este obtinut in rezultatul rotatiei punctului

P, (1; 0) cu un unghi de:

1) 127°% 4) 400°; 7) —470°; 10) 2,4m;

2) 89°; 5) 600°; 8) g; 11) 3;
n

3) 276°; 6) —400°; 9 - 12) —2?

8.9.° In ce cadran al planului de coordonate se afld punctul circum-
ferintei unitate, care este obtinut in rezultatul rotatiei punctului
P, (1; 0) cu un unghi de:
1) 94°; 2) 176°; 3) 200°; 4) —100°;
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3 n
5) —380°; 7 —; 9) —; 11) 1;
) ) . ) 3 )
6) 700°; 8) —%”; 10) —%; 12) 32

8.10.° Gasiti coordonatele punctului de pe circumferinta unitate, obti-
nut in rezultatul rotatiei punctului P (1; 0) cu un unghi de:

1) g; 2) m 3) —90°; 4) —180°; 5) _%; 6) —2m.

8.11.° Ce coordonate are punctul circumferintei unitate, obtinut in
rezultatul rotatiel punctului P (1; 0) cu un unghi de:

1) 3?”; 9) 3m: 3) —g; 4) 180°7

8.12." Indicati unghiurile cel mai mic pozitiv si cel mai mare negativ,
cu care trebuie de rotit punctul P, (1; 0), pentru a obtine punctul
cu coordonatele:

1) (0; 1); 2) (-1; 0).

8.13." Indicati unghiurile cel mai mic pozitiv si cel mai mare negativ,
cu care trebuie de rotit punctul P, (1; 0), pentru a obtine punctul
cu coordonatele:

D (0; -1); 2) (1; 0).

8.14." Aflati toate unghiurile, cu care trbuie de rotit punctul
P, (1; 0), pentru a obtine punctul:

3 1}

D P, (0; 1 2) P, (1; 0): 5 P (? ),
8.15.” Aflati toate unghiurile, cu care este necesar de rotit punctul

P (1; 0), pentru a obtine punctul:

1) 143, IRERE]
1) PI(O, _1)> 2) })2(2’ 2)’ 3) B&( 9 ’ *

8.16." Gasiti coordonatele punctelor de pe circumferinta unitate, ob-
tinute in rezultatul rotatiei punctului P (1; 0) cu unghiurile de:

1) %+2nk, kel 3) g+nk, kel

2) —§+4nk, kel 4) nk, ke,

8.17." Gasiti coordonatele punctelor de pe circumferinta unitate, ob-
tinute in rezultatul rotatiei punctului P (1; 0) cu unghiurile de:

1) %’Hznk, keZ; 2) —§+nk, kel



9. Funcitiji trigonometrice de argument numeric 55

O—w 8.18." Demonstrati, ca aria sectorului, care contine arcul de o
2

rad, se poate calcula dupa formula S = , unde R —raza circum-

ferintei.

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

8.19. Rezolvati ecuatia:
-6 x| gy 3x71 4 _10-02

1) = ; =— .
x—-3 x—-3 x x—-2 x°-2x

8.20. Intr-un oras oarecare locuiesc 88 200 de locuitori. Cati locuitori
au fost in acest oras doi ani in urma, daca cresterea anuala a po-
pulatiei alcatuieste 5%?

9. Functii trigonometrice de argument numeric

In clasa a 9-a, introducand definitia functiilor trigonometrice ale
unghiurilor de la 0° pana la 180° noi ne foloseam de semicircumfe-
rinta unitate. S& generalizam aceste definitii pentru un unghi de
rotatie o arbitrar.

Sa cercetam circumferinta unitate (fig. 9.1).

Definitie. Cosinusul si sinusul unghiului de rotatie o se
numeste corespunzator abscisa x si ordonata y a punctului P
(x; y ) a circumferintei unitate, care a fost obtinut in rezulta-
tul rotatiei punctului P, (1; 0) in jurul originii de coordonate
cu unghiul o (fig. 9.1).

Se noteaza: cos a=x, sin o =y.

Punctele P, A, B si C (fig. 9.2) au corespunzator coordonatele (1; 0),
(0; 1), (=1; 0), (0; —1). Aceste puncte au fost obtinute in rezultatul

yﬂl yﬂA
o
cos o /1 B B B
“10 1 x 0 1 x
P sin a
C

Fig. 9.1 Fig. 9.2
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.. . . .. 3
rotatiei punctului P, (1; 0) corespunzator cu unghiurile 0, g, T, En

Deci, folosindu-ne de definitia datd, putem alcitui un astfel de tabel':

5% 0 T n 3n

2 2
sin x 0 1 0 -1
Ccos X 1 0 -1 0

Problema 1. Gasiti toate unghiurile de rotatie o, pentru care:
1) sina=0; 2) cos a.=0.

Rezolvare. 1) Ordonata, care este egala cu zero, o poseda numai
doua puncte ale circumferintei unitate: P si B (fig. 9.2). Aceste punc-
te sunt obtinute in rezultatul rotatiei punctului P cu astfel de un-
ghiuri:

0, m, 2w, 3m, 4m, ... s1 -7, —27,—3m, —47, ... .

Toate aceste unghiuri se pot scrie cu ajutorul formulei o =k, unde
k€ Z. Deci, sin a=0 pentru o=mnk, unde k€ Z.

2) Abscisa, care este egala cu zero, o posedd numai doua puncte
ale circumferintei unitate: A si C (fig. 9.2). Aceste puncte sunt obti-
nute in rezultatul rotatiei punctului P. cu astfel de unghiuri:

0

T Y T T . T T I T
I Z+m, Z+2m, —+3n, —+4n, ... §1 ——7, ——2n, ——37, ——4m,
2 2 2 2 2 2 2 2 2

. . . . . T
Toate aceste unghiuri se pot scrie cu ajutorul formulei o = E+ Tk,

unde k€ Z. Deci, cos oo=0 pentru o = g + 7k, unde ke Z. 4

Definitie. Tangenta unghiului de rotatie o se numeste
raportul sinusului acestui unghi la cosinusul lui:

sin o
tga =
COS O
'l [ a
i 0 3 mes 2 2
De exemplu, tgn=smn=—=0, tg—n=—4=_; X2 =1,
cosm 1 4 cos?ﬂ 2 2

'in forzatul 3 este prezentat tabelul valorilor functiilor trigonometrice a
unor unghiuri.
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Din definitia tangentei reiese, ca tangenta este definitd pentru
acele unghiuri de rotatie o, pentru care cosa#0, adicd pentru

ocigﬂrk, ke.

Voi stiti, ca fiecarui unghi de rotatie o 11 corespunde un singur
punct al circumferintei unitate. Deci, fiecarei valori a unghiului o 11
corespunde un singur numar, care este valoarea sinusului (cosinusu-

lui, tangentel pentru o # g+nk, k€ Z) a unghiului a. Din aceasta

cauza dependenta valorii sinusului (cosinusului, tangentei) de mari-
mea unghiului de rotatie este functionala.

Functiile f(o) =sina, g (o) =cosa si h (o) =tg o, care corespund
acestor dependente functionale, sunt numite functii trigonometrice
ale unghiului de rotatie o.

Fiecarui numar real o 11 punem in corespondenta unghiul o rad.
Aceasta ofera posibilitatea cercetarii functiilor trigonometrice de ar-
gument numeric.

De exemplu, scrierea "sin 2” determina “sinusul unghiului de 2 ra-
diani”.

Din definitiile sinusului si cosinusului reiese, cd domeniul de de-
finitie al functiilor y =sin x si y = cos x este multimea R.

Deoarece abscisele si ordonatele punctelor circumferintei unitate
obtin valori de la —1 pana la 1 inclusiv, rezulta ca domeniul de valori
al functiilor y = sin x si y = cos x este intervalul [-1; 1].

Unghiurilor de rotatie o s1 oo + 2mn, unde n € Z, le corespunde unul
s acelasi punct al circumferintei unitate. De aceea

sin o = sin (o + 2nn), n€Z
cosa=cos (o+2nn), neZ

Domeniul de definitie al functiei y=tgx este alcatuit din toate
numerele reale, in afara de numerele de tipul §+ nk, k€ Z. Domeniul

de valori ale functiei y =tg x este multimea R.
Se poate demonstra ca este adevarata formula:

tg a=tg(a+nn), ne?Z

Problema 2. Gasiti cea mia mare g1 cea mail mica valori ale
expresiel 1—4cosa.

Rezolvare. Deoarece —1<cosa <1, atunci -4 < —-4cosa < 4,
-3 <1-4cosa <5. Deci, cea mal mica valoare a expresiel date este
egala cu —3; expresia o obtine pentru coso =1. Cea mail mare valoare
a expresiel date este egala cu 5; expresia o obtine pentru coso =-1. <«
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1. Ce se numeste cosinusul unghiului de rotatie? sinusul unghiului de rota-
tie? tangenta unghiului de rotatie?

. Care este domeniul de definitie al functiei y =sin x? y =cos x?

. Care este domeniul de valori al functiei y =sin x? y=cos x?

. Cu ce este egal sin (a0 + 2nn), unde n € Z? cos (o + 2nn), unde n € Z?

. Care este domeniul de definitie al functiei y =tg x?

. Care este domeniul de valori al functiei y =tg x?

. Cu ce este egala tg (o + tn), unde n € Z?

‘s

No ok~ wON

i—!‘?‘/ EXERCITIl I—

9.1.° Calculati valoarea expresiei:

1) 2 cos 0°+ 3 sin 90°; 3) sin0°+tg m—sin 3?“;

2) sin® 60° + cos” 30°; 4) 2sin® §+ cos® %
9.2.° Cu ce este egald valoarea expresiei:

1) cos 60° + sin 30°; 3) Singcosgtgg;

2) 7 tg” 45° — 3 sin 45°; 4) cos 3?“ —sin 3?“?

9.3.° Este oare posibila egalitatea:

9
1) cos0c=£; 2) sino==?
3 8

< < .. . 5
9.4.° Poate oare sa fie egala valoarea expresiei cu numarul ?:

1) sin o 2) cos o 3) tg a?
9.5." Indicati cea mai mare si cea mai micd valori ale expresiei:
1) 3 sin a; 2) 4+2coso; 3) 2—sino; 4) sin® a.
9.6." Indicati cea mai mare si cea mai mica valori ale expresiei:
1) —5 cos o 2) 3coso—2; 3) 5+ sin®a.
9.7." Indicati trei valori oarecare ale lui x, pentru care este justd
egalitatea:
1) sinx=1; 2) sinx=-1.
9.8." Indicati trei valori arbitrare ale lui x, pentru care se executa
egalitatea:
1) cosx=1; 2) cos x =—1.
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O—w 9.9.” Gasiti toate valorile x, pentru care se indeplineste egali-
tatea:

1) sinx=1; 2) sinx=-1.

O—w 9.10.” Gasiti toate valorile x, pentru v 1
care se indeplineste egalitatea:
1) cosx=1;

2) cos x=—1.

. . A4 O P
O—w 9.11." Folosind figura 9.3, demon- 1 10;
strati, cd coso = sin((x+g). Bi P,
O—w 9.12.” Demonstrati, ca Py

sino = —cos(oc+£).
2 Fig. 9.3

17
E: NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NO|

9.13. Comparati cu zero coordonatele punctului A (x; y), daca acest
punct se afla:
1) in cadranul I al planului de coordonate;
2) in cadranul IT al planului de coordonate;
3) in cadranul IIT al planului de coordonate;
4) in cadranul IV al planului de coordonate;

9.14. Functia data este para sau impara:

D fx) =Y, 2) f(x) = 2x" + 4x° — 342

10. Semnele valorilor functiilor trigonometrice.
Paritatea si imparitatea functiilor trigonometrice

Fie ca punctul P este obtinut in rezultatul rotatiei punctului
P, (1; 0) in jurul originii de coordonate cu un unghi o. Daca punctul
P apartine cadranului I, atunci se spune, ca o este unghi din ca-
dranul I. Analogic se poate spune despre unghiurile cadranelor II,
IIT g1 TV.

De exemplu, g s1 —300° — unghiuri ale cadranului I, 2?“ s1-185° —
unghiurile cadranului II, % s1 —96° — unghiurile cadranului III, 355°

si —g _ unghiurile cadranului IV.
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Unghiurile de tipul %, k €Z, nu apartin nici unui cadran.

Punctele, amplasate in cadranul I, au abscisa si ordonata pozitive.

Deci, daca o este unghi din cadranul I, atunci sin o > 0, cos o0 > 0.

Daca o este unghi din cadranul II, atunci sina > 0, cos a < 0.

Daca o este unghi din cadranul III, atunci sin o < 0, cos a0 < 0.

Daca o este unghi din cadranul IV, atunci sin o < 0, cos o0 > 0.

Semnele valorilor sinusului si cosinusului schematic sunt prezen-
tate in figura 10.1.

sin o Y% cosa

Fig. 10.1 Fig. 10.2

sin o
Deoarece tgo =
COos

le T g1 III sunt pozitive, iar a unghiurilor din cadranele IT si IV —
negative (fig. 10.2).

Fie punctele P, s1 P, sunt obtinute prin rotatia punctului P (1; 0)
cu unghiurile o g1 —o corespunzator (fig. 10.3).

, atunci tangentele unghiurilor din cadrane-

Fig. 10.3

Pentru orice unghi o punctele P, si P, au abscise egale si ordona-
te opuse. Atunci din definitia sinusului si cosinusuluil reiese, ca pen-
tru orice numar real o

cos (—a) = cos a
sin (-o) =—sin a
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Aceasta inseamna, ca functia cosinus este pard, iar functia
sinus - impard.
Domeniul de definitie al functiei y =tg x este simetric fata de ori-
ginea de coordonate (controlati aceasta independent). Totodata:
tg (~01) = sin (—a) _ —-sina - _tga
cos (—ot) cos o
Deci, functia tangenta este imparad.

Problema 1. Ce semn are: 1) sin 280% 2) tg (—140°)?

Rezolvare
1) Deoarece 280° este unghi al cadranului IV, atunci sin 280° < 0.

2) Deoarece —140° este unghi al cadranului III, atunci tg (-140°) > 0. <«
Problema 2. Comparati sin 200° si sin (—200°).

Rezolvare. Deoarece 200° — unghi al cadranului III, —200° —
unghi al cadranului II, atunci sin 200° < 0, sin (-200°) > 0.
Deci, sin 200° < sin (-200°). <«

1+cosx
—
x

Problema 3. Studiati la paritate functia: 1) f(x)=

2) f(x) =1+sinx.

Rezolvare

1) Domeniul de definitie al acestei functii, D (f) = (—o0; 0) U (0; +0),
este simetric fata de originea de coordonate. Avem:

£(—x) = 1+cos(2—x) _ 1+c<2)sx - £ ().

(=x) x

Deci, functia data este para.

2) Domeniul de definitie al acestei functii, D (f) = (—o0;+0), este
simetric fata de originea de coordonate. Notam:

f(=x)=1+sin (—x) =1—sin x.

Deoarece nici una din egalitatile f(—x) =f (x) s1 f (—x) =—f (x) nu se
indeplineste pentru toti x din domeniul de definitie, rezulta ca functia
data nu este nici para, nici impara. <

p -

1. Cand se spune, ca unghiul o este unghi al cadranului 1? al cadranului 11?
al cadranului IlI? al cadranului IV?

2. Ce semne au sinus, cosinus, si tangenta in fiecare din cadranele planu-
lui de coordonate?

3. Care din funciiile trigonometrice sunt pare, si care —impare: scrieti ega-
litatile corespunzatoare.
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i!'?'/ EXERCITII I
10.1.° Unghi al carui cadran este unghiul:

3 7 2
D38 91965 PTG H 5 B 5 6) -E”?
10.2.° Valoarea functiei trigonometrice este numar pozitiv sau negativ:

1) sin 110°; 2) cos 200°; 3) sin (—280°); 4) tg (—=75°); 5) cos 2; 6) tg 1?
10.3.° Comparati cu zero:

1) tg 104°; 3) sin (—36°); 5) tg (—291°);

2) cos 220°; 4) cos (-78°); 6) sin 3775
10.4.° Aflati valoarea expresiei:

1) sin (-30°); 2) tg (-60°); 3) cos (—45°).
10.5.° Cu ce este egala valoarea expresiei cos (—60°) + tg (—45°)?
10.6.° Aflati valoarea expresiei sin (—30°)—2 tg (—45°) + cos (—45°).
10.7.° Gasiti valoarea expresiei sin® (—60°) + cos” (—=30°).
10.8." Carui cadran al planului de coordonate apartine unghiul o,

daca:

1) sina >0 si cosa < 0 2) sina <0 s1 tgo > 07

. . )
10.9." Este cunoscut, ca 5 <o <n. Comparati cu zero valoarea expre-
siei:

. 2
1) sin o tg o; g) S o

cos o ’
. . . 3n . ..
10.10." Se stie, ca n<P< o Comparati cu zero valoarea expresiei:

sin B

cos® B ’

1) sin 3 cos fB; 2)

10.11." Comparati:
1) tg 130° s1 tg (—130°);  2) cos 80° si sin 330° 3) tg 6 si tg 6°.
10.12.” Se stie, cd o —unghi al cadranului III. Simplificati expresia:
1) sino—| sina |; 2) | cosa | —cosay 3) | tga | —tgo.
10.13.” Se stie, ca Bp—unghi al cadranului IV. Simplificati expresia:
1) | sinPB | +sinP; 2) cosP—1| cosB |; 3) | tgP | +tgP.
10.14.” Cercetati la paritate functia:
D f(x)= 2% 2) f(x)=x"+cosx; 3) [(x)=

x 1-cosx

x sin x
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10.15.” Cercetati la paritate functia:

COos X

1) f(x)=tgx+sinx; 2) f(x)=

3) f(x)=

2 s
X - X

tgzx
3 _1’

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

10.16. Rezolvati ecuatia:

1) Vx?-18 =+2x-3; 2) V10-3x + 8 = 5x.

11. Proprietatile si graficele
functiilor trigonometrice

Voi cunoasteti, ca pentru orice numar x se executa egalitatile
sin (x — 2m) = sin x = sin (x + 2m);
cos (x — 2m) = cos x = cos (x + 2m).

Aceasta Inseamnd ca valorile functiilor sinus g1 cosinus se repeta
periodic la schimbarea argumentului cu 2n. Functiile y=sinx
i y =cos x sunt exemple de functii periodice.

Definitie. Functia f se numeste periodica, daca exista un
astfel de numar T =0, ca pentru orice x din domeniul de defi-
nitie al functiei f se executa egalitatea

fx-T)=fx)=f(x+T).

Numaérul T se numeste perioada functiei f.

Voi stiti, ca pentru orice x din domeniul de definitie al functiei

y =tg x se indeplinesc egalitatile
tg (x —m) =tg x =tg (x + m).

Atunci din definitia functiei periodice reiese, ca tangenta este func-
tie periodica cu perioada m.

Se poate arata, ca daca functia f are perioada T, atunci oricare
din numerele 27T, 3T, ..., si de asemenea oricare din numerele —T, —2T,
-37T, ... de asemenea este perioada ei.

Din aceasta proprietate reiese, ca fiecare functie periodica poseda
o multime de perioade.

De exemplu, orice numar de forma 27nn, n € Z, n# 0 este perioada
a functiilor y =sin x §1 y = cos x; 1ar orice numar de forma nn, n € Z,
n# 0 este perioada a functiei y=tg x.

Daca printre toate perioadele functiei f existd cea mai mica peri-
oada pozitiva, atunci ea este numita perioada principala a functi-

el f.
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Teorema 11.1. Perioada principald a functiilor y=sin x si
y = cos x este numdrul 2m; perioada principald al functiei y =tg
x este numarul =.

.. .. . 1
Problema 1. Gasiti valoarea expresiei: 1) sin 660°; 2) sin(—%j;

3) tg 135°.
Rezolvare
1) sin660° = sin (720°-60°) = sin (-60°+360-2) =
V3

=sin (-60°) = —sin 60° = — 5

2) sin (_13_75) =—sin 13n _ —sin (471 + E) =-sin (2 21+ E) =
3 3 3 3

=—sin—=———-.
2

3) tg 135° = tg (—45° + 180°) = tg (-45°) = —1. <

In figura 11.1 este prezentat graficul unei oarecare functiei perio-
dice f cu perioada T, D(f)=R.

Fig. 11.1

Fragmentele graficului acestei functii pe intervalele [0; T, [T; 271,
[2T; 3T, s. a. m. d. , precum si pe intervalele [-T; 0], [-2T; -T7, [-3T;
—2T1, s. a. m. d. sunt figuri egale, totodata oricare din aceste figuri
se poate obtine din oricare alta prin translatie cu vectorul cu coordo-
natele (nT; 0), unde n — un numaér intreg oarecare.

Problema 2. In figura 11.2 este prezentat un fragment al gra-

ficului unei functii periodice, perioada careia este egald cu 7. Con-
.. . .. . 3T 5T
struiti graficul acestei functii pe intervalul {—?,?}

Rezolvare. Construim imaginile figurii reprezentate, obtinute in
rezultatul translatiei cu vectorul cu coordonatele (77, 0), (2T; 0)
si (=T 0). Reuniunea figurii date si a imaginilor obtinute este grafi-
cul cautat (fig. 9.13). «
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vi ya
_T T _38T _|T T ar ar
4 O P X 2 2 2
- =T 0 M aT ;
Fig. 11.2 Fig. 11.3

% Sa cercetam functia y = sin x pe intervalul [0; 27], adicd pe inter-
valul cu lungimea de o perioada al acestei functii.
In timpul rotatiei punctului P (1; 0) in jurul originii coordonatelor

cu unghiurile de la 0 pana la g unghiului mai mare de rotatie 1i

corespunde punctul circumferintei unitate cu ordonata mai mare
(fig. 11.4). Aceasta inseamna, ca functia m

y =sin x creste pe intervalul [0;%}. 1
In timpul rotatiei punctului P (1; 0) cu ﬂ

unghiurile de la 5 pana la 5 unghiului 1 Ol
mai mare de rotatie 11 corespunde punctul /
de pe circumferinta unitate cu ordonata mai 1

mica (fig. 11.4). Deci, functia y=sinx des-

z

e
)Y

NI

. 3 .
creste pe intervalul [g’?n} Fig. 11.4

In timpul rotatiei punctului P, (1; 0) cu unghiurile de la % pana

la 27 unghiului de rotatie mai mare ii corespunde punctul de pe cir-
cumferinta unitate cu ordonata mai mare (fig. 11.4). Deci, functia

. . 3
y =sin x creste pe intervalul |:§;2’J‘C:|.

Functia y = sin x pe intervalul [0; 2] are trei zerouri: x=0, x =T,
X = 2.

Daca x e (0; m), atunci sin x > 0; daca x € (7; 2m), atunci sin x < 0.

Functia y = sin x pe intervalul [0; 2m] obtine cea mai mare valoa-

. T ..
re, care este egala cu 1, pentru x = 5 sl cea mal mica valoare, care

< 3
este egala cu -1, pentru x = ?n
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Functia y=sinx pe intervalul [0; 27n] obtine toate valorile din
intervalul [-1; 1].

Proprietatile obtinute ale functiei y = sin x ofera posibilitatea de a
construi graficul ei pe intervalul [0; 2n] (fig. 11.5). Graficul se poate
construi mai exact, dacad ne-am folosi de datele tabelului valorilor
functiilor trigonometrice pentru unele argumente, prezentat in forza-
tul 3.

yA
1_- 77777 |
! 3n
| 2 .
° % n\'_/zn ;
_1__ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘

Fig. 11.5

Pe tot domeniul de definitie graficul functiei y = sin x se poate ob-
tine din graficul construit cu ajutorul translatiilor cu vectorii ce au
coordonatele (27n; 0), n€Z (fig. 11.6).

Fig. 1.6

Graficul functiei y =sin x se numeste sinusoida.

& S& cercetam functia y=cosx. Dacd ne folosim de formula
cosx = sin(x + g) (vez1 exercitiul 9.11), atunci devine clar, ca gra-
ficul functiei y =cos x se poate obtine in rezultatul translatiei a
graficului y=sinx cu vectorul ce are coordonatele (—g;O)

(fig. 11.7). Aceasta inseamna ca graficele functiilor y=sinx
s1 y =cos x sunt figuri egale.
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7 \ y=sin x
1 y=cos x
«—_ 51
W 2/ PN\ 2O\ #
Al % <D 2 N\ DX O
Fig. 11.7

Graficul functiei y = cos x se numeste cosinusoida (fig. 11.8).

% Sa cercetam functia y = tg x pe intervalul (—g;gj, adica pe inter-
valul cu lungimea perioadei acestei functii (v& amintim ca functia
y =tg x in punctele —g si g nu este determinata).
Se poate arata, ca in timpul variatiel unghiului de rotatie de la

T .. T . < A < o
_E pana la E valoarea tangentel se mareste. Aceasta Inseamna, ca

functia y =tg x creste pe intervalul (—g,g)

T
Functia y =tg x pe intervalul (—g,gj are | |
un zero: x = 0. ! i
Dacd xe (—E; 0), atunci tgx<0; daca | |
2 _mi 0 'z x
T . 2 V2
xe(O; E), atunci tgx > 0. ' '
Proprietatile obtinute ale functiei y=tgx | |
ofera posibilitatea construirii graficului ei pe | |
. nom
intervalul (—E,Ej (fig. 11.9). Graficul se poa- Fig. 11.9
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te construi mai exact, daca folosim datele din tabelul valorilor func-
tiilor trigonometrice pentru unele argumente, prezentat in forzatul 3.

Pe tot domeniul de definitie graficul functiei y=tg x se poate ob-
tine din graficul construit cu ajutorul translatiei cu vectorul ce are
coordonatele (mn; 0), n € Z (fig. 11.10).

yh

w
a

o
[\
B
|
=

a

Fig. 11.10

In tabel (vezi pag. 69) sunt prezentate proprietatile principale ale
functiilor trigonometrice.

Problema 3. Comparati: 1) sin 0,7t si sin 0,71m; 2) cos 324°
s1 cos 340°.

Rezolvare. 1) Deoarece numerele 0,7m si 0,71m apartin interva-
. 3 . . .
lului [g,?n} pe care functia y=sinx descreste, si 0,71 < 0,71m,

atunci sin 0,71 > sin 0,71m.

2) Deoarece unghiurile 324° g1 340° apartin intervalului [180°; 360°],
pe care functia y=cosx creste, si 324° < 340° atunci cos 324° <
< cos 340°. «

'r) |
[ ]
1. Care functie se numeste periodica?
2. Care numar se numeste perioada principala a functiei?
3. Reprezentati schematic graficul si formulati principalele proprietati ale
functiei y = sin x.
4. Reprezentati schematic graficul si formulati principalele proprietati ale
functiei y =cos x.
5. Reprezentati schematic graficul si formulati principalele proprietati ale
functiei y =tg x.
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il—!‘?'/ EXERCITIl I

11.1.° Gasiti valoarea expresiei:
1) sin 390°; 3) sin (-390°); 5) cos 300°;

2) tg 780°; 4) tg (-210°); 6) sin %ﬂ
11.2.° Gasiti valoarea expresiei:
1) sin 420°; 2) tg (-315°); 3) sin 1110°; 4) cos 7—;

11.3.° Apartine oare graficului functiei y = cos x punctul:

1 A[—g; -1); 2) 3(9—“; %j 3) C (cdm: —1)?

11.4.° Trece oare graficul funcgei y =tg x prin punctul:
y a(-%1) 2 B(-%-B) 9o
11.5.° Trece oare graficul functiei y =sin x prin punctul:
b4 23n 1
1) A[—E; —1); 2) B (m; -1); 3) C(T; _Ej?
11.6.° Printre punctele —2m, _3_11, —T, —E, 0, E, ﬁ, am, %, 6,
2 2 2 2 2

7n indicati:

1) zerourile functiei y = sin x;

2) valorile argumentului, pentru care functia y =sin x obtine cea
mai mare valoare;

3) wvalorile argumentului, pentru care functia y=sin x obtine cea
mai mica valoare;

11.7.° Printre punctele _5_1:, _3_11, —-m, 0, E, T, %, 5—“, E, 57, 87
2 2 2 2 2

indicati:

1) zerourile functiei y = cos x;

2) valorile argumentului, pentru care functia y =cos x obtine cea
mail mare valoare;

3) wvalorile argumentului, pentru care functia y = cos x obtine cea
mail mica valoare;

51

T
, —, 3m:
2

. 3
11.8.° Care din numere ——n, -n, ——, 0, E, I
2 2 3 2
1) sunt zerourile functiei y = tg x;
2) nu apartin domeniului de definitie al functiei y =tg x?
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11.9." in figura 11.11 este reprezentatid o parte a graficului a unei
functii periodice, perioada careia este egala cu 7. Construiti grafi-
cul acestei functii pe intervalul [-2T; 3T.

yh YA Y

\["| |/ 21 /

=)

{
2l
o
RY

(=
SIS

3

sy

[ —

a b c
Fig. 11.11
11.10." In figura 11.12 este reprezentatd o parte a graficului a unei

functii periodice, perioada careia este egala cu 7. Construiti grafi-
cul acestei functii pe intervalul [-2T; 2T1.

v J\ yi
]

|
>3
S
]
K

o
Pl

LY
\l\

———

Fig. 11.12

11.11." Pe care din intervalele aduse functia y = sin x creste:

D {—E;E}; 2) {—2;3—“}; 3) {—3—71;—2}; 4) [—5—71;—3—“}?
2’2 2’ 2 2’ 2 2’ 2

11.12." Pe care din intervalele indicate functia y =sin x descreste:
n  5m T T 5t Tn
D|-——7s—1 2 [-m 0] ) -7k 4) | ——?
I
11.13." Care din intervalele prezentate sunt intervale de descrestere
ale functiei y = cos x:
T T

1) {——;—?}; 2) [-2m; —m];  3) {_E’E} 4) [6m; Tm]?
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11.14." Care din intervalele prezentate sunt intervale de crestere ale
functiel y = cos x:
1) [-3m; —27]; 2) [0; m]; 3) [-m; =l; 4) [3m; 4n]?
11.15." Comparati:

1) sin20° si sin 21% 3) sinloTn $i sin%;
2) cos 20° Sl cos 210; 4) tg (_380) $1 tg (_420)
11.16." Comparati:

T 47 5t . 17w .
1) cos— s1 cos—; 2) sin— g1 sin —; 3) tg 100° s1 tg 92°.
) 5 ¢ 5 ) o S 13 ) tg sitg

11.17."” Demonstrati, cd numéarul 7 este perioada functiei f:

1Y) f(x)=cosz, T=38m; 2) f(x) =tg 3x, T=_2?”_

11.18." Demonstrati, cd numerele Zgn s1 —4m sunt perioade ale func-
tiel f(x) = cos 3x.

11.19." Comparati:
1) sin 58° s1 cos 58°; 2) sin 18° g1 cos 18°; 3) cos 80° s1 sin 70°.

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

11.20. Gasiti zerourile functiei:

1) f(x)=$; 2) f(x)=~x2+9; 3) f(x)=x+x-1.

11.21. Gasiti domeniul de definitie al functiei:

D f@)=x"+2; 2) f(x)=2Jx+3.

12. Relatiile fundamentale dintre functiile
trigonometrice de acelagi argument

In acest punct vom stabili identitatile, care leaga valorile functiilor
trigonometrice ale unuia si aceluiasi argument.

Coordonatele oricarui punct P (x; y) al circumferintei unitare sa-
tisfac ecuatia x* + y* = 1. Deoarece x = cos 0., y = sin o, unde o. — unghiul
de rotatie, in rezultatul careia din punctul P, (1; 0) a fost obtinut
punctul P, atunci

sin’a + cos’a =1 1)
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Atragem atentia la faptul, cd punctul P pe circumferinta unitate
este ales arbitrar, de aceea identitatea (1) este adevarata pentru ori-
ce o. Ea este numita identitatea trigonometrica fundamentala.

Utilizand identitatea trigonometrica fundamentala, sa aflam de-
pendenta dintre tangenta si cosinus.

Admitem ca cos a# 0. Impartim ambele parti ale egalitatii (1) la
cos’o. Obtinem:

sin® o + cos? o 1
cos® o cos® o
De aici
.2 2
sin” o N cos” o 1

2 2 7
cos" o cos" O  cos o

1+tg’o = e

Problema 1. Simplificati expresia:

1) sin®t+cos’ t+tg” x; 2) ———tg® ¢ —sin®¢.

cos” @

Rezolvare. 1) sint+cos’t+tg’x=1+tg’x =

5
cos X

2) ———tg’p-sinp=1+tg’ p-tg’ p-sin’ g =1-sin’ ¢ =
cos’ @

= cos® ¢. <€

< 2 -
Problema 2. Se cunoaste, ca cosoc=§. Calculati sin a.

. . 4 5
Rezolvare. Dispunem de: sin® oo=1-cos® o = 1—5 =5
o 5 . J5 ‘
De aici sina = 5 sau sino=-=-. yA
Figura 12.1 ilustreaza aceasta proble- V5L
ma. <« 3

Problema 3. Aflati cosa si tga,

.. 7T 3n 0 2 J1 x
daca sino=-— ¢l T<o<—. 3
25 2 N
Rezolvare. Avem: o

49 576

2
coszoc=1—sin20c=1—(—7) =1- = .
625 625 Fig. 121

25
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3n . .
Deoarece m<a< ?, atunci cosa<0; prin urmare, cosd =
L T =-l;(ﬁ) -7 <
625 25 cos o 25 25 24

'|) -

1. Care egalitate se numeste identitatea trigonometrica fundamentala?
2. Care identitate leaga tangenta si cosinusul de acelasi argument?

#,_.,

ﬂ—!‘?‘/ EXERCITIl "

12.1.° Simplificati expresia:
1

1) 1-cos® oy 4) —-1;
COos O
.2
2) sin’B-1; 5) 1-sin® o+ sz ¢,
tg” a
3) sin® @ +cos® 9 +1; 6) (sin o+ cosa)? + (sin o — cos a)®.
12.2.° Simplificati expresia:
1

. 2
1) sin® 20+ cos® 200 + 3) (tg acosa)® + ( " aj 5

tg? 50, tga

.2 2
sin” a tg” a

2) (1+sin£)[1—sin£); 4) ———.
2 2 tg” a+cos” a—1

. . . .. e, . 1
12.3." Se pot oare satisface in acelagi timp egalitatile s1n0L:Z

V13

1 coso=——-2
¥ 4
. . N .. e, . 2
12.4." Se pot oare satisface In acelasi timp egalitatile s1n0L:g

. 3
1 coso=—7?
¥ 5

12.5." Simplificati expresia:
1) A+tga) +(1-tga)’; 3) cos® a.—cos® o+ sin® oy

sin o +1+cosoc

2) 4) sin® oo+ sin® o cos® o + cos® o.

1+ cosa sin o
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12.6." Simplificati expresia:
cos 3 N 1-sinf

1) sin* o +2sin® o cos® o + cos® o;; .
1-sinf cosfB

. . COos X
2) sin®o.+sin®a cos® o + cos® o 4) tgax+—.
1+sinx

12.7." Aflati valorile functiilor trigonometrice de argumentul o, daca:
1 . . . 3

1) cosoc=§; 2) sina=0,6 si §<0(<TE; 3) tga=2 sl n<(x<?n.

12.8." Gasiti valorile functiilor trigonometrice de argumentul o,

< 12 . 1 .3
daca:1) coso=— si 0<oc<£; 3) tga=—— si T a<2m
13 2 3 2

. 3 . 3n
2) sina=—— gl T<A<—;
4 2

12.9.” Demonstrati identitatea:
3 -3
1) 008 TSN % os 0 —sin o 2) tg? a—sin® a = tg® o sin® a.
1+ sin o cos o
12.10.” Demonstrati identitatea:

sino+tgo

1) sin® o cos® o+ sin® o cos® o = sin® acos® o 2) tgo.

1+cosa
o yw o, . . sino—cosa » 1
12.11." Gasiti valoarea expresiei —— , daca tgo=—.
sin o + cos o 3
o w ty- . . 5coso+6sino . 1
12.12." Gasiti valoarea expresiei ——  , daca tgo =—.
3sino—"7cosa 2
12.13." G&siti cea mai mare si cea mai micd valori ale expresiei

sin? o + 2cos? 0.

12.14.” Gasiti cea mai mare si cea mai micd valori ale expresiei
3sin’® o -2 cos” a.

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

12.15. Gasiti valoarea expresiei:
3

3
2 1 14

pentru a=0,008; 2)

w | oo
S

2
3

1) pentrua = 0,0625.

| &
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13. Formulele adunarii

Formulele adunarii se numesc formulele, care exprima cos (o + f3),
sin (o0 + B) si tg (o £ PB) prin functiile trigonometrice ale unghiurilor
o si P.

Sa demonstram, ca cos (0. — ) = cos o cos B+ sin o sin f.

Fie cd punctele P, si P, sunt obtinute prin rotatia punctului
P, (1; 0) cu unghiurile o si B: respectiv.

Consideram cazul, cand 0 < o —p < m. Atunci unghiul dintre vec-

torii O—P1 si O—P2 este egal cu o — P (fig. 13.1). Coordonatele punctelor

Uk P, si P, sunt corespunzator egale cu

(cos a; sin ) si (cos B; sin B). Atunci vec-
torul OP, are coordonatele (cos o; sin o),

iar vectorul OP, are coordonatele

1 % (cosf; sinf).
Exprimam produsul scalar al vectori-

lor OP, si OP, prin coordonatele lor:

Tﬂ@ =cos o cos P +sin asin p.
Fig. 13.1 § o ,
Totodata conform definitiei produsului

scalar al vectorilor se poate scrie:
51710—1%:| 51?1 || O_Ig |cos(a—B):cos(a—B).
De aici obtinem formula, care se numeste cosinusul diferentei.

cos (u—P)=cos a cos P +sina sinf (1)

Formula (1) este adevarata si in acel caz, cand (o—p) ¢ [0; 7.
Demonstram formula cosinusului sumei:

cos (a+P)=cosa cosP—-sina sinf3

Dispunem de: cos (o + 8) = cos (o — (—f)) =
=cos o cos (—P) + sin o sin (—P) = cos a cos f—sin o sin P.
Formulele sinusului sumei si sinusului diferentei au aspectul:

sin (o + B) =sin o cos f + cos a sin f

sin (00— P) =sin a cos - cos a sin

Formulele tangentei sumei si tangentei diferentei au aspectul:

tgo + tgpP

1-tga tgp @

tg (o +p) =
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tgo -t
go tgf

Identitatea (2) este justa pentru toate o si [:, pentru care
cos (o +PB)#0, cosa#0, cos p#0.

Identitatea (3) este justd pentru toate o si f: pentru care
cos (@—P)#0, cosa#0, cos p#0.

Formulele, care exprima functiile trigonometrice de argumentul 20
prin functiile trigonometrice de argumentul o, se numesc formule
de argument dublu.

In formulele adunarii

cos (o0 + ) =cos o cos f—sin o sin f,
sin (o0 + P) = sin o cos P + sin B cos «,

1-tgatgp
consideram P = o.. Obtinem:

tg (0-P) =

cos 2a = cos® o —sin®a

sin 2a=2 sin o cos a

Aceste formule se numesc respectiv formulele cosinusului, si-
nusului si a tangentei argumentului dublu.

Deoarece cos® oo=1—sin”a si sin? o= 1 — cos® a, atunci din formu-
la cos 20, = cos” o. — sin” o obtinem inca doud formule:

cos200=1-2 sin’a

cos 20.=2 cos®a—1

Uneori aceste formule este comod de le folosit in astfel de infati-
sare:
1——cos 200=2 sin’a,
1+cos 20.=2 cos’ o
sau in aspectul urmator:

. 3 1-cos 20

sm o=—-
2

2 1+ cos 20

cos OL=T

Ultimele doud formule sunt numite formule de descrestere a
puterii.
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Problema 1. Simplificati expresia:
1) sin(£+ oc) - sin(z—oc);
3 3
2) sin (o0 +45°) cos (ot — 45°) — cos (0L + 45°) sin (o0 — 45°).
Rezolvare. 1) Folosind formulele sinusului sumei si a sinusului

diferentei, obtinem: sin (g + ocj —sin (g - Ocj =

. T T, . T T,
= s1n§cos0c+cos§sm(x - s1n§cosoc—cos§s1noc =

\3 1, 3 1. .
=—cosoc+—sm0c——cosoc+§smoc =sina.
2) Inlocuim expresia datd cu sinusul diferentei argumentelor
o+45° si o—45°. Obtinem:
sin (a0 + 45°) cos (00 —45°) — cos (o + 45°) sin (o0 —45°) =
= sin (ot + 45°) — (ot — 45°)) = sin (0. + 45° — 0. + 45°) = sin 90° = 1. «

Problema 2. Demonstrati identitatea sino —coso tg % =tg %.

.o
o COS O sin —
Rezolvare. sinoc—cosatggzsinoc——zz
o
COSs —
2
. o A . o . A
S1n oL CoS — — COS O s1n — sin OC—E sin — o
o o o 2
COS — COS — COS —
2 2

1-tg 20°tg 25°
tg 20° +tg 25°
Rezolvare. Utilizand formula tangentei sumei unghiurilor 20°
s1 25° obtinem:
1-tg 20°tg 25° 1 1
tg 20°+tg 25°  tg (20°+25°)  tg 45°

Problema 3. Gasiti valoarea expresiei

Problema 4. Simplificati expresia: 1) cos* a.—sin* o
2) 1-8sin® Bcos®P.

Rezolvare
1) cos® oo —sin® o = (cos® o. — sin® o) (cos® o + sin® o) = cos 20

2) 1-8sin® Bcos®’B=1-2-4sin’ Bcos’ p=1-2sin’ 2B = cos 4p. <
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p |
1. Scrieti formula:
1) cosinusului diferentei; 4) sinusului diferentei;
2) cosinusului sumei; 5) a tangentei sumei;
3) sinusului sumei; 6) a tangentei diferentei.

2. Scrieti formulele cosinusului, sinusului si tangentei de argument dublu.
3. Scrieti formulele descresterii puterii.

ﬂ—!‘?/ EXERCITII
13.1.° Simplificati expresia:
1) cos (o + B) + cos (o — P); 3) J2sin (o0 —45°) —sin o + cos oy

2) sin (30° + o) — cos (60° + o); 4) 2cos(60°—-a)-— V3 sin o - cos 0.
13.2.° Simplificati expresia:

1) sin (o0 —P) — sin (o + P); 2) \/Esin(§+ocJ—cosoc—sinoc.

13.3.° Simplificati expresia:
1) sin o, cos 40 + cos O, sin 40,
2) cos17°cos43°—sinl17°sin 43°;

3n m ., 3T ., W
3) cos?cos§—sm—sm—;

4) sin 53°cos 7° —cos 53°sin (—7°);
5) sin (o + B) cos (o0 — B) — sin (o0 — B) cos (o + P);
sin 20° cos 5° — cos 20° sin5°

cos 10° cos 5° — sin 10° sin5°

13.4.° Simplificati expresia:
1) cos 60t cos 20— sin 60, sin 20
2) sin12°cos18°+sin18°cos12°%;
3) sin (-15°) cos 75° + cos 15° sin 75°%
4) cos(o—P)—2sinasinf.

. o 1 1 . . .
13.5.° Se stie, ca tgo = 3 tgP = T Aflati valoarea expresiei tg (o + [3).

13.6.° Se stie, ca tgo =3, tg f=5. Gasiti valoarea expresiei tg (o.—p).
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13.7.° Simplificati expresia:

tg13°+tg47° 9 1-tg27°tg33°
1-tg13°tg 47’ tg27°+tg 33°
13.8.° Simplificati expresia:
tg24°+tg 36° 9 tg 5o — tg3a
1-tg24°tg 36°’ 1+ tghotg 30
13.9.° Simplificati expresia:
1 si.n 200 : 5) cos 20.c :
Ssin o COS Ol —s1n &
in 2
2) — 6) 1-2sin® %
cos” 0. —sin” o 4
o o o o
3) cos 2 + sin® oy 7 (sin —+ cos —) (sin — —cos —);
4 4 4 4
sin 50° 8) sin o cos o
2 cos 25° 1-2sina
13.10.° Simplificati expresia:
in 80° . .
1) SR, 5) sina cos o (cos® o —sin® a);
cos 40°
. in 40,
2) cos4f +sin® 2B; 6) %,
COS O —sSIn o
) . T T
3) cos60 +2sin” 30 7) sin Z_a cos Z—OL ;
1+ sin 2 2tg 1,5
2 sin 20 . 9) g ! o
(sin o + cos o) 1+tg” 1,50
13.11.° Calculati valoarea expresiei:
. L9 T
1) 2 sin 75° cos 75°; 3) 1-2sin® Ty
. 2tg 165°
2) cos® 15° — sin® 15°; 4) +
1-tg?165°
13.12.° Calculati valoarea expresiei:
2tg—;75°; 2) 2sin3—ncos3—n; . 3) 1-2cos? i
1-tg® 75° 8 8 12

13.13." Demonstrati identitatea:

1; 2) \/50080(.-2008(45 +a)=tg0€.
2sin (45° + o) — /2 sin o

cos(a+P)+sinasinf

cos (o0 — PB) — sin o sin B
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13.14." Demonstrati identitatea:

sin (o +B)-sinfcoso

\/Ecosoc—ZSin(45°—oc)_\/§

: : L2
sin (ot — ) + sin 3 cos o 2sin(60°+0c)—\/§cos0c

© Nw sis . 3 . 4
13.15." Gasiti cos (0. +f), daca cosa = p O<a< g si cosf= Y
T
—<B<m.
5 §
o e e s . . 4 3t . 7
13.16." Gasiti sin (o —f}), daca sino = 5 T<o< 5 sl cosP = 25

3n
— <P <2m.
5 §
. . 1. .
13.17." Se da: tgo = 3’ sinf = g, 0<PB< g Aflati tg (o +p).
. o 2 .
13.18." Se cunoaste ca: tgo = 3 Aflati tg (45°+ ).

13.19." Gasiti sin 2, daca sin o=—0.,6 si 3?" <a<2m
13.20." Gasiti tg 20, daca tg o= 4.

o e . 1
13.21." Gasiti cos 2a, daca sino = R
13.22." Gasiti sin 15°.
13.23." Gasiti cos 75°.
sin (o0 — B)
cosoccosB.
13.25." Simplificati expresia cos2a +sin 20 tg o.

13.24." Demonstrati identitatea tga—tgp =

13.26.” Simplificati expresia:

1 sin 3o cos 30 3 tg2atga
sin o cosa tg20c—tgoc’
2) 1 3 1 : 1) sin* o - cos® o + cos® o )
1-tga 1+tga 2(1-cosa)
13.27." Simplificati expresia:
1 cos6oc+sin60c; 9 tg o N tg o )
sin 200 cos 20 l+tgoa 1-tga

13.28." Gasiti cea mai mare valoare a expresiei sin o —~/3 cos .

13.29.” Gasiti cea mai mica valoare a expresiei /3 cos o — sin a.

13.30." Gasiti sin 20, dacd coso +sino = =.

N,|,_.oo =

e e s . o . o
13.31." Gasiti sin o, daca cosE—smE =—
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MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

13.32. Pentru care valori ale lui x valorile expresiilor 4x+ 5, 7x—1 si
x*+2 vor fi termeni consecutivi ai progresiei aritmetice? Gasiti
acestl termeni al progresiei.

13.33. Pentru care valori ale lui x valorile expresiilor x—1, 1—2x
si x+ 7 vor fi termeni consecutivi ai progresiei geometrice? Gasiti
acesti termeni ai progresiei.

14. Formulele de reducere

Periodicitatea functiilor trigonometrice da posibilitatea de redus
calcularea sinusului si a cosinusului la cazul, cand valoarea argumen-
tului apartine intervalului [0; 2m]. In acest punct noi vom examina
formulele, care permite de a se margini in asemenea calcule doar cu

unghiuri din intervalul [0; EJ.

Fiecare unghi din intervalul [0; 2] poate fi prezentat in forma

b 3n b 2n i
—to, saunmt o, sau —x o, unde 0 < o < —. De exemplu, —=m1——,
2 2 2 3 3
bn 3nm m

3 2 6
Calcularea sinusurilor si cosinusurilor a unghiurilor cu aspectul

b4 3 . .
Eioc, Tt a, ?ioc se poate reduce la calcularea sinusului sau co-

sinusului unghiului a. De exemplu:
n T LT .
cos(5+ ocJ = cosEcosoc —sin 3 sin o = —sino.

Folosind formulele adunarii, analogic se poate obtine:

. (m . . . (3m
sin E—(x =cos0 sin(m—a)=sino sin ?—O( =—Ccos O

. (T . . . (3m
sin E+0c =cosa sin(m+o)=-sina sin ?+oc =—cosQ

Aceste formule se numesc formule de reducere pentru sinus.
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Formulele prezentate mai jos se numesc formule de reducere
pentru cosinus:

T . 3n .
cos E—(x =sino cos(m—a)=-coso cos ?—OL =—sina

T . 3n .
cos E+OL =-sina cos(m+0o)=-cosa cos ?+oc =sin o

Analizand formulele de reducere scrise, se pot observa anumite
legitati, datorita carora nu este obligatoriu de invatat pe de rost aces-
te formule.

Pentru a scrie oricare din ele, se poate tinea cont de asa reguli.

1. In partea dreaptd a egalitdtii se pune acel semn, care are
s
n
partea stanga cu condz,tza, ca O<ax< 5
2. Dacd in partea stanga a formulei argumentul are aspec-
T 3 . . . . .
tul Ei o sau ?iOC, atunci sinusul se inlocuieste cu cosinusul
si invers. Dacd argumentul are aspectul n + o, atunci schimba-
rea functiilor nu se petrece.
3
. . . . . (3=
Vom arata, cum de folosit aceste reguli pentru expresia sin 5 aol.

R . . . 3 .
Acceptand, ca O<a< g, ajungem la concluzia: ?n—oc este unghi

al cadranului III al planului de coordonate. Atunci sin(%—aj <0.

Conform primei reguli in partea dreapta a egalitatii trebuie sa fie
semnul "-".

NP 3n . .
Deoarece, argumentul are infatisarea 5 o, atunci conform celei
de-a doua regula trebuie sa inlocuim sinusul cu cosinusul.

. . [3m
Deci, sin (? - OL) = —CoS L.

Problema 1. Simplificati expresia cos® (g+0t).

Rezolvare. Dispunem de:

2
cos’ (g + ocj = (cos(g + OLD = (-sin o) = sin’ o.. <
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Problema 2. Schimbati valoarea functiei trigonometrice cu va-

.. . . 9 8
loarea functiei de unghi ascutit: 1) cos %; 2) cos °r

9
Rezolvare. 1) cos % = cos(n—i) = —cos .
10 10 10

8
2) cos—nzcos(n+ﬁ):—cosﬁ. |
7 7 7

p -

Formulati regulile, de care ne putem conduce in timpul aplicarii formule-
lor de reducere.

A

—!7/ EXERCITII

14.1.° Simplificati expresia:

1) sin (g - OL); 3) cos(-0.+270°); 5) cos® (3m—a);
. . [ 3m
2) sin (T —); 4) cos (0. —180°); 6) sin (? + OL).
14.2.° Simplificati expresia:
1) cos(%n+oc); 3) sin (180° + a);
. o BW
2) cos(m—a); 4) sin (?+ocj.

14.3.° Inlocuiti valoarea functiei trigonometrice cu valoarea functiei
de unghi ascutit:

1) cos 123°; 2) sin 216°; 3) cos (-218°); 4) cos %

14.4.° Inlocuiti valoarea functiei trigonometrice cu valoarea functiei
de unghi ascutit:

1) sin (-305°); 2) sin 1;1—5n; 3) cos (—=0,7m); 4) cos %

14.5.° Calculati valoarea functiei trigonometrice:

4
1) cos225% 2) sin 240°; 3) cos54—n; 4) cos(—gnj.
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14.6.° Calculati valoarea functiei trigonometrice: 1) cos(—150°);
. . 5
2) cos 210°; 3) sin 315°%; 4) s1n(—?n).
14.7." Calculati valoarea expresiei:
sin? 815° cos 300° + tg (-315°) 9 cos 66° cos 6° + cos 84° cos 24°
sin (-120°) cos 150° ’ cos 65° cos 5° + cos 85° cos 25°

cos 64° cos 4° — cos 86° cos 26°

c0s 71° cos 41° — cos 49° cos 19°

D

14.8." Gasiti valoarea expresiei

14.9.” Simplificati expresia:
sin (T + o) cos (21— 1) |

tg (m—a)cos(nm—a) ’

2) sin (m-p) cos(ﬁ—g) —sin(§+ B) cos (1 —P).

sin (1 — ) sin (a0 + 21)

14.10.” Demonstrati identitatea = —cos d.

tg (m+a) cos(g+0()

14.11." Calculati: sin 0° + sin 1° + sin 2°+ ... + sin 359° + sin 360°.

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

14.12. Aflati valoarea expresiei:

) 1+42 Y3-242; 9) 47+443 .2-43.

14.13. Pentru care valori ale variabilei are sens egalitatea:

1y £ 9 Tx—dz+
x” -4 x” —8x
%) x’ -4 5 1 )
Y Jo? v d4x-12
gy 9 6 X2 2 ,

J35+2x—x* ~8-—4dx

15. Ecuatiacos x =b

Deoarece domeniul de valori al functiei y=cosx este intervalul
[<1; 1], atunci pentru | b | > 1 ecuatia cos x =b nu are solutii. O data
cu aceasta pentru orice b astfel, ca |b| <1, aceasta ecuatie are ra-
dacini, totodata ele-s o infinitate.
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Este usor de inteles cele spuse, adresandu-se la interpretarea gra-
fica: graficele functiilor y =cos x i y = b, unde |b | <1, au o infinita-
te de puncte comune (fig. 15.1).

yﬂ
1 y=cos x
~\ Pany ~_Y¥Y=b ~
/ 3\ / AN { N\ / N\ -
T T
S I L Jor =N NN EZ
-1
Fig. 15.1

Pentru a intelege, cum se poate de rezolvat ecuatia cos x=b in caz
general, v poate ajuta cercetarea unui caz particular. De exemplu,

o o . 1
sa rezolvam ecuatia cosx = 5

In figura 15.2 sunt reprezentate graficele functiilor y=cosx si

Yy =cos X

Uk M, ~INM, N\
AN N
3

yA
1

™

Fig. 15.2

Sa examinam functia y =cos x pe intervalul [-m; m] (partea rosie
a curbel din figura 15.2), adica pe intervalul, lungimea caruia este

< . . .. 1. .
egala cu perioada acestei functii. Dreapta y = 3 intersecteaza graficul
functiei y = cos x pe intervalul [-n; ] in doud puncte M, si M,, abs-

. . . . 1 .
cisele carora sunt numere opuse. Deci, ecuatia cosx = 3 pe intervalul

o qx b T 1 . .
[-m; 7] are doua radacini. Deoarece cos(—gj = cos5=§, rezulta ca

.. I . T
aceste solutii sunt numerele 3 si 3
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Functia y =cos x este periodica cu perioada 2m. De aceea fiecare

. o 1w - .. 1 .
din altele radacini ale ecuatiei cosx =5 se deosebeste de una din
C e e . . 7 .
radacinile cele gasite 3 sau g cu numarul 2nn, n e Z.
. .. .. . b
Deci, solutiile ecuatiei cercetate se pot da prin formulele x = 3 +2nn

si x:—g+2ﬂ:n, neZ.

De regula, aceste doua formule se inlocuiesc printr-o singura iscri-
ere:

T
x=i§+2nn, nez.

S ne intoarcem la ecuatia cos x=b, unde |b|<1. In figura 15.3

este aratat, ca pe intervalul [-m; m] aceastd ecuatie are doua solutii

o si —a, unde o € [0; m] (pentru b =1 aceste solutii coincid si sunt
egale cu zero).

YA
y=1 1
/\ o o o /\/=cos=x
"/ N i / N\_*
~_ N e
Fig. 15.3

Atunci toate solutiile ecuatiei cos x =b au forma
x=x0+ 2mn, n € Z.
Aceasta formula demonstreaza, ca radacina o joaca un rol deosebit:
cunoscand-o, se pot gasi toate celelalte radacini ale ecuatiei cos x = b.
Radacina o are o denumire speciala — arccosinus.

Definitie. Arccosinusul numarului b, unde |b|<1, se nu-
meste un astfel de numar o din intervalul [0; =], cosinusul
caruia este egal cu b.

Pentru arccosinusul numarului b se foloseste insemnarea arccos b.
De exemplu,

1 = T . n 1
arccos 3 = g, deoarece —€[0;m] s1 cos—=—;

\/5 3n 3n . 3n \/5
arccos| —— | = —, deoarece — €[0;m] s1 cos—=—-——.
) 2) 4 4 4 2
In general, arccos b =0, daca o € [0; 7] si cosa=>5b.
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Acum formula radacinilor ale ecuatiei cos x = b, |b | <1, se poate
scrie in asa mod:

x=% arccos b+2nn, neZ (@)

Mentiondm, cd cazurile particulare ale ecuatiei cos x=5b (pentru
b=1, b=0, b=-1) au fost cercetate mai inainte (vezi p. 9). Va amin-
tim rezultatele obtinute:

cos x=1 cos x=0 cos x=-1

T
x=5+ﬂ:n, nez

x=2nn, nez XxX=m+2nn, nez

Aceleasi raspunsuri pot fi obtinute, folosind formula (1).
Are loc egalitatea
arccos (-b) = n© — arccos b.

Problema. Rezolvati ecuatia:

1) cos4x = —ﬁ; 2) cos(f + E) = l; 3) cos(E - 7x) =0.
2 3 4 2 5

Rezolvare. 1) Folosind formula (1), scriem:

2
4x = iarccos[—?) +271n, ne€Z.

a . . 3 3t w
In continuare obtinem: 4x = iZ +2nn; x = iE + ?n

. 3
Rdaspuns: J_r—n+ﬂ, n eZ.
16 2

. X T 1
2) Dispunem de: 3 + " = tarccos 5 +2nn, nezZ;

b b fi 3n
f+—=i—+21tn; Zog -—+27n; x=tn-—+67n.
3 4 3 3 4

w|a
'y

. 3
Rdspuns: J_rn—7n+6nn, ne.

3) Transcriem ecuatia data astfel: cos(7x—§) =0. De aici

Y T
Tx——=—+mn, neZ.

. 7
Atunci 7xz£+£+nn; 7x:_n+nn; =
2 5 10 10 7

Raspuns: l-f'ﬂ, neZ. 4
10 7
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1. Pentru care valori ale lui b ecuatia cos x = b are solutji?
2. Cate solutii are ecuatia cos x =b pentru | b | <1?

‘v

3. Ce se numeste arccosinusul numarului b?

4. Ce aspect are formula solutjilor ecuatiei cos x =b pentru | b | <1?

5.Ce Iinfatisare are formula solutilor ecuatiei cosx=1? cosx=07?
cos x =-17?

L—T?/ EXERCITII "

15.1.° Rezolvati ecuatia:
1 2 3 1
1) cosx=—; 2) cosx=—; 3) cosx=——; 4) cosx=—.
2 2 2 3
15.2.° Rezolvati ecuatia:
3 1 5 4
1) cosx=£; 2) cosx=—-—; 3) cosx=—; 4) cosx=—.
2 2 2 7

15.3.° Rezolvati ecuatia:

1 1
1) cos3x = _5; 3) cos 6x=1; 5) cos9x = —g;
2) coséxzﬁ; 4) cos2n—x:0; 6) cos(—f) zé.
6 2 3 3 3

15.4.° Rezolvati ecuatia:

\/5 3x

1
1) cos2x =—; 2) cosfz——; 3) cos— =-1.
2 5 2 4

15.5.° Rezolvati ecuatia:

1) cos(x+£} = ﬁ; 3) cos[f—Zj =-1;
6 6

2

2) cos(z—sz—é; 4) 200s(£—3x)+1=0.
4 2 8

15.6.° Rezolvati ecuatia:
1) cos(g—élx):l; 2) \/Ecos(§+3)+1:0.

15.7." Gasiti cea mai mare radicind negativa a ecuatiei

(=3
cos| x——|=—.
6 2
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15.8." Gasiti o radacind negativa oarecare a ecuatiei

x_ 2

cos—=———.
4 2

. R .. .. 3 .. .
15.9.” Cate solutii ale ecuatiei cos3x=? apartin intervalului

o . .. .. 1 .
15.10.” Aflati toate solutiile ecuatiei cos(x+%) = —y care satisfac

. . n
inecuatia 5 < x <A4m.

MEXERCI'[II PENTRU REPETARE IS

2 11 2 11 2
. . . . a®—-2a%b® +b% a®b3® -0bd

15.11. Simplificati expresia T TT 1 T E
ad® —a’b? ab® +a®b?

15.12. Aflati domeniul de definitie al functiei:
{4/; V9 - x*
5 2) y= .

D) y=+—s
\8x% —5x +2 x+2

16. Ecuatiile sinx=b sitgx=>0

% Deoarece domeniul de valori al functiei y=sinx este intervalul
[<1; 1], atunci pentru | b | > 1 ecuatia sin x=b nu are solutii. In
acelasi timp pentru oricare b astfel, cd |b|<1, aceastd ecuatie
are solutii, totodata ele sunt infiinit de multe.

Mentionam, ca cazurile particulare ale ecuatiel sinx=0b (pentru
b=1, b=0, b=-1) au fost cercetate anterior (vezi p. 9). V& amintim
rezultatele obtinute:

sinx=1 sinx=0 sin x =—1

x:g+2nn, nez x:—g+2nn, nez

xX=Tn, ne€

Pentru a obtine formula generala a solutiilor ecuatiei sin x=b,
unde |b| <1, ne adresa la interpretarea grafica.
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In figura 16.1 sunt reprezentate graficele functiilor y = sin x si y = b,
|| <1.

yA

TN TN PN

_xi a TTm-o 131 x
25 2 52
14

/

oA f-----
d
&
N
/|
I wy

Fig. 16.1

< . . . . 3 .

Sa studiem functia y = sin x pe intervalul {_g,?n} (partea rosie

a curbel din figura 16.1), adicd pe intervalul, lungimea caruia este
egala cu perioada acestei functii. Pe acest interval ecuatia sinx =05

o .. . m T
are doua solutii o si T—o, unde o € {—E,E} (pentru b=1 aceste

solutii coincid 1 sunt egale cu g)

Deoarece functia y=sin x este periodica, cu perioada 27, atunci
fiecare din altele solutii ale ecuatiei sin x = b se deosebesc de una din
solutiile aflate cu numarul 2nn, n € Z.

Atunci solutiile ecuatiei sin x=b pot fi date cu formulele

X=0+21n g1 x=NM—0 + 21n, n € Z.
Aceste doua formule pot si inlocuite cu o sigura scriere:
x=CD) a+nk, kel 1)
intr-adevér, daca k& — numar par, adica k=2n, n € Z, atunci obti-
nem x = o + 27n; daca k — numar impar, adici k=2n+ 1, n € Z, atunci
obtinem x=—-0o+ 7+ 2Mn =1 — o + 27N.
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Formula (1) demonstreaza, ca radacina o joaca un rol deosebit:
cunoscand-o, se pot gasi toate celelalte radacini ale ecuatiei sin x = b.
Radacina o are o denumire speciala — arcsinus.

Definitie. Arcsinusul numarului b, unde |b|<1, se nu-

T T
meste un astfel de numar o din intervalul [_?E}’ sinusul
caruia este egal cu b.

Pentru arcsinusul numarului b se foloseste insemnarea arcsin b.

’ ’

. ( \/g] T T l: T Ttil . . [ TE) \/g
arcsin| —— | = ——, deoarece ——¢€|—-—;—| si sin| ——|=——.
2 3 3 3

2 2 2

.1 = T T T ... 1
De exemplu, arcsmE:E, deoarece —€|—-—;—| si sin—=—=;

- . " A
In general, arcsin b=a, daca o e ——;—} si sinoa =b.

Acum formula radacinilor ecuatiei sin x = b, | b |

<1, se poate scrie
in asa o forma:

x =(-1)" arcsinb+ 1k, ke Z 2)
Are loc egalitatea
arcsin (-b) = —arcsin b.
Problema 1. Rezolvati ecuatia:
1) sin£=—l; 2) sin(£—3x) =—£.
2 2 3 2

Rezolvare. 1) Utilizand formula (2), scriem:

g (-1)" arcsin(—lj +7nn, nez.
2 2

In continuare obtinem:
E‘( 1" ( J+nn (-1 —+7m,
x
ot Zhan =1 Z 1 2nm,
(-1 5 (-1 3
Rdaspuns: (—1)’”1-§+27cn, nel.

2) Transcriem ecuatia data astfel: —sin(Sx—g) = —é.

Atunci sin(3x - gj = é

2 ’

3
3x— g = (-1)" arcsin Y +mnn, neZ;
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S8x—==(-1)"-Z4nn; 3x=(-1)" =+Z+nn;
3 3 3 3

x=(-1" T4
9 9 3

Rdspuns: (—1)”~E+E+E, neZ. <
9 9 3

% Deoarece domeniul de valori al functiei y =tg x este multimea R,
atunci ecuatia tg x=>b are solutil pentru orice valoare b.
Pentru a obtine formula solutiilor ecuatiei tg x = b, sa ne adresam
la interpretarea grafica.
In figura 16.2 sunt reprezentate graficele functiilor y =tg x si y = 0.

]
/ J_J.

3n

2

no|a
ME]
Y

Fig. 16.2

Sa studiem functia y =tg x pe intervalul (—g,g) (curba rogie din
figura 16.2), adica pe intervalul, lungimea caruia este egala cu peri-
oada acestei functii. Pe acest interval ecuatia tg x = b pentru b arbitrar
are o singura solutie o.

Deoarece functia y =tg x este periodica, cu perioada m, atunci fie-
care din altele solutii ale ecuatiei tg x=0b se deosebeste de solutia
aflatd cu numarul de forma ©n, n e Z.

Atunci solutiile ecuatiei tg x =05 se pot da cu formula

xX=0+Tn, nec .

Formula obtinutd arata, ca radacina o joaca un rol deosebit: cu-
noscand-o, se pot gasi toate celelalte radacini ale ecuatiei tgx=b.
Radacina o are o denumire speciald — arctangenta.

Definitie. Arctangenta numéarului b, se numeste un astfel

T T
de numar o din intervalul (—5;5), tangenta caruia este ega-
la cu b.
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Pentru arctangenta numarului b se foloseste insemnarea arctg b.

De exemplu, arctg\/_zg, deoarece ge(—g;gj s1 tggzx/g;

T b T T T
arctg (-1) = ——, deoarece ——e(——;—) 1t (——)=—1.
g(-1) 1 1 5y ¥

In general, arctg b=a, daca o e (—g; g) sitga=>b.

Acum formula radacinilor ecuatiei tg x = b se poate scrie asa:

x=arctgb+mnn, ne’Z

Are loc egalitatea
arctg (-b) = —arctg b.

. . 2
Problema 2. Rezolvati ecuatia tg?x = /3.
. .. 2x
Rezolvare. Avem la dispozitie: 5 = arctg (—\/§)+nk, keZ;

3
x=—£+nk; x=—E+—7tk.
3 2

W oo | N

Rdaspuns: —g+§nk, keZ. 4

? B

. Pentru care valori ale Iui b ecuatia sin x =b are solut;i?
. Ce se numeste arcsinusul numarului b?
. Scrieti formula rad&cinilor ecuatiei sin x =b pentru |b| < 1.

. Pentru care valori b ecuatia tg x =b are soluti?
. Ce se numeste arctangenta numarului b?

1
2
3
4. Scrieti formula radacinilor ecuatiei sin x = 1; sin x =0; sin x =_1.
5
6
7. Scrieti formula radacinilor ecuatiei tg x = b.

-

—!7'/ EXERCITIl "
16.

1.° Rezolvati ecuatia:

1) sinng; 2) sinx:—g; 3) sinx:i; 4) sin x = /2.

16.

2.° Rezolvati ecuatia:
5

1 2 .
1) sinx=§; 2) sinx=—?; 3) sinx=—; 4) sinx=1,5.

3
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16.3.° Rezolvati ecuatia:
x 1 . 2
1) sin—=-—; 2) sin bx =1; 3) sin(-8x)=—.
) 5= 3 ) ) sin (-8x) 5

16.4.° Rezolvati ecuatia:

V2 2x J3

1) sin2x=-"~; 2) sin~ = 0; 3) sin =% = -2,
2 7 5 2

16.5.° Rezolvati ecuatia:
V3
1) tgx=\/§; 2) tgx=—?; 3) tgx=-1,; 4) tgx=5.
16.6.° Rezolvati ecuatia:
1) tgx=1; 2) tgx=§; 3) tgx=—\/§; 4) tg x=-2.

16.7.° Rezolvati ecuatia:

x 1 Tx
1) tg 2x = 1; 2) tg= == 3) tg| ——|=+3.
) tg ) g2=3 ) g( 4)

16.8.° Rezolvati ecuatia tg gx =0.

16.9.° Rezolvati ecuatia:

1) sin(x—Ej = ﬁ; 3) sin(£+1) =-1;
6 3

2
2) sin(z—szé; 4) ﬁsin(i—Sx)—lzo.
8 2 12
16.10.° Rezolvati ecuatia:
1) sin(i—Sx)ﬂ; 2) 2sin(f—4j+1=0.
18 5
16.11.° Rezolvati ecuatia:
n) 3
1) tg|3x——|=—; 2) tg (3—2x)=2.
) g( 12) 3 ) tg ( )
16.12.° Rezolvati ecuatia:
1) tg(x+§)=1; 2) 3tg(3x+1)—\/§=0.

16.13." Gasiti cea mai micd radicind pozitiva a ecuatiei
, ) 3
sinf x+—|=—-——.
4 2
16.14." Gasiti cea mai mare radicina negativd a ecuatiei

sin(3x - 1) =-1.
15
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o N es- .. L. 1 ..
16.15.” Gasiti toate solutiile ecuatiei sm(x - g) =3 care apartin in-
. 3
tervalului [—n;?n}.

o A « qe o - N 2 . .
16.16." Cate radacini ale ecuatiei sin 3x = apartin intervalului

53
2 2

16.17. Cate radacini ale ecuatiei tg 4x = 1 apartin intervalului [0; ©t]?

16.18.” Aflati suma radacinilor ecuatiei tg§= V3, care apartin in-

tervalului [—27‘5; 3?“}

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

16.19. Rezolvati ecuatia:

1) x—Jx-1=38; 3) V3x+4-J2x-5=2x+1;

2) Vl+4x-x* +1=x; 4) Jx+ 3 =J5+x.
Vo +x

17. Ecuatii trigonometrice, care se reduc
la cele algebrice

In punctele 15, 16 noi am obtinut formule pentru rezolvarea ecu-
atiilor de tipul cosx=a, sinx=a, tg x=a. Aceste ecuatili se numesc
cele mai simple ecuatii trigonometrice. Cu ajutorul diferitelor
metode si procedee multe ecuatii trigonometrice se pot reduce la cele
mai simple.

Problema 1. Rezolvati ecuatia 2cos®’ x —5cosx+2=0.

Rezolvare. Folosim substitutia cos x =¢. Atunci ecuatia data ob-

. L. 1
tine forma 2¢* -5t + 2 = 0. De aici t, = 2’ t, = 2. Deoarece | cos X | <1,
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atunci cos x =2 nu are solutii. Deci, ecuatia initiald este echivalenta

. 1 ... . T
cu ecuatia cosx = 5 Definitiv obtinem: x = ig +2nn, nez.
. n
Raspuns: i-§+21tn, neZ. 4

Problema 2. Rezolvati ecuatia sin x — 3 cos 2x = 2.
Rezolvare. Folosind formula cos 2x=1-—2sin’x, transformim
ecuatia data:
sinx—3(1 -2 sin’x) —2=0;
6 sin®x+sinx—5=0.
Admitem sin x=¢. Obtinem ecuatie patratd 6¢*+¢—5=0. De aici

5
=l ty =
Deci, ecuatia data este echivalentd cu totalitatea a doua ecuatii:
sin x = -1,
. 5
sinx =—.
6

T
X = _E + 2mn,
Dispunem de:
n .9
x =(-1)" arcsin 5 +7n, ne.

. " .. 5
Raspuns: —g+2nn, (-1 arcs1ng+nn, neZz.<d

Problema 3. Rezolvati ecuatia tgx+ 12 =3.

Cos X

Rezolvare. Deoarece

5 =1+tg® x, atunci ecuatia datd se

Cos X
poate transcrie in asa un mod:
tgx+(1+tg® x)=3.
De aici tg® x+tgx—-2=0. Fietg x=¢. Avem: t* +t—-2=0. Atunci
t, =1, t,=-2.
Obtinem, ca ecuatia datd este echivalentd cu totalitatea a doua
ecuatii:

tgx =1,
tgx =-2.



98 § 2. Funcitii trigonometrice

T
o |x==+nn
De aici 4 ’

x =-—arctg 2+ nn,n € Z.

Raspuns: §+Tcn, —arctg 2+mn, neZ. 4

i!‘?'/ EXERCITIl —

17.1.° Rezolvati ecuatia:

1) 2 sinx+sinx—1=0; 3) sin® 3x+ 2 sin 3x— 3 =0;

2) 2 cos®’x—5 cosx—3=0; 4) tg?x-2tgx-3=0.
17.2.° Rezolvati ecuatia:

1) 2sin*x—3 sinx+ 1=0; 3) 4 tg°x—tgx—3=0;

2) 2 cos® 2x —cos 2x—1=0; 4) 3cos2§+5cos§—2=0.

17.3." Rezolvati ecuatia:
1) sinx—cosx=0; 3) 4 cos 2x —sin 2x=0.
2) J3sinx +cosx = 0;

17.4." Rezolvati ecuatia:
1) sin x+cos x=0; 3) cos 4x— 3 sin 4x=0.
2) sinx - /3 cos x =0;

17.5." Rezolvati ecuatia:

1) 6cos® x+5sinx—7=0; 5) cos 2x + sin x = 0;
2) 2sinx+7cosx+2=0; 6) cosz?x—5cos§—2=0;
3) cos2x=1+4 cos x; 7) cos§+cosx=0;

4) 2cosx—cos2x—cos’x=0; 8) cos2x—4+/2cosx+4=0.

17.6." Rezolvati ecuatia:

1) 4 sin®x+8 cosx+ 1=0; 4) cos 2x + sin® x = cos x;
2) 2 cos®’x=1+sin x; 5) 5sin£—cos§+3=0;
3) cos 2x + 8 sin x = 3; 6) cosx+sin§:0.

17.7.” Rezolvati ecuatia:
1) 8 sin® 3x + 4 sin® 6x=5; 2) 2 tg?x+4 cos®x="1.
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17.8." Rezolvati ecuatia:

1) 2 cos®4x—6 cos’2x+1=0; 2) J3tgx+3=

PR
Cos X

MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

17.9. Comparati numerele:
1) Y7 si W4T, 2) V2 si YVB3; 3) Y15 si Vb 4) ¥25 si ¥s.

17.10. Rezolvati ecuatia:
1) 6x° —24x=0; 3) x° +2x* + 8x+ 16 =0;
2) x° — 5x” + 9x — 45 =0; 4) x*—2x"+2x—1=0.

E—i‘i Fll CA OSTROGRADSKII! I

Tlustrul matematician ucrainean Mihail Vasilievici Ostrogradskii
s-a nascut in satul Pagenivka gubernia Poltava. In anii 1816 — 1820
el a invatat la universitatea din Harcov, iar apoi si-a perfectionat
studiile matematice, studiind in Franta sub tutela a asa savanti ves-
titi, ca Pierre-Simeon Laplace (1749 —1827), Simeon Denis Poisoon
(1781 — 1840), Augustin Lois Caochy (1789 — 1857), Jean—Baptiste Jo-
seph Fourier (1768 — 1830).

In marea mostenire stiintifica, pe care ne-a lasat-o Mihail Ostro-
graskii, un rol important il joaca lucrarile, legate de cercetarea siru-
rilor trigonometrice si a oscilatiilor. Multe
teoreme matematice importante poarta nu-
mele lui Ostrogradskii.

In afara de lucrarile stiintifice, Ostrogra-
dskii a scris un sir de manuale ilustre pen-
tru tineret, in particular, "Programa si con-
spectul trigonometriei”. insusi Ostrogradskii
acorda o mare atentie intrebarii predarii
trigonometriei, ceea ce a devenit obiectul
unul raport in Academia de stiinte .

Autoritatea stiintifica a lui Ostrogradskii
era atat de mare, cd pe atunci, trimitand
tineretul la studii, spuneau "Fii ca Ostro- :
gradskii!”. Aceasta urare este actuala si as- Mihail Vasilievici
tazi, de aceea Ostrogradski

"Fii ca Ostrogradskii!” (1801-1862)




100 § 2. Funcitii trigonometrice

' PRINCIPALUL IN PARAGRAFUL 2 -
o

Masura in radiani a unghiului

Unghi de un radian se numeste unghiul de la centru al circumfe-
rintei, ce se sprijina pe arcul, lungimea caruia este egala cu raza
circumferintei.

Masurile in grade si radiani sunt legate prin formulele

lrad = (@] , 1°= (Lj rad.
i 180

Cosinusul, sinusul si tangenta unghiului de rotatie

Cosinusul gi sinusul unghiului de rotatie oo se numeste corespun-
zator abscisa x si ordonata y a punctului P (x; y) a circumferintei
unitate, care a fost obtinut in rezultatul rotatiei punctului P, (1; 0)
in jurul originii de coordonate cu unghiul o

yﬂl
o
cos o /N B
(0] 1 x
P sin o

Tangenta unghiului de rotatie o se numeste raportul sinusului
sin o

acestuil unghi la cosinusul lui: tgo =
COosS

Semnele valorilor functiilor trigonometrice

Y2 sina Y% cosa Yy tg a
0 I\
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Functii periodice
Functia f se numeste periodica, daca exista un astfel de numar
T+0, ca pentru orice x din domeniul de definitie al functiei f se
executa egalitatea f(x—T)=f(x)=f(x+ T). Numarul 7 se numes-
te perioada functiei f.
Daca printre toate perioadele functiei f existd cea mai mica peri-
oada pozitivd, atunci ea este numitd perioada principala a functi-

el f.

Relatiile dintre functiile trigonometrice ale unuia si aceluiasi
argument

sin® o0 + cos® o = 1;

1+tg?a=

COS2 o )

Formulele adunarii
cos (00— P) =cos a cos 3 + sin o sin f3;
cos (ot + ) = cos a cos B —sin o sin f;
sin (ot — PB) = sin o cos B — cos o sin f;

sin (o0 + PB) = sin o cos P + cos o sin f;

tgo—tgP
tg(aa—PB)=—"";
g( P 1+tgatgp

tgo+tg P
tg(an+pf)=—""—.
g (o +P) -tz tgp

Formulele de reducere

Pentru a scrie oricare din formulele de reducere, se poate tinea
cont de asa reguli:
1) in partea dreapta a egalitatii se pune acel semn, care are par-

tea stanga cu conditia, ca 0<a< g;
< i . . T
2) daca partea stangad a formulel argumentul are aspectul Eioc

3n .. N . . ..
sau ? + o, atunci sinusul se inlocuieste cu cosinusul si invers.

Daca argumentul are aspectul m £ o, atunci inlocuirea functi-
ilor nu se petrece.
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Formulele de argument dublu

cos 200 =cos’ o —sin*o=2cos’o—1=1—2sin® a;
sin 200 =2 sin o cos o

Arccosunusul, arcsinusul si arctangenta

Arccosinusul numéarului b, unde |b| <1, se numeste un astfel de
numar o din intervalul [0; 7], cosinusul caruia este egal cu b.

Arcsinusul numarului b, unde |b | <1, se numeste un astfel de

. .. Tom . L.
numér o din intervalul [_E;E} sinusul caruia este egal cu b.

Arctangenta numarului b, se numeste un astfel de numar o din

. mT T o . -
intervalul (—5;5), tangenta caruia este egala cu b.

Rezolvarea celor mai simple ecuatii trigonometrice

Ecuatia Formulele radacinilor ecuatiei
cosx=b, |b|<1 x =tarccos b+ 2nn, neZ
sin x = b, |b|<1 x=(-1)"arcsinb+mnn, neZ

tgx=>0 x=arctgb+mnn, ne’Z




DERIVATA SI 3
APLICARILE EI

Tn acest paragraf veti face cunostintd cu notiunea de derivata a functiei
intr-un punct; o sa va invatati a folosi derivata la cercetarea proprie-
tatilor functiei si construirea graficelor funcitiei.

18. Probleme despre viteza instantanee
si tangenta la graficul functiei

Daca functia este modelul matematic al unui proces real, atunci
frecvent apare necesitatea aflarii diferentei valorilor acestei functii in
doud puncte. De exemplu, insemnam prin f(¢) si f () sumele fondu-
rilor care s-au acumulat pe un depozit' al deponentului pana la mo-
mentele de timp ¢ si ¢,. Atunci diferenta f () —f(¢,), unde ¢t > ¢, indi-
ca venitul, pe care il obtine deponentul in timpul ¢ ¢

Sa studiem functia y=f(x). Fie x, — punct fixat din domeniul de
definitie al functiei f.

Daca x este un asa punct arbitrar din domeniul de definitie al
functiei £, cd x # x, atunci diferenta x —x, se numeste cresterea ar-
gumentului functiei f in punctul x, si se Inseamna Ax (se citeste:
“delta ics”)”. Avem:

Ax=x—x,.

De unde

x=x,+Ax.

Se spune ca argumentul a obtinut cresterea Ax in punctul x,.

Mentiondm ca cresterea poate fi atat pozitiva cat si negativa: daca
x > x,, atunci Ax > 0; dacd x < x, atunci Ax < 0.

Daca argumentul in punctul x, a obtinut cresterea Ax, atunci va-
loarea functiei f s-a modificat cu marimea

f(x, + Ax) — f (x).

Aceastd diferentd se numeste cresterea functiei f in punctul
x, si se inseamna Af (se citeste: "delta ef”)

Avem:

Af=f(x,+Ax) —f(x) sau Af=f(x) —f (x,).

! Depozit — fonduri (sume de bani), pe care deponentul le transmite bancii
pe un termen oarecare, pentru care banca plateste deponentului procente.

2 Vorbind despre cresterea argumentului functiei fin punctul x,, aici i mai
departe, vom admite, ca in orice interval de tipul (x — €; x + €) sunt puncte ale
domeniului de definitie al functiei f, diferite de x,.
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Pentru cresterea functiei y=/f(x) este acceptatd de asemenea in-
semnarea Ay adica

Ay =f(x)—f(x,) sau Ay =f (x,+ Ax) — f (x,).
Cresterea Ax a argumentului in punctul x, s1 cresterea corespun-
zatoare Af a functiei sunt ilustrate in figura 18.1.

YA
f(x,+Ax)
f(x)

Fig. 18.1

Mentiondm, ca pentru un punct fixat x, cresterea functiei f in
punctul x; este functie de argumentul Ax.

Problema. Gisiti cresterea functiei y = x” in punctul Xx,, care co-
respunde cresterii Ax al argumentului.
Rezolvare. Avem:
Ay = (%, + Ax)’ —x2 = x2 + 2x,Ax + Ax® — x} = 2x,Ax + Ax®.
Rdspuns: 2x,Ax +Ax”. <€

Problema despre viteza instantanee

Fie ca un automobil, miscandu-se rectiliniu pe o portiune de drum
intr-o directie, in doud ore a parcurs drumul de 120 km. Atunci vi-
teza medie de migcare a lui este egala: v, , =% =60 (km/roxm).

Marimea aflatd ne da o imagine incompleta despre caracterul mig-
carii automobilului: pe unele portiuni ale drumului automobilul se
putea deplasa mai repede, pe altele — mai incet, uneori se putea opri.

In acelagi timp in orice moment vitezometrul automobilului arata
0 marime oarecare — viteza in momentul dat. Valoarea vitezei in di-
ferite momente mai deplin caracterizeaza miscarea automobilului.

Sa studiem problema cautarii vitezei in momentul dat pe baza
exemplului migcarii uniform accelerate.

Fie ca punctul material se misca pe dreapta de coordonate si pes-
te timpul ¢ de la inceputul miscarii are coordonata s (f). Astfel se
specifica functia y = s (f), care ofera posibilitatea determinarii pozitiei
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punctului in orice moment de timp. De aceea aceasta functie se nu-
meste legea miscarii punctului.

Din cursul de fizica se cunoaste, ca legea migcarii uniform acce-
2

v at
lerate se da cu formula s(t)=s,+ vot+7, unde s, — coordonata

punctului la inceputul migcérii (pentru ¢=0), v, — viteza initiala,
a — acceleratia.
Admitem, de exemplu, s, =0, v, = 1 m/c, a = 2 m/c’. Atunci s (f) = * + ¢.
Fixdm un moment oarecare ¢, si dam argumentului in punctul ¢,
cresterea Af, adica studiem intervalul de timp de la ¢, pana la ¢ + At.
In acest interval de timp punctul material a efectuat deplasarea As.
Acum avem:

As =5 (t, + At) =5 (t,) = (t, + A +(t, + A — (82 +¢,) =
s(ty+At) s(ty)

=12 4+ 2 AL+ AL+t + At — 2 —t, = 2t AL+ At + AL

Viteza medie v (Af) de miscare a punctului in intervalul de timp

A

de la ¢, pana la ¢ + At este egald cu raportul As' Obtinem:
t

As 2t At + At + At® .
A—S:OA—:2tO+1+At, adica v (At) =2t + 1+ At
¢ t

Insemnarea pentru viteza medie v (Af) accentueaza, ca pentru
legea deplasarii date y=s () si momentul de timp fixat ¢, valoarea
vitezel medii depinde numai de At.

Dacéa vom considera intervalele de timp destul de mici de la ¢ pana
lat + At, atunci din considerente practice este clar, ca vitezele medii
v, ..(AD in astfel de intervale mici de timp putin se vor deosebi una
de alta, adicd marimea v _  (Af) practic nu se schimba. Cu cat este
mai mic Af, cu atadt mai aproape este valoarea vitezei medii de un
numar oarecare, care determind viteza in momentul ¢, Cu alte cu-
vinte, daca At tinde spre zero (se inseamna A — 0), atunci valoarea
v, .. tinde spre numarul v (). Numarul v ({)) se numeste viteza
instantanee in momentul ¢ Aceasta se scrie astfel:

0.
v(t,) = }tlg}) V,..o(At). Se spune, cd numarul v () este limita functiei

v, .Y cand At — 0.

Daca in exemplul prezentat At — 0, atunci valoarea expresiei
2t,+ 1+ At tinde catre numarul 2¢ + 1, care este valoarea vitezei in-
stantanee v (t), adica

v(t,) = }tlir}] (2t, +1+At) =2¢, +1.
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Acest exemplu arata, ca daca punctul material se misca conform
legii y =s (¢), atunci viteza instantanee in momentul ¢, se determina
cu ajutorul formulei

v(t) = 13{2) v, .. (At), adica

A s(t, +At)—s (2
v (ty) = lim = = 1jm 2% 2D 70 ()
At—0 At At—0 At

Problema despre tangenta la graficul functiei

Cunoscuta definitie a tangentei la circumferinta ca a unei drepte
ce are cu circumferinta numai un punct comun, este inaplicabila in
cazul unei curbe arbitrare.

De exemplu, axa ordonatelor are cu parabola y = x> numai un punct
comun (fig. 18.2). Insa intuitia ne spune, ca nu este natural de soco-

Y

X

Fig. 18.2

tit aceasta dreapta tangenta la parabola data. Totoda-
ta in cursul de algebra noi frecvent vorbeam, ca para-
bola y = x* se atinge de axa absciselor in punctul x,=0.

Sa precizam imaginea intuitiva despre tangenta la
graficul functiei.

Fie M —un punct oarecare, ce se afla pe parabola
y=x". Ducem dreapta OM, pe care o numim secanti
(fig. 18.3). Sa ne inchipuim, ca punctul M, miscandu-se
pe parabold, se apropie de punctul O. In acelasi timp
secanta OM se va roti in jurul punctului O. Atunci

unghiul dintre dreapta OM si axa absciselor va deveni tot mai mic si
mai mic, iar secanta OM va tinde sd ocupe pozitia axei absciselor. De
aceea axa absciselor este consideratd tangenta la parabola y=x in

punctul O.

YA

Fig. 18.3

y
f(x,+Ax)

Af
f(x,)
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Sa examinam graficul unei oarecare functii f si punctul M (x; f (x,)).
In punctul x,aplicim argumentului cresterea Ax si examindm pe gra-
fic punctul M(x; f (x)), unde x=x + Ax (fig. 18.4).

Din figura se vede, ca daca Ax devine din ce in ce tot mai mic,
atunci punctul M, miscandu-se pe grafic, se apropie de punctul M.
Daca pentru Ax — 0 secanta MM, tinde sa ocupe pozitia unei oare-
care drepte (in figura 18.4 aceasta este dreapta M T), atunci asa o
dreapta se numeste tangenta la graficul functiei f in punctul M.

Fie ca secanta MM, are ecuatia y=~kx+0b si creeaza cu directia
pozitiva a axel absciselor unghiul o. Dupa cum se stie, coeficientul
unghiular % al dreptei MM, este egal cu tg o, adica k= tg o. Evident,
ca ZMME=o (fig. 18.4). Atunci din triunghiul MM E obtinem:

ME _ Af
M,E Ax’

tgo =

Introducem insemnarea k_ (Ax) pentru coeficientul unghiular al
secantei MM, subliniind prin aceasta, cd pentru functia datd f si
punctul fixat x, coeficientul unghiular al secantei MM, depinde numai
de cresterea Ax al argumentului.

Avem: E (Ax)—A—f

x

Fie ca tangenta M T face cu directia pozitiva a axei absciselor
unghiul § (B # 90°). Atunci coeficientul ei unghiular % (x,) este egal cu
tg B.

Este natural de considerat, cu cat este mail mic Ax, cu atat mai
putin se va deosebi valoarea coeficientului unghiular al secantei de
valoarea coeficientului unghiular al tangentei. Cu alte cuvinte, daca
Ax — 0, atunci k£ (Ax) — k (x). In general, coeficientul unghiular al
tangentei la graficul functiei f in punctul cu abscisa x, se determina
cu ajutorul formulei

k(x,) = 11m k. (Ax), adica

sec

k(%) = lim AF _ fim TG0 8%) =1 (%)
-0 Ax Ax—0 Ax

‘r) -

1. Ce este cresterea functiei in punctul dat?

2. Cu ce formula se determina viteza instantanee?

3. Cu ce formula se determina coeficientul unghiular al tangentei la graficul
functiei?
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il—!‘?'/ EXERCITIl I

18.1.° Gasiti cresterea functiei f in punctul x, daca:
Df@=2x-1, x,=-1, Ax=0,2;
2) f(x)=3x"—2x, x,=2, Ax=0,1.
18.2.° Determinati cresterea functiei f in punctul x, daca:
D f=4-3x, x,=1, Ax=0,3;
2) f(x)=0,5x% x,=-2, Ax=0,8.
18.3.° Pentru functia f(x) = x> — 3x exprimati cresterea Af a functiei f
in punctul x, prin x,si x Aflati Af, daca:
1) x,=3, x=2,5; 2) x,=-2, x=-1.
18.4.° Pentru functia f(x) =x® exprimati cresterea Af a functiei f in
punctul x prin x,si x Aflati Af, dacd x;=0,5, x=0,4.

18.5." Pentru functia f (x) = x* — x si punctul x, gasiti g si Ali%i_i
. . . . .. A oL Af
18.6." Pentru functia f(x) =5x + 1 si punctul x, gasiti — si lim —.
Ax Ax—0 Ax
18.7." Punctul material se misca pe dreapta de coordonate conform
legii s (f) = 2t* + 3 (deplasarea se misoard in metri, timpul — in se-
cunde). Aflati viteza instantanee a punctului material in momentul
t,=2s.
18.8." Corpul se misci pe dreapta de coordonate dupa legea s (t) = 5t°
(deplasarea se masoara in metri, timpul — in secunde). Determinati:
1) viteza medie a corpulul pentru variatia timpului de la ¢ =1 s,
pana la ¢ =3 s;
2) viteza instantanee a corpului in momentul ¢ =1 s.

@, NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I
18.9. Se cunoaste, ca tga=1 s1 o E(O; g) Aflati unghiul o.
18.10. Se cunoaste, ca tgoa=-1 si o e(g;nj. Aflati unghiul o.

19. Notiune de derivata

In punctul precedent, rezolvand doua probleme diferite despre vi-
teza instantanee a punctului material si despre coeficientul unghiular
al tangentel, nol am ajuns la unul si acelasi model matematic — limi-
ta raportului cresterii functiei la cresterea argumentului cu conditia,
ca cresterea argumentului tinde spre zero:
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. As

(k) = Him 0, @
_AF

k (xo) = Llc?OA_x. (2)

La asemenea formule aduce rezolvarea multor probleme din fizica,
chimie, biologie, economie etc. Aceasta marturiseste despre faptul, ca
modelul cercetat merita o atentie deosebita. El meritd sa i se dea
nume, si se introduca insemnarea lui, sa fie studiate proprietatile lui
si de a se invata a le aplica.

Definitie. Derivatd a functiei f in punctul x, se numeste
numarul, care este egal cu limita raportului cresterii functiei
f in punctul x, la cresterea corespunzatoare a argumentului
cu conditia, ca cresterea argumentului tinde spre zero.

Derivata functiei y =f () in punctul x se inseamna astfel: ' (x,)
(se citegte: "ef prim de ics zero”) sau y’(x,). Se poate scrie:

, e T (xg +Ax) — f (x)
f(xy) = lim ™

sau

oy AT
)= Jim,

Tinand cont de definitia vitezel instantanee (1), se poate face con-
cluzia: dacd y = s (t) este legea miscarii punctului material pe dreapta
de coordonate, atunci viteza instantanee a lui in momentul de timp t
este egala cu derivata functiei y =s (t) in punctul t, adica

U(to) =s’ (to)

Aceasta egalitate exprima continutul mecanic al derivatei.

Cu privire la formula pentru coeficientul unghiular al tangentei
(2) se poate concluziona astfel: coeficientul unghiular al tangentei, duse
la graficul functiei f in punctul cu abscisa x, este egal cu valoarea
derivatei functiei f in punctul x,, adica

k(x,) =" (x,)

Aceastd egalitate exprima continutul geometric al derivatei.

Dacé functia f are derivatd in punctul x;, atunci aceasta functie
se numeste derivabila in punctul x,.

Daca functia f este derivabila in fiecare punct al domeniului de
definitie, atunci ea este numita diferentiabila.




110 § 3. Derivata si aplicarile ei

Aflarea derivatei functiei f se numeste derivarea functiei f.

Problema 1. Derivati (aflati derivata) functia (functiei)
f(x)=kx+b.
Rezolvare. Sa aflam derivata functiei f in punctul x,, unde x,
— un punct arbitrar din domeniul de definitie al functiei f.
1) Af=f(x,+Ax) — f (x,)) = (k (x, + Ax) + b) — (kx,, + b) = kAx;
2) A ks ks
Ax Ax

3) Conform definitiei derivatei f’(x,)= lim Af =lim k=k.
Ax—0 Ax Ax—0

Deci, f'(x,) = k.

Deoarece x, — un punct arbitrar din domeniul de definitie al func-
tiel f, atunci ultima egalitate stabileste, ca pentru orice x € R este
adevarata egalitatea f’(x)==Fk. <

Concluzia despre faptul, ca derivata functiei liniare f(x)=kx+b
este egala cu k, se scrie de-asemeni si astfel:

(kx+b) =F 3)
Daca in formula (3) substituim 2=1 si b =0, atunci obtinem:
(x)' =1
Daca in formula (3) sa punem k=0, atunci obtinem:
) =0

Ultima egalitate inseamna, ca derivata functiei, care este constan-
ta, in fiecare punct este egald cu zero.

Problema 2. Gasiti derivata functiei f (x) = x”.

Rezolvare. Sa aflam derivata functiei f in punctul x, unde
X, — punct arbitrar din domeniu de definitie al functiei f.

1) Af=f(x,+Ax) — f (x,) = (x, + Ax)” — x2 = 20 Ax + Ax?;
Af  2x,Ax+ Ax?
Ax Ax
3) dacd Ax — 0, atunci pentru orice x, € R valoarea expresiei

2) = 2x, + Ax;
2x,+ Ax tinde catre numarul 2x,. Deci, f'(x,)= Ahm0 (2x, + Ax) = 2x,,.

Deoarece x, — punct arbitrar din domeniul de definitie al functiei

f(x) =x*, atunci pentru orice x € R se executa egalitatea
f (x)=2x. 4
Ultima egalitate se mai scrie astfel

(x®) =2x )
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Formula (4) este un caz particular a unei formula mai generale

(x")Y =nx"",neN,n>1 (5)

De exemplu, (x°) =5x*, (x7) =Tx°.
Formula (5) raméane adevarata pentru orice ne€Z si1 x# 0, adica

, LEZ (6)

n-1

(x") =nx

De exemplu, folosim formula (6) pentru aflarea derivatei functiei
1 .
f (x) = —. Dispunem de:
X
1Y 1
(_j — (xfl)! — _1 . x7171 — _x—z — __2'
x x

. . . . . , 1
Deci pentru orice x # 0 se indeplinegte egalitatea f’(x)=-— sau
X

2
(1)’ 1
= =—=
X X

Formula (6) de asemenea se poate generaliza pentru orice reQ
six > 0:

x)Y=rx ", reQ (7

De exemplu, sa gésim derivata functiei f(x) = Jx, folosind formu-

’ (l)’ 1 1 1 2 1 )
la (7). Avem, (\/;) =\x2) =—x2 =-x2?2-= . Deci, pentru x > 0

2 2 2%

se poate scrie: f’(x)=

In general, derivata functiei f(x)= Yx,neN, n> 1, se poate afla
cu formula

(¥%) =—— ®

Daca n — numar impar natural, atunci formula (8) ofera posibili-
tatea aflarii derivatei functiei f in toate astfel de puncte x, pentru
care x # 0.

Daca n — numaér natural par, atunci formula (8) oferd posibilitatea
aflarii derivatei functiei f pentru toate valorile pozitive ale lui x.
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Sa ne adresam la functiile trigonometrice y=sinx i y=-cosx.
Aceste functii sunt derivabile, si derivatele lor se afli conform formu-
lelor:

(sinx) = cos x

(cos x)’ = —sinx

in timpul calcularii derivatei este comod de folosit tabelul deriva-
telor, amplasat in forzatul 2.

v

i!‘?‘/ EXERCITIl "

19.1.° Gasiti derivata functiei:
1) y=5x—6; 2) y=9; 3) y=8-—3x.

19.2.° Gasiti derivata functiei:
1

1 =
1) y=ux" 2) y=x7" 3 y=—7 4) y=x°.
x
19.3.° Gasiti derivata functiei:
1 7
1) y=x" 2) y=5 3) y=x5; 4 y=x"%
19.4.° Calculati valoarea derivatei functiei f in punctul x;
1) f(x)=sinx, x, =£; 2) f(x)=x7, x,=-2.

19.5.° Calculati valoarea derivatei functiei f in punctul x:
1 f(x) =z, X, =9; 2) f (x) = cos x, xo:_g.

19.6." Derivati functia:

1) y=4Yx; 2) y=x"; 3>y=%: Y y=

1
T

X
19.7." Derivati functia:

1
— 9/, — 8/,.5. —
D y=Vx; 2) y=Nx"; 3)y—12,—x7-

19.8." Gasiti coeficientul unghiular al tangentei, duse la graficul func-
tiei f in punctul cu abscisa x:

D f@)=x", x,=-1; 3) f()=, x,=2
X
2) [(x)=vx, x,=4 4) f(®) =sinx, x,=0.
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19.9.” Gasiti coeficientul unghiular al tangentei, duse la graficul func-
tiei f in punctul cu abscisa x;

D f)=x', x, =2 8) [(x)="5, x,=-3;
X
2) f(x)=¥x, x,=27; 9 f@)=cosx, x, =7

19.10." Aflati cu ajutorul graficului functiei f (fig. 19.1) valoarea [’ (x,)
si 17 (x,).

Y1 7

Sz L
y x

a b
Fig. 19.1

19.11." Aflati cu ajutorul graficului functiei f (fig. 19.2) valoarea f”(x,)
si [ (xy).

s | om0
x

Fig. 19.2
19.12." Calculati valoarea derivatei functiei f in punctul X,

D f(@)=xx, x,=81; 8) f(0)=xVx, x,=16;
2) () ="V, x,=1; 4) f(x)=§, x, = 64.

x
19.13.” Calculati valoarea derivatei functiei f in punctul X,

1) f(x)=x¥x, x,=256 2) f(x)=YxVx, x,=1.
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MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS

a+b a+"7 a-9) T+a
19.14. Simplificati expresia | — + > + .
a”-81 (a-9) a+3 9+a

5 4 1

19.15. Rezolvati ecuatia —; - - =0.

X —dx+4 xP-4 x+2

20. Regulile de calculare ale derivatelor

In timpul calcularii derivatelor este comod de folosit astfel de te-
oreme’.

Teorema 20.1 (derivata sumei). In acele puncte, in care
sunt derivabile functiile y=f(x) si y=g (x), de asemenea este
derivabild si functia y = f (x) + g (x), totodatd pentru toate astfel
de puncte se realizeazd egalitatea

F @) +g @) =["(x)+ g (x).

Pe scurt se poate spune astfel: derivata sumei este egald cu suma
derivatelor.
Deasemenea este acceptata scrierea simplificata:

F+g8)=f+g

Teorema 20.1 se poate generaliza pentru orice numar finit de ter-
meni:

(f,+f+ e+ ) =f+f+ .+ ]

Teorema 20.2 (derivata produsului). In acele puncte, in
care sunt derivabile functiile y={f(x) si y=g (x), de asemenea
este derivabild si functia y=f(x) g (x), totodatd pentru toate
astfel de puncte se executd egalitatea

fF@® g)=f(x gx+g () f ().

Deasemenea este acceptata scrierea simplificata:

(fe) =f'g+g'f

! Conditiile teoremelor 20.1 — 20.3 prevad urmitoarele: daca functi-
ile f si g sunt derivabile in punctul x, atunci corespunzator functiile

y=f@)+g @), y=fx) g si y= f(x) sunt definite pe un interval oare-

care, care contine punctul x,. & ¥
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Consecinta 1. In acele puncte, in care este derivabild
functia y=f(x), de asemenea este derivabild functia y = kf (x),
unde k — un numar oarecare, totodatd pentru toate astfel de
puncte este adevaratd egalitatea

(kf (x))" = Ef’ (x).

Pe scurt se spune: factorul constant se poate scoate de sub semnul
derivatei.

Deasemenea este acceptata scrierea simplificata:

(kf) = kf’

Demonstratie. Deoarece functia y = kx este derivabila in orice punct,
atunci, folosind teorema despre derivata produsului, se poate scrie:

(Bf () = (R)' [ (x) + Ef' (x) = 0-f (x) + kf' (x) = kf' (x). <
Consecinta 2. In acele puncte, in care sunt derivabile
functiile y = f (x) si y =g (x), deasemenea este derivabild functia

y=f(x)- g (x), totodata pentru toate astfel de puncte este ade-
vdratd egalitatea

(f(x)- g (%)) =" (x)- 8" ().
Demonstratie. Avem:
(F(x)—g @) = (x)+(-1)-g (%)) =(f (x)) +((-1)- g (x)) =
=" (x)+(-1)-g'(x)=1"(x) - &' (x). <
Teorema 20.3 (derivata catului). In acele puncte, in care
functiile y=f(x) si y=g (x) sunt derivabile, deasemenea este
I (%)
g (x)
puncte este adevaratd egalitatea
(f(x)}’ _®e®-g @®f®
g (x) (g ®)°

Deasemenea este acceptata scriered simplificata:

(ij’ _f'g-g1

g g

derivabild si functia y = , totodata pentru toate astfel de

. .- . .. 1 )
Problem#a. Gisiti derivata functiei: 1) y=—-sinx+4x?;
x
1 2
s ) 2 1
2) y=x2(bx—-3); 3) y=x"cosx; 4) y= 3x +2.
x—
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Rezolvare. 1) Utilizand formula despre derivata sumei si conse-
cintele din teoremele despre derivata produsului, obtinem:

y':(l—Sinx+4x2j :(lj —(sinx) +4-(x*) =
X

X

1 1
=———-cosx+4-2x =-— —cosx +8x.
X X

2) Conform teoremei despre derivata produsului obtinem:

1 ' 1y 1
y’=(x 2 (5x—3)) =(x 2) bx-38)+(bx-3) - x 2=
3—-5x 5 3-5x+10x 3+5x

e N el ade

y' = (x® cosx) = (x*) -cos x +(cos x) - x* =
=3x% cos x —sin x - x* = 3x® cos x — x® sin x.

1 -8 1
:—Ex 2.bx-3)+5-x 2=

3) Avem:

4) In virtutea teoremei despre derivata catului obtinem:

, [2x2 + 1]' @2 +1) Br-2)—(3x-2) (227 +1) _
\8x-2) (3x - 2) -
_4x(Bx-2)-3(2x"+1) 12x"-8x-6x"-3 6x° —8x-3
- (3x - 2)? B (3x - 2)? © Bx-2)
Folosind teorema despre derivata catului, se poate usor de demon-
strat, ca

1
(tgx) = —;

COos Xx

Intr-adevar, (tg x) = (

. ’ . 7 7 .
sin xj _ (sinx) cosx —(cos x)"sinx _

2
cos x cos” x
. . 2 .2
cosxcosx —(—sin x)sinx cos” x +sin” x 1
- 2 - 2 - 2
cos” x cos” x cos” x

Formulati teorema despre derivata: 1) sumei; 2) produsului; 3) catului.

A

—!7/ EXERCITII

20.1.° Aflati derivata functiei:
1) y =’ — 3x* + 6x — 10; 2) y=4x°+20Jx;
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3) y=x8+7x6+é—1; 5) y=tgx— 9x;
X
4) y=4 sinx—5 cos x; 6) y=2x"+3x".
20.2.° Aflati derivata functiei:
1) y=2x"—x; 3) y=—3 sinx + 2 cos x;
2) y:x7—4\/;; 4) y:0,4x_5+\/§.
20.3." Aflati derivata functiei:
1) y=Bx+5)(2x* - 1); 3) y=2x+1)Jx;
2) y=x" sin x; 4) y=+/x cosx.
20.4." Gasiti derivata functiei:
) y=x"-2)"+1); 3) y=x"cos x;
2) y=(x+5)\/;; 4) y=x tgx.
20.5." Aflati derivata functiei:
x-1 x 3-«x?
) y= ; 3) y= ; 5 = H
)Y x+1 )y x* -1 )y 4+2x
9) y= 5 4) y= x° . 6) y= x® —bx
Y 3x-2 Y cosx’ Y x=T7
20.6." Gasiti derivata functiei:
3x+5 2x° x* -1
Dy= ; 3) y= ; 5 y= ;
)y x-8 )y 1-6x )y 41
7 sin x x® +6x
2 = ; 4 = ; 6 = .
)y 10x -3 )y x ) v x+2
20.7.° Cu ce este egalid valoarea derivatei functiei f in punctul x,, daca:
1) f(x)=>+5x-2, x,=2; 1) f(x)=(1+30)Jx, 1,=9;
X
2-3x 3 5
2) f(x)= S %0=5 5) f(x)=8%¥x-10%x, x,=1;
x+
x®+2 . .
3) f(x)= —-2sinx, x,=0; 6) f(x) =x sinx, x,=0?
x—-2
20.8." Calculati valoarea derivatei functiei f in punctul X,
1
1) f(x)=+/x-16x, x,= " 3 f)=x?—4x" x,=2;
2x* -3x -1
2) f(x)="2%, x,=0; 4 fx)="""20 6 =1,
1-x x+1

20.9.” Punctul material cu masa de 4 kg se miscid pe dreapta de
coordonate conform legii s (f) = ¢* + 4 (deplasarea se masoara in me-
tri, timpul —in secunde). Aflati impulsul P (t) = mv (f) a punctului
material in momentul ¢ =2 s.
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20.10.” Un corp cu masa de 2 kg se misca pe dreapta de coordonate
conform legii s () = 3t> — 4t + 2 (deplasarea se masoara in metri, tim-

mv® (t)

pul — in secunde). Aflati energia cinetica E () = a corpului

in momentul t,=4s.

’ NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

20.11. Scrieti ecuatia dreptei, care trece prin punctul M (—2; —3) si
este paralela cu axa absciselor.

20.12. Scrieti ecuatia dreptei, care trece prin punctul M (1; —4), daca
coeficientul unghiular al acestei drepte este egal cu: 1) 4; 2) 0; 3) —1.

21. Ecuatia tangentei

Admitem ca functia f este derivabild in punctul x,. Atunci la gra-
ficul functiei f in punctul cu abscisa x, se poate duce o tangenta ne-
verticala (fig. 21.1).

Din cursul de geometrie clasa a 9-a cunoasteti, ca ecuatia dreptei
neverticale are infatigsarea y = kx + b, unde k — coeficientul unghiular
al acestei drepte.

Tinand cont de continutul geometric al derivatei, obtinem:

k=1 (x,).
Atunci ecuatia tangentei se poate scrie astefel:
y=1"(x,) x+b. @

Aceasta dreaptd trece prin punctul M (x; f(x)). Asadar, coordo-

natele acestul punct satisfac ecuatia (1). Atunci avem:
f(xy)=1"(x,) x,+b.

De aici b=1(x,)—1"(x,) x,-

Atunci ecuatia (1) se poate transcrie
astfel:

y:f’(xo)'x+f(x0)_f,(xo)'x0'

Deci, daca functia f este derivabila
in punctul x, atunci ecuatia tangen-
tei, duse la graficul functiei f in
punctul cu abscisa x,, are aspectul:

y:f/(xo)(x_xo)+f(xo)

yli
f(xy)
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Problema. Alcatuiti ecuatia tangentei la graficul functiei f(x) =
=2 —4x—3x" in punctul cu abscisa x,=—2.

Rezolvare. Avem urmatoarele:

F@)=f(-2)=2-4.(-2)-3(-2)' =%
f'(x)=-4-6x;

) ['(x)=1"(-2)=-4-6-(-2)=8.

Inlocuind valorile numerice aflate in ecuatia tangentei obtinem:
y=8 (x+2)—2, adica y=8x+ 14.

Raspuns: y=8x+14. 4

‘r) B

Scrieti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei f in punctul cu
abscisa x.

v

ﬂ—!‘?/ EXERCITIl I—

21.1.° Alcatuiti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei f in punctul
cu abscisa x, daca:

D f () =x"+3x, x,=-1; 4) f(x) =sinx, x,=0;
2) f(x):l’ xo:l? 5) f(x) =cos x, x,=T;
x 2
8) f(x)=4Jx=3, x,=9; 6) (x)=——, x,=-2.
x+1

21.2.° Alcatuiti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei f in punctul
cu abscisa x, daca:

1) f(x) =2x" - 3x, x,=1; 3) f(x) =cosx, x, =§;

2
x° —4x

, X.=3.
x-2 0

21.3." Scrieti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei f (x) = x> — 3x — 3
in punctul de intersectie a lui cu axa ordonatelor.

2) f(x)=0,5x* —2x + 2, x,=0; 4) f(x)=

21.4." Scrieti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei
f (%) = 2x° — 5x + 2 in punctul de intersectie a lui cu axa ordonatelor.

21.5." Scrieti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei f in punctul
de intersectie a lui cu axa absciselor:

1) f(x)=8x"—1; 2) f(x)=x—l.
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21.6." Scrieti ecuatia tangentei, duse la graficul functiei f in punctul
de intersectie a lui cu axa absciselor:

) fay=-"L, %) () = 3x— o2,

41

’ NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

21.7. Rezolvati inecuatia:
1) x*+x—12 > 0; 3) 6x—x° >0;
2
x® -b5x+4 <0

2) x*-3x-10<0; 4) = <
x"-6x+9

22. Criteriile de crestere si descrestere ale functiei

Cunoasteti, ca daca functia este constanta, derivata el este egala
cu zero. Apare intrebarea: daca functia f este astfel, ca pentru toate
valorile ei x din intervalul I se indeplineste egalitatea f’(x)=0,
atunci este oare functia f constanta pe intervalul I?

Teorema 22.1 (criteriul de constanta al functiei). Dacd
pentru toti x din intervalul I este adevaratd egalitatea ' (x) =0,
atunci functia f este constantd pe acest interval.

in figura 22.1 este reprezentat graficul functiei
y f(x) =x*. Aceasta functie are astfel de proprietati:
pe intervalul (—oo; 0) ea descreste, iar pe intervalul
(0; +o0) creste. Totodata pe intervalul (—oo; 0) de-
rivata f’(x)=2x obtine valori negative, dar pe in-
tervalul (0; +o0) — valori pozitive.

Acest exemplu demonstreaza, cd semnul deriva-
tei functiei pe un interval oarecare I este legat cu
aceea, daca este aceasta functie crescatoare sau
(descrescatoare) pe intervalul I.

Legatura dintre semnul derivatei si cresterea (descresteres) func-
tiel stabilesc agsa doua teoreme.

0 x

Fig. 22.1

Teorema 22.2 (criteriul de crestere al functiei). Dacd pen-
tru toate valorile lui x din intervalul I este adevdratd inegali-
tatea f’(x)>0, atunci functia f creste pe acest interval.

Teorema 22.3 (criteriul de descrestere al functiei). Dacd
pentru toate valorile lui x din intervalul I este adevdratd in-
egalitatea f’(x)<0, atunci functia f descreste pe acest interval.
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Problema 1. Gasiti intervalele de crestere (descrestere) ale
functiei f(x) = x* — 2x.

Rezolvare. Avem: f’(x)=2x—-2. Rezolvand inecuatiile 2x —2 > 0
si 2x—2 < 0, ajungem la concluzia: f’(x)>0 pe intervalul (1; +oo);
f’(x) <0 pe intervalul (—oo; 1). Deci, functia f creste pe intervalul
(1; +o0) s1 descreste pe intervalul (—co; 1).

In figura 22.2. este prezentat graficul functiei
f (x) = x* — 2x. Din figura se vede, ci intr-adevar func-
tia f creste pe intervalul [1; +o0) si descreste pe in- 1
tervalul (—oo; 1], inclusiv in punctul x = 1. 0 2 x

Scriind raspunsul, vom tinea cont de urmatoarea
regula: daca functia este derivabila in una din extre-
mitatile intervalului de crestere (descrestere), atunci
acest punct il adaugam la acest interval. In exemplul
reprezentat functia f(x) =x”—2x este derivabild in punctul x=1, de
acea acest punct l-am adaugat la intervalele (1; +o) gi (—oo; 1).

y

Fig. 22.2

Rdaspuns: creste pe [1; +0), descreste pe (—oo; 1]. <«

Problema 2. Gasiti intervalele de crestere (descrestere) ale
functiei f(x) ="+ 3x* — 9x + 1.

Rezolvare. Avem: f’(x)=3x"+6x—-9=3(x+3)(x-1).
Cercetam semnul derivatei (fig. 22.3) si ti-

nem cont de deriviabilitatea functiei f in punc- 3'3@1&

tele x=-3 g1 x=1. Obtinem, ca functia f creste P
pe fiecare din intervalele (—oo; —3] si [1; +0) g1 \ -~
descreste pe intervalul [-3; 1]. «

‘[) -

1. Formulati criteriul de constanta al functiei.
2. Formulatii criteriul de crestere al funciiei.
3. Formulati criteriul de descrestere al funciiei.

Lf!'?/ EXERCITIl I

22.1.° Gasiti intervalele de crestere si descrestere ale functiei:
D) f)=x*+4x—-T, 3) f(x) =—x"+ 9x* + 21x;

2) f(x)=2x"—3x*+ 1; 4) f(x)=ix4—8x+9.
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22.2.° Gasiti intervalele de crestere si descrestere ale functiei:

1) f(x) =—x"+ 6x—5; 3) f(x) =x"+ 4x—20;
2) f(x) =x*+ 3x" — 9x; 4) f(x)=8-4x-x".
22.3." Gasiti intervalele de crestere si descrestere ale functiei:
D f@= x-SR Y f@=ate 5 f) =t
4 3 x x+2
3x+5 9
2) f(x)="" 1) f(x)=x+; 6) f(x)=—"—.
2-x x x" -9
22.4." Gasiti intervalele de crestere si descrestere ale functiei:
Df@=9+4~x%  2) f(x)= 2 8) f(x)=""2%,
x-5 x—-4

22.5." In figura 22.4 este prezentat graficul derivatei functiei f, de-
rivabila pe multimea numerelor reale. Indicati intervalele de des-
crestere ale functiei f.

Yhy =f'(x)

Fig. 22.4 Fig. 22.5

22.6." In figura 22.5 este reprezentat graficul functiei y = f (x), definita
pe multimea numerelor reale. Printre graficele reprezentate in fi-
gura 22.6 indicati acela din ele, care poate fi graficul functiei

y=1"(x).

y y y y
/‘0 X 0’\? / 0‘ x 0 x
a b c d
Fig. 22.6

o .. . 1 1
22.7.” Demonstrati, ca functia f(x)=6-x+ Exg ——x* este descres-

catoare.

22.8." Demonstrati, ca functia f(x) = 10x* — 9x* + 24x — 90 este cres-
catoare.
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MEXERCI]’II PENTRU REPETARE IS
27 6
+ 3 = .
x+4 2x"+7x-4 2x-1

22.10. Rezolvati inecuatia x+/7—x >0.

22.9. Rezolvati ecuatia 1+

23. Punctele de extremum ale funcitiei

Facand cunostintd cu notiunea de functie derivabila intr-un punct,
noi am examinat comportarea functiei in apropierea acestui punct sau,
cum este primit de spus, in vecinatatea lui.

Definitie. Intervalul (a; b), care contine punctul x, se nu-
meste vecinatatea punctului x.

De exemplu, intervalul (-1; 3) — una din vecinatatile punctului 2,5.
Totodata acest interval nu este vecinatatea punctului 3.

In figura 23.1 sunt reprezentate graficele a doud functii. Aceste
functii au o particularitate comuna: existd asa o vecinatate a punc-
tului x; ca pentru toate valorile lui x din aceasta vecinatate este
adevarata inegalitatea f(x,) = f(x).

Fig. 23.1 Fig. 23.2

Definitie. Punctul x; este numit punct de maximum al
functiei, daca exista agsa o vecinatate a punctului x, ca pentru
toate valorile lui x din aceasta vecinatate este adevarata in-
egalitatea f(x,) > f(x).

De exemplu, punctul x, =§ este punct de maximum al functiei

y=sinx (puc. 23.2). Se scrie astfel: x = g

in figura 23.1 x_ =x,.

ax 0

Definitie. Punctul x, este numit punct de minimum al
functiei, daca exista asa o vecinatate a punctului x, ca pentru
toate valorile lui x din aceasta vecinatate este adevarata in-
egalitatea f(x,) < f(x).
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De exemplu, punctul x, = —g este punct de minimum al functiei

y=sinx (fig. 23.2). Se scrie astfel: x_; = —g.

In figura 23.3 sunt reprezentate graficele functiilor, pentru care
x, este punct de minimum, adicd x_, =x,.

Fig. 23.3

Punctele de minimum $1 de maximum au denumire comuna: ele
sunt numite puncte de extremum ale functiei (de la latinescul ex-
tremum — margine, sfarsit).

In figura 23.4 punctele x, x,, x,, x,, X, x, sunt puncte de extremum.

ol xx, x X, x, X ;
Fig. 23.4 Fig. 23.5

in figura 23.5 este reprezentat graficul functiei f, care pe intervalul
[x; x,] este constantd. Punctul x, este punct de maximum, punctul
x, — de minimum, iar oricare punct al intervalului (x;; x,) este in ace-
lagi timp cum punct de maximum, atat si punct de minimum al func-
tiei f.

Fig. 23.6

Prezenta extremumului in punctul x, este legata de comportarea
functiei in vecinatatea acestui punct. Astfel, pentru functiile, grafice-
le carora sunt reprezentate in figura 23.6, avem: in figura 23.6,
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a functia creste pe intervalul (a; x| si descreste pe intervalul [x; b);
in figura 26, b functia descreste pe intervalul (a; x| si creste pe in-
tervalul [x ; b).

Voi stit1 ca, cu ajutorul derivatei se pot gasi intervalele de creste-
re (descrestere) ale functiei derivabile. Doua teoreme ce sunt aduse
mai jos, aratd, cum cu ajutorul derivatei se pot afla punctele de ext-
remum ale functiei derivabile.

Teorema 23.1 (criteriul punctului de maximum al functi-
ei). Fie ca functia f este derivabild pe intervalul (a; b) si x, — un
oarecare punct al acestui interval. Daca pentru toate valorile
lui x € (a; x,] este adevarata inegalitatea f’'(x)> 0, iar pentru
toti x € [x; b) este adevdratd inegalitatea f’(x) <0, atunci
punctul x, este punct de maximum al functiei f (fig. 23.6, a).

Teorema 23.2 (criteriul punctului de minimum al functi-
ei). Fie cd functia f este derivabild pe intervalul (a; b) si x, — un
oarecare punct al acestui interval. Daca pentru toate valorile
lui x € (a; x| este adevdrata inegalitatea f’(x) <O, iar pentru
toti x € [x; b) este adevdrata inegalitatea f’(x)>0, atunci
punctul x, este punct de minimum al functiei f (fig. 23.6, b).

Uneori este indemana de se folosit de formularea simplificata a
acestor doua teoreme: dacd la trecerea peste punctul x, derivata isi
schimbd semnul plus in minus, atunci x, este punct de maximum; dacd
derivata isi schimbd semnul minus in plus atunci x, este punct de
minimum.

Deci, pentru functia f punctele de extremum se pot cauta conform
urmatoarei scheme.

1) De gasit f’(x).

2) De cercetat semnul derivatei.

3) Folosindu-se de teoremele respective, de gasit punctele de extre-
mum.

Problema. Gasiti punctele de extremum ale functiei:

2
1) f(x) = 2x° — 3x* — 12x; 2) f(x)= x——x1+4
x—

Rezolvare. 1) Avem:

f (x)=6x>-6x-12=6(x*-x-2)=6(x+1)(x-2).

Cercetam semnul derivatei in vecinatatile punctelor x;, = -1, x, =2
(fig. 23.7). Obtinem: x  =-1, x . =2.

n

Fig. 23.7 Fig. 23.8
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K —x+4) (x-1)-(x-1) (x" —x+4)

2) Avem: f’(x)= ( 1)

_ Cx-1)(x-1)—-(x>-x+4) _ x*-2x-3 _ (x4 (x-3)
(x-1)° (x-1)° (x-1)°

Rezolvand inecuatia x* — 2x — 3 > 0 si avand in vedere, ca (x — 1)*>0
pentru x # 1, obtinem, ca f’(x)>0 pe intervalele (—oo; —1) si (3; +o0).
Rationand analogic, se poate stabili, ca f’(x) <0 pe intervalele (—1; 1)
si (1; 3). Figura 23.8 ilustreaza rezultatele obtinute.

Acum se pot face astfel de concluzii: x_ =-1, x . =3. <«

in

p -

1. Care interval se numeste vecinatatea punctului x;?

2. Care punct se numeste punct de maximum al functiei? punct de minimum
al functiei?

3. Formulati criteriul punctului de maximum; al punctului de minimum.

Z—T}/ EXERCITIl I

23.1.° In figura 23.9 este ilustrat graficul functiei y = f (x), determinata
pe intervalul [-10; 9]. Indicati:
1) punctele de minimum;
2) punctele de maximum.

L 77
\
/ \
1
7 - \ )
-10 o[ 1 \ x|
4
Fig. 23.9

23.2.° In figura 23.9 este ilustrat graficul functiei y=f(x), determi-
nata pe intervalul [-7; 7]. Indicati:
1) punctele de minimum;
2) punctele de maximum.
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-

[uin

I
EN|
o
|
]Y

Fig. 23.10

23.3.° Aflati punctele de minimum si maximum ale functiei:
1) f () =0,5x"; 3) f(x)=12x—x%
2) f(x) =x*—6x; 4) f(x)=x"—6x"—15x+T7.

23.4.° Aflati punctele de minimum si maximum ale functiei:

1) f(x):%x3—x; 3) f(x):%3+3x2—7x+4;

2) f(x) =—x"+ 4x—3;

23.5." Functia y = f (x) este derivabila pe multimea numerelor reale. in
figura 23.11 este prezentat graficul derivatei ei. Indicati punctele

de minimum si maximum ale functiei y =1 (x).

4) f(x) = 2x* — 4x° + 2.

7]
/1 Y= f'(x
/ 1 N I
01 %
N \
\
Fig. 23.11 Fig. 23.12

23.6." Functia y=f(x) este definitd pe multimea numerelor reale si
are derivata in fiecare punct al domeniului de definitie. in figura
23.12 este prezentat graficul functiei y=f"(x). Cate puncte de
extremum are functia y = f (x)?

23.7." Gasiti intervalele de crestere si descrestere, precum si punctele
de extremum ale functiei:

1 x* - 6x
1, 3) f(x)_ +2 .

1) f(x)=x+§; %) f(x)=

2
X
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23.8." Gasiti intervalele de crestere si descrestere, precum si punctele
de extremum ale functiei:

9 x? x* -3

1) f(x)=x+;; 2) f(x)= ; 3) f(x)= 5

X +3 x-

NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

23.9. Aflati cea mai micd valoare a functiei y=3x"—18x+2 pe in-
tervalul:
D [-1; 4]; 2) [-4; 1]; 3) [4; 5].

23.10. Aflati cea mai mare valoare a functiei y =—x"—8x+ 10 pe in-
tervalul:
1) [-5; =3I; 2) [-1; O]; 3) [-11; —10].

24. Cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei

Ce cantitate de productie trebuie sa produca o intreprindere, pen-
tru a obtine cel mai mare venit? Cum, dispunand de resurse margi-
nite, sa realizezi volumul dat de productie in cel mai scurt timp? Cum
s& organizezi livrarea marfurilor in punctele de vanzare astfel, ca
consumul de carburanti sa fie minimal? Probleme de asa fel si ana-
logice, pentru cautarea solutiilor optimale, ocupa un loc important in
activitatea practica a omulul

In acest punct noi vom clarifica, cum se poate afla cea mai mare
s1 cea mai mica valori ale functiei pe intervalul [a; b]. Ne vom margini
doar cu cercetarea functiilor derivabile.

YA J ’ y '

i U

i U
1 7 1 ’
i i
! | ral ! |
! i s i
! 1 ¢ ) 1
1 | 1 ! 1
| , ;

bx 01/ x, X, b

a L a ‘ o Lo o
ol/  x, «x, L x 0" ax x,b x
pR@=/@  ompfe=f@ R @=16)
max f(x)=71(b) max f(x)=71(x) max f(x)=71(x)

a b c

Fig. 24.1

Se poate arata, ca functia derivabila pe intervalul [a; b] obtine pe
acest interval valorile cea mai mare g1 cea mal mica in extremitatile
segmentelor, sau in punctele de extremum (fig. 24.1).
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Tinand cont de aceasta, cautarea a celei mai mari si a celel mai
mici valori ale functiei derivabile pe intervalul [a; b] se poate efectua,
folosind o astfel de schema.

1. De géasit punctele functiei f, in care derivata ei este egala cu
Zero.

2. De calculat valorile functiei in acele puncte gasite, care apartin
intervalului examinat, si in extremitatile acestui interval.

3. Din toate valorile gasite de ales cea mai mare si cea mai mica.

Problema 1. Gasiti cea mai mare si cea mai mica valori ale
functiei f(x) = 4x® — 9x* — 12x + 6 pe intervalul [-2; 0].

Rezolvare. Sa aflam derivata functiei date. Avem:

f/(x)=12x* -18x -12.
Acum rezolvim ecuatia 12x°— 18x—12=0. De aici
2x” - 3x— 2 = 0;

x=2 sau x = —l.
2
Intervalului [-2; 0] i1 apartine numai punctul x = —%.
Ave: f(—%) - % f(-2) =38, f(0) = 6.

Deci, max f(x)= f(—l) =37 minf (x) = (-2)=-38.
[-2;0] 2 4 [-2;0]

Raspuns: i—’?; -38. «

Problema 2. Reprezentati numéarul 8 in forma de suma a doua
numere nenegative astfel, ca suma primului numar si a patratului
celui de-al doilea numar sa fie cea mai mica.

Rezolvare. Admitem ca primul numar este egal cu x, atunci al
doilea este egal cu 8 —x. Din conditie reiese, ca 0 < x < 8.

Cercetam functia f(x) =x*+ (8 —x)* ="+ 64 — 16x + x*, definitd pe
intervalul [0; 8], si aflam, pentru care valori x ea obtine cea mai mica
valoare.

Avem: f’(x)=38x>+2x-16. Rezolvim ecuatia 3x*+2x—16=0.

. 8
Obtinem: x=2 sau x = 3

Din radacinile gasite intervalului [0; 8] apartine numai numaéarul
2. Avem:
f(@2)=44, f(0)=64, f(8) =512.
Deci, functia f obtine cea mai mica valoare pentru x = 2.
Rdaspuns: 8=2+6. 4
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p B

Descrieti, cum se gaseste cea mai mare si cea maica valori ale functiei
derivabile pe intervalul [a; b].

i—!‘?‘/ EXERCITIl "

24.1." Aflati cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f pe
intervalul indicat:

1) f@) =32 —, [1; 3] 3) f ()= 20" —9x* 3, [-1; 4];
9 f=x'—2+5, [0;2; 4 fx)="2 *18, [-3; 0].
.

24.2." Aflati cea mai mare si cea mai micd valori ale functiei f pe
intervalul indicat:

) f(x)= §x3 ~dx, [0; 3]; 3) f (@) =2x"—8x, [-2 1;

4

2) f@)=x—1-2"—2% [-2; O]; 4) f(x)= %—8x2, [-1; 2].

24.3." Prezentati numéarul 8 in forma de suméa a doud astfel de nume-
re nenegative, ca produsul unuia din aceste numere gi cubul celui
de-al doilea numar sa fie cel mai mare.

24.4." Prezentati numarul 12 in forma de sumi a doud astfel de nu-
mere nenegative, ca produsul patratului unuia din aceste numere
s1 indoitul celui de-al doilea numar sa fie cel mai mare.

24.5." Prezentati numarul 180 in form& de suma a teri numere nene-
gative, ca doua din ele sa se rapoarte ca 1: 2, iar produsul tuturor
termenilor sa fie cel mai mic.

24.6." Prezentati numarul 18 in formd de sumi a trei numere ne-

negative astfel, ca doua din ele sa se rapoarte ca 8:3, iar suma
cuburilor acestor treli numere sa fie cea mai mica.

, NE PREGATIM PENTRU STUDIEREA TEMEI NOI I

24.7. Desenati graficul unei oarecare functii, care are astfel de pro-
prietati: domeniul de definitie este intervalul [-3; 4]; domeniul de
valori este intervalul [-2; 3]; zerourile functiei sunt egale cu —1 si
2; f"(x) >0 pentru orice x din intervalele [-3; 0) s1 (2; 4]; f'(x) <0
pentru orice x din intervalul (0; 2).



25. Construirea graficelor functiilor 131

25. Construirea graficelor functiilor

Cand in clasele anterioare trebuia de construit grafice voi, de re-
gula, procedati astfel: Depuneati pe planul de coordonate un numar
oarecare de puncte, care apartineau graficului, apoi le uneati. Exac-
titatea constructiei depindea de numarul de puncte.

In figura 25.1 sunt prezentate cateva puncte care apartin graficu-
lui functiei y = f (x). Aceste puncte se pot uni in mod diferit, de exem-
plu astfel, cum este aratat in figurile 25.2 si 25.3.

y . o T 17
e 1 ©® o |
1 ° ® 1
® i ° i
! i i . .
x| Xy X3 Xy X | x
Fig. 25.1 Fig. 25.2

in acelasi timp daca se cunoaste, ca functia f creste pe fiecare din
intervalele [x; x,] si [x,; x,], descreste pe intervalul [x,; x,] si este
derivabila, atunci cel mai probabil va fi construit graficul, reprezentat
in figura 25.4.

Y

Fig. 25.3 Fig. 25.4

Voi stiti, ce proprietati sunt caracteristice graficelor functiilor pare,
impare, functiei periodice etc. In general, cu cat mai multe proprietati
ale functiei reusim sa determinam, cu atat mai exact se poate construi
graficul ei.

Examinarea proprietatilor functiei o vom realiza conform planului
urmator.

. De gasit domeniul de definitie al functiei.

. De cercetat functia la paritate.

. De gasit zerourile functiei.

. De gasit intervalele de crestere si descrestere.

. De gasit punctele de extremum si valorile functiei in punctele de
extremum.

QU i W DN+~
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6. De depistat alte particularitati ale functiei (neperiodicitatea
functiei, comportarea functiei in vecindtdtile unor puncte impor-
tante etc.).

Mentionam, cd planul prezentat de cercetare poartd caracter de
recomandare si nu este ceva fixat si inepuizabil. In timpul studierii
functiilor este important de determinat asa proprietati, care vor da
posibilitatea de a construi corect graficul functiei.

< . . 3 1 . .-
Problema. Cercetati functia f(x)= Ex?‘ - Zx3 s1 construiti gra-

ficul ei.

Rezolvare. 1. Functia este determinata pe multimea numerelor re-
ale, adicad D(f)=R.

3 , 1. 4 8, 1., .

2. Avem: f(-x)= 5(—x) —Z(—x) = Ex + Zx . De aici f(—x) #f (x)
s f(—x) #—f (x), adica functia y=f(-x) nu coincide nici cu functia
y =f (x), nici cu functia y =—f (x). Astfel, functia data nu este nici para,
nicl impara.

2

3. Avem: f(x)= gxz —ix3 = %(G—x). Numerele 0 si 6 sunt zero-

urile functiei f.
, 3x"  38x N .
4-5. Avem: f’(x)=38x-— Ve = " (4 - x). Cercetand semnul deriva-

tel (fig. 25.5), ajungem la concluzia, ca functia f creste pe intervalul

[0; 4], descreste pe fiecare din intervalele

?(% (—o0; 0] si [4; +0). Deci, x_ =4, x_=0. Dis-
N / ~..  Dbunem de: f(4)=38, f(0)=0.

Tinand cont de toate rezultatele obtinute,

Fig. 25.5 construim graficul functiei (fig. 25.6). <«
AY
87T/ !
0 i 6| x

Fig. 25.6
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‘p -

Descrieti planul cercetarii proprietatilor functiei.

ﬂ—!‘?{/ EXERCITII
25.1." Cercetati functia datd si construiti graficul ei:
1) fx)=3x—x"—2; 4) f(x)=x"—3x*+2;

9) f(x) = 22" — 322+ 5 5) f(x)=§x2—x3.

3

x
3) f(x)—3x—;,

25.2.” Examinati functia datd si construiti graficul ei:
1) f(x) =2 + 3x% 3) fx) =x—x".

2) f(x)= 4x—§x3;
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' PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 3 .
[ ]

Cresterea argumentului x in punctul x;
Ax=x—x,
Cresterea functiei f in punctul x,

Af=f(x,+Ax) —f(x) sau Af=f(x)—f(x,)
Derivata functiei

Derivata a functiei f in punctul x, se numeste numarul, care este
egal cu limita raportului cresterii functiei f in punctul x la cres-
terea corespunzatoare a argumentului cu conditia, ca cresterea
argumentului tinde spre zero.

F (% + 82) =1 (%) sau f’(x,) = lim ar

Ax Ax—0 Ax

Continutul geometric al derivatei

7 G = lm,

Coeficientul unghiular al tangentei, duse la graficul functiei f in
punctul cu abscisa x,, este egal cu valoarea derivatei functiei f in
punctul x,.

Continutul mecanic al derivatei

Daca y =s (t) este legea migcarii punctului material pe dreapta de
coordonate, atunci viteza instantanee in momentul ¢, este egala cu
derivata functiei y =s (f) in punctul ¢,
Derivabilitatea functiei
Daca functia are derivata intr-un punct oarecare, atunci aceasta
functie se numeste derivabild in acest punct.
Daca functia f este derivabila in fiecare punct al domeniului de
definitie, atunci se spune ci ea este derivabila.
Ecuatia tangentei, duse la graficul functiei in punctul cu abs-
cisa x,

y=f,(x0)(x_x0)+f(xo)

Regulile de calculare ale derivatelor

’

Derivata sumei (F+g)=r1+g

Derivata produsului (fe) =fg+g'f

Derivata catului ( I ) _l'e-¢g7

g g
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Criteriul de constanta al functiei

Daca pentru x arbitrar din intervalul I este adevarata egalitatea
f’(x) =0, atunci functia f este constanta pe acest interval.

Criteriul de crestere al functiei

Daca pentru toti x din intervalul I este adevarata inegalitatea
f’(x)>0, atunci functia f creste pe acest interval.

Criteriul de descrestere al functiei

Daca pentru toti x din intervalul I este adevarata inegalitatea
f’(x) <0, atunci functia f descreste pe acest interval.

Vecinatatea punctului

Intervalul (a; b), care contine punctul x, se numeste vecinatatea
punctului x,.

Punctele de extremum ale functiei

Punctul x, este numit punct de maximum al functiei, daca exista
asa o vecinatate a punctului x, cd pentru toate punctele x din
aceasta vecinatate este adevarata inegalitatea f(x,) > f(x).
Punctul x, este numit punct de minimum al functiei, daca exista
asa o vecinatate a punctului X ca pentru toate punctele x din
aceasta vecinatate este adevarata inegalitatea f(x,) < f(x).
Punctele de minimum si de maximum au denumire comuna: ele
sunt numite puncte de extremum (extremitate) ale functiei.

Criteriile ale punctelor de maximum si minimum
Fie ca functia f este derivabila pe intervalul (a; b) si x, — un punct
oarecare al acestul interval.

Daca pentru toate valorile lui x € (a; x| este adevarata inegalita-
tea f’(x) > 0,1ar pentru toate valorile lui x € [x; b) este adevara-

ta inegalitatea f’(x) < 0, atunci punctul x, este maximumul func-
tiei f
Daca pentru toate valorile lui x € (a; x| este adevarata inegalita-
tea f’(x) < 0,1iar pentru toate valorile ?ei x € [x,; b) este adevara-
ta inegalitatea f’(x) > 0, atunci punctul x, este minimumul func-
tiei f.

Planul de cercetare al proprietatilor functiei

. De gasit domeniul de definitie al functiei.

. De cercetat functia la paritate.

De gasit zerourile functiei.

De gésit intervalele de crestere si descrestere.

De gasit punctele de extremum si valorile functiei in punctele
de extremum.

. De depistat alte particularitati ale functiei (neperiodicitatea
functiei, comportarea functiei in vecinatatile unor puncte im-
portante etc.).

U 0010

o]
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26. Exercitii pentru repetarea cursului de algebra
si elemente de analiza clasa a 10-a

1. Functii, proprietatile si graficele lor

26.1. Gasiti domeniul de definitie al functiei:

14
1) f(x)=+vx-5; 4) f(x)=—5—;
x"+4
1 Tx+13
2 = ; 5 = ;
) 1= — ) F@ =5
3) f(x)=x29_5; 6) f(x)=vx+5++/3-x.
26.2. Gasiti domeniul de valori al functiei:
) f(x)=Vx+1; 3) g(x)=3-x;
2) [(x)=Vx-2 4 fx)=x"+2.
26.3. Gasiti domeniul de definitie si construiti graficul functiei:
2 _ 2 _
D 7@ =25 9) f(x)= X510
x+2 3-x
26.4. Aflati zerourile functiei:
D) f(x)=Nx+T; 3) f(x)=+x"-6;
2
2) f @)= 4 f(0)=@-3)Vx-4.
X
26.5. Cercetati la paritate functia:
1) f(x)=T7x% 4) f(x)=x"-x+1;
1
2) f(x)=3x"-2x"; 5) f(x)=x3_

3) f(x)=v9-x7;

26.6. Aflati valoarea expresiei:

3
1) 4/5%-5/—% +(-3¥6); 2 Y10+473 F10-
26.7. Gasiti domeniul de definitie al functiei:
D y=48x-5; 2) y=¥-x; 3 y=V¥x-4; 4 y=V6x-2’.
26.8. Simplificati expresia:
1) Ya®, daci a>0; 2) 4b*, daca b<0; 3) Yo

26.9. Construiti graficul functiei:

1) y=(\/7x—2)7; 2) y={Y(x-2)"; 3) y:(\slx—2)8; 4) y=§(x-2)°.




26. Exercitii pentru repetare 137

26.10. Simplificati expresia:

D Y-yt -1 2) {(7-35)° ~§/(/35 - 6)°.
26.11. Scoateti factorul de sub semnul derivatei:

1) Ya"; 2) #162m°n’; 3) 4243y,
26.12. Comparati numerele:

1) ¢80 si ¥9; 2) ¥6 si V5; 3) Y15 si V3; 4) Y27 i Y.
26.13. Reduceti fractia:

Ja b

%—2. m—ﬁ

D et D Yad R g
26.14. Calculati valoarea expresiei:
1
1) 31,2 X 3—0,7 . 31,5; 4) i;
32
4 8 1 1 1 _2
2) 113.11 +-11'2 5) 0,125 % +0,81 2 -0,216 3.

3) 36°7-674;

26.15. Demonstrati identitatea:

1 1 1
m-n m? —n? n)?2 1 1
1) 3 1T 1 1 1 (_) =m* —n*;
m* +m2n*  m* +nt "
2 2
9 a+b a-b a® - b3 é é
S N R S e e A
a® —adb® +b% a®+a®b®+b%® a®-0b3

26.16. Rezolvati ecuatia:

1) Jax+20=x+2; 5) Jx+11-/3x+7 =2;

2) V6-x =3x-4; 6) V2x+5+V3-x =4;

3) VA+2x—x® =x—-2; 7 Jx-4x-5=0;

4) \2x*-14x+13 =5-x; 8) ¥Yx®-4x+4+23x-2-3=0.

2. Functii trigonometrice
26.17. Comparati cu zero valoarea expresiei:

1) sin 168° cos 126°; 2) tg 206° cos (—223°).
26.18. Aflati valoarea expresiei:

1) sin 780°; 2) cos 1200°; 3) cos %
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26.19. Calculati sin o, daca tgo=3, n<a< 3?”

26.20. Aflati cea mai mare si cea mai mica valori ale expresiei 2 cos” o0 —
— 3 sin’o..

26.21. Simplificati expresia

sin(oc + gj sin(m—o)+ cos(oc + g) cos (21 — o).

26.22. Se di: sin a=—0,8, cos = 0,6, T << 3?“ 3?“ <B<2n Aflati

cos (o + B).
26.23. Demonstrati identitatea:
2sin o cos B —sin (o —
L P _ tg (o +P);

cos (ot —PB)—2sinasinf

\/Ecosoc—Zcos(g+oc)
2sin(g+cxj—\/§sincx

26.24. Simplificati expresia:

2)

=tga.

sin 200
1+ cos 20’
2) sin 600 tg 3o+ 2 cos” 30,
3) cos® o — sin® o — cos 20t + sin® o cos® o;

2 cos? 200 + sin 20— 1

4) . .2 2 *
sin 200 — sin” 20, + cos” 20

26.25. Rezolvati ecuatia:
1) 2sin(£+l)+2=0; 3) 3+\/§tg(x—zj=0;
6 12 4
T X 2x w
2) 2cos| ———|[+43=0; 4) tg| ———|=-1.
 2eo( -5 (%
26.26. Gasiti cea mai mica radacina pozitiva a ecuatiei

)
sinf x+—|=—.
3 2

26.27. Gasiti cea mai mare radacina negativa a ecuatiel

( 27’[) \/5
cos 2x—§ =——,

2
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26.28. Cate solutii ale ecuatiel tgg = -1 apartin intervalului [0; %}‘?

26.29. Rezolvati ecuatia:

1) 2cos® x=3sinx+2; 4) 3 tg°x—8 cos’x+1=0;
2) cos 2x + sin x = 0; 5) sinx+ 2 cos x=0;
3) 2 cos 2x—3 cosx+2=0; 6) sinx=cos4§—sin4§.

3. Derivata si aplicatia ei
26.30. Gasiti derivata functiei:

1) y=3x"—2x%+5; 3) y=§—2&+7;
X

2 .
2) y=4x"-=; 4) y=5 sinx—7 cos x.
X

26.31. Gasiti derivata functiei:

Jx

Dy=@*-1D"+2); 3) y=Yxcosx; 5) y=——7;
x+2

. 2x +3 2_3

2) y=x" sin x; 1) y="2"5 6) y=""—
3x -2 cos x

26.32. Aflati abscisa punctului graficului functiei f (x) = x* — 5x, in care
tangenta la acest grafic creeaza cu directia pozitiva a axeil absci-
selor un unghi de 45°.

26.33. Aflati coeficientul unghiular al tangentei duse la graficul func-
x—
2 +1

tiel f(x) = in punctul de intersectie al lui cu axa ordonatelor.

26.34. Alcatuiti ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul cu
abscisa x,, daca:
2
D) f(x)=x"+x, x,=-1; 3) f(x)="" x,=3;

b
0 x—4

D [@=x % =4 9 f@=sing 5 =T,

26.35. Aflati ecuatiile tangentelor duse la graficul functiei
f (x) = x> —4x in punctele de intersectie ale lui cu axa absciselor.

26.36. Un corp se migca pe dreapta de coordonate conform legii
s({)=t"+3t—2 (deplasarea se masoara in metri, timpul —in se-
cunde). In care moment ¢ viteza de migcare a corpulul va alcatui
10 m/s?
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.. . 1 1 .
26.37. Demonstrati, ci functia y = —~x® —~x® + x -5 este crescatoare.

26.38. Gasiti intervalele de crestere si descrestere si punctele de ex-
tremum ale functiei:

16
1) y=3x—x" 3 y=x+—; 5) y=x"(x-3);
X
5 4 2
9 y=Sox -3 ) yox+ o 6 y=2"2%,
5 x x+1

26.39. Aflati cea mai mare si cea mai mica valori ale functiei f pe
intervalul indicat:

D) f(x)=x" -3, [-2; O; 9) f(x)= %

2
x°+
26.40. Reprezentati numarul 64 in forma de suma a astfel de doi

termeni pozitivi, ca suma patratelor lor sa fie cea mai mica.

1’ [_2’ 4]

26.41. Gasiti un astfel de numar pozitiv, pentru care diferenta dintre
patratul lui intreit si a cubului lui este cea mai mare.
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PARALELISMUL iN 4
SPATIU

In acest paragraf veti face cunostintd cu notiunile fundamentale ale
stereometriei, axiomele stereometriei si consecintele lor. Veti obtine
cunostinte initiale despre poliedre. Veti afla despre amplasarea reciproca
a doua drepte, a dreptei si a planului, a doua plane in spatiu. Veti face
cunostintd cu regulile conform carora se reprezinta figurile spatiale pe
plan.

27. Notiunile fundamentale ale stereometriei.
Axiomele stereometriei

Studiind matematica, voi ati facut cunostintd cu majoritatea noti-
unilor cu ajutorul definitiilor. Deci, din cursul de planimetrie va sunt
bine cunoscute definitiile de patrulater, trapez, circumferinta etc.

Definitia oricarei notiuni se bazeaza pe alte notiuni, continutul
carora va este deja cunoscut. De exemplu, analizam definitia trape-
zului: ,Trapez se numeste patrulaterul la care doua laturi sunt pa-
ralele, iar celelalte doua nu sunt paralele”. Vedem ca definitia trape-
zulul se bazeaza pe notiuni deja introduse, ca patrulater, latura
patrulaterului, laturi paralele si neparalele etc. Deci, definitiile se
introduc pe principiul ,,nou bazat pe vechi”. Atunci este clar ca trebu-
le sa existe notiuni primare a caror definitii nu sunt date. Ele sunt
numite notiuni fundamentale (fig. 27.1).

Notiune noua

Fig. 271
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In cursul de planimetrie, pe care l-ati studiat, nu au fost date
definitiile la asa figuri ca punctul si dreapta. In stereometrie, pe
langa acestea, la notiuni fundamentale vom referi inca o figura —
planul.

Ca imagine intuitiva a planului poate servi suprafata unui bazin
de apa in lipsa vantului, suprafata oglinzii, suprafata mesei lustruite,
continuate in gand in toate directiile.

Folosind notiunea de plan, putem considera ca in planimetrie noi
am cercetat un singur plan si toate figurile studiate apartineau aces-
tul plan. In stereometrie se considera o multime de plane, situate in
spatiu.

De regula, planele se noteaza cu litere mici grecesti o, B, v, ... .
Pe desen planele se reprezinta in forma unui paralelogram (fig. 27.2)
sau a altor parti limitate ale planului (fig. 27.3).

L/

Fig. 27.2 Fig. 27.3

Planul, tot asa ca si dreapta, consta din puncte, adica planul este
o multime de puncte.

Exista cateva cazuri de amplasare reciproca a punctelor, a drep-
telor si planelor in spatiu. S& dam exemple.

in figura 27.4 este prezentat punctul A, care apartine planului o.
De asemenea se spune, ca punctul A se afld in planul o sau planul
o trece prin punctul A. Pe scurt aceasta se poate scrie astfel: A € o.

in figura 27.5 este ilustrat punctul B, care nu apartine planului
B. Pe scurt aceasta se poate scrie astfel: B ¢ B.

L7 LT L7

Fig. 27.4 Fig. 27.5 Fig. 27.6

in figura 27.6 este prezentata dreapta a, care apartine planului o.
De asemenea se spune ca dreapta a se afld in planul o sau planul o
trece prin dreapta a. Pe scurt aceasta se poate scrie astfel: a C o.
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Daca dreapta si planul au doar un singur punct comun, atunci
se spune ca dreapta intersecteaza planul. In figura 27.7 este re-
prezentata dreapta a, care intersecteazd planul o in punctul A. Se
scrie: anNao = A.

p
A \\A/ L
Fig. 27.7\ Fig. 27.8

Mai departe vorbind ,,doua puncte”, ,trei drepte”, ,doua plane” etc.,
vom considera ca acestea sunt puncte diferite, drepte diferite si dife-
rite plane.

Daca doua plane au un punct comun, se spune ca aceste plane se
intersecteaza.

In figura 27.8 sunt desenate planele o si 3, care se intersecteaza
dupa dreapta a. Se scrie: NP =a.

La etapa incepatoare de studiu a stereometriei este imposibil sa
se demonstreze teoremele, bazandu-se pe alte afirmatii, deoarece aces-
te afirmatii inca nu sunt disponibile. Din aceasta cauza, primele pro-
prietati care se refera la puncte, drepte si plane in spatiu sunt accep-
tate fara demonstratie si se numesc axiome.

Mentionam, ca unele axiome din stereometrie dupa formulare cu-
vant cu cuvant coincid cu axiomele bine cunoscute ale planimetriei.
De exemplu:

e oricare ar fi dreapta, existd puncte ce apartin acestei drepte si
puncte care nu-i apartin;

e prin orice doud puncte se poate duce o dreaptd si numal una
singurd.

Noi nu vom face cunostinta cu constructia axiomatica stricta a
stereometriei. Vom analiza doar cateva afirmatii care exprima propri-
etatile fundamentale ale planelor in spatiu, pe baza carora se con-
struieste, de obicei, cursul de stereometrie in scoala.

Axioma Al. In orice plan al spatiului sunt adevarate axiomele
planimetriei.
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Daca in orice plan al spatiului sunt adevarate axiomele planime-
triei, atunci sunt juste g1 consecintele acestor axiome, adica teoreme-
le planimetriei. Deci, in stereometrie, ne putem folosi de toate propri-
etatile figurilor plate pe care le cunoastem.

Axioma A2. Prin orice trei puncte ale spatiului, care nu sunt
situate pe o dreapta, trece un plan si doar unul singur.

Figurile 27.9-27.11 reprezinta aceastd axioma.

Fig. 27.9 Fig. 27.10 Fig. 27.11

Din axioma mentionatd mai sus rezultd, ca trei puncte ale spatiu-
lui care nu se afla pe o dreapta, definesc un singur plan, care trece
prin aceste puncte. Deci, pentru a nota planul se pot indica orice trei
puncte, care nu se afla pe o dreaptd. De exemplu, in figura 27.12 este
desenat planul ABC.

Notarea M € ABC inseamna ca punctul M apartine planului ABC.
Scrierea MN c ABC inseamna ca dreapta MN apartine planului ABC
(fig. 27.12).

TN = Xy

Fig. 27.12 Fig. 27.13

Axioma A3. Daca doua puncte ale dreptei apartin planului, atunci
s1 toata dreapta apartine acestui plan.

De exemplu, in figura 27.13 punctele A, B si C apartin planului
ABC. Atunci putem scrie: AB < ABC, BC < ABC.

Din aceasta axioma rezultd, cd atunci cand dreapta nu apartine
planului, ea are cu planul dat nu mai mult decat un singur punct
comun.

Afirmatia formulatd in axioma A3, se foloseste des in practica,
atunci cand se verificd daca aceastd suprafata este netedd (plata).
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Pentru aceasta pe suprafata in locuri diferite se pune o sipca dreap-
ta si se verifica daca exista spatii intre sipca si suprafata (fig. 27.14).

Axioma A4. Daca doud plane au un punct comun, atunci ele se
intersecteaza dupa o dreapta.

Aceasta axioma poate fi ilustratd cu ajutorul unei foi de hartie
indoita sau cu ajutorul manualului vostru (fig. 27.15).

Fig. 27.14 Fig. 27.15

O—w Problema. Demonstrati, ci daci dous plane au un punct
comun, atunci ele se intersecteaza dupa o dreaptd care trece prin
acest punct.

Rezolvare. Fie ca punctul A este comun pentru doua plane o si
B, adica A € o s1 A € B (fig. 27.16). Dupa axioma A4 planele o si B
se intersecteaza dupa o dreapta. Fie NP = a.
Atunci toate punctele comune ale planelor o
si B apartin dreptei a. Punctul A este comun
pentru planele o si B. Deci, A € a. <

Pe langa axiome, exista si alte proprie-
tati, care descriu plasarea reciproca a punc-
telor, dreptelor si planelor in spatiu. Bazan-
du-se pe axiome, se poate demonstra, de

Fig. 27.16 exemplu, astfel de afirmatii (consecinte din

axiomele stereometriel).

Teorema 27.1. Printr-o dreaptd si un punct, care nu ii
apartine, trece un plan si numai unul singur (fig. 27.17).

Teorema 27.2. Prin doud drepte, care se intersecteazd, tre-
ce un plan si numai unul singur (fig. 27.18).
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Lo/ L=</

Fig. 2717 Fig. 27.18

Din axioma A2 gi teoremele 27.1 g1 27.2 rezulta, ca planul este
determinat in mod unic:

1) de trei puncte, care nu se afld pe o dreaptd,

2) de o dreapta si un punct, care nu apartine acestei drepte;

3) de doua drepte, care se intersecteazd.

Astfel, noi am indicat trei moduri de a defini un plan.

‘I) -
® 1. Cum in matematicd se numesc notiunile primare, care nu se definesc?
. Care figuri sunt in lista de baza a notiunilor din stereometrie?

. In ce caz se spune ca dreapta intersecteaza planul?

. In ce caz se spune ca planele se intersecteaza?

. Formulati axiomele A1, A2, A3, A4.

. Ce consecinte din axiomele stereometriei voi stiti?

. Indicati modurile de definire a planului.

NOoOO A OWON=-

EXERCITIl I

27.1.° Desenati planul o, punctul M care apartine lui i punctul K,
care nu-i apartine lui. Scrieti aceasta cu ajutorul simbolurilor co-
respunzatoare.

27.2.° Desenati planul vy, care trece prin dreapta a. Scrieti aceasta cu
ajutorul simbolurilor corespunzatoare.

27.3.° Desenati planul o si dreapta b, care intersecteaza planul dat in
punctul A. Scrieti aceasta cu ajutorul simbolurilor corespunzatoare.
Cate puncte ale dreptei b apartin planului o?

27.4.° Desenati planele § si y, care se intersecteaza dupa dreapta c.
Scrieti aceasta cu ajutorul simbolurilor corespunzatoare.

27.5.° Scrieti cu ajutorul simbolurilor repartizarea reciproca a punc-
telor, dreptelor si a planului, reprezentate in figura 27.19.

27.6.” Cate plane pot fi duse prin dreapta

m
data si punctul dat? /
. . 5/ PN
27.7.° Se dau punctele A, B si C astfel, !
cd AB=5cm, BC=6cm, AC=7 cm. * s

/

Cate plane pot fi duse prin punctele
A, Bsi C? Fig. 2719
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27.8." Se dau punctele D, E si F astfel, ca DE =2 cm, EF = 4 cm,
DF = 6 cm. Cate plane se pot duce prin punctele D, E g1 F?
27.9.” Dreptele AB si AC intersecteaza planul o in punctele B si C,

punctele D si E apartin acestui plan (fig. 27.20). Construiti punctul
de intersectie al dreptei DE cu planul ABC.

A B
D
E
ic A |
D o
(03 °
Fig. 27.20 Fig. 27.21

27.10." Dreapta BA intersecteazi planul o in punctul A, dreapta
BC — in punctul C (fig. 27.21). Pe segmentul AB notam punctul D,
pe segmentul BC — punctul E. Construiti punctul de intersectie al
dreptei DE cu planul o.

27.11." Dreapta m — linia de intersectie a planelor o si B (fig. 27.22).
Punctele A si B apartin planului o, iar punctul C — planului p.
Construiti liniile de intersectie a planului ABC cu planul o si cu
planul B.

Fig. 27.22 Fig. 27.23

27.12." Patratele ABCD si ABC D, nu sunt situate intr-un plan
(fig. 27.23). Pe segmentul AD este notat punctul E, iar pe segmen-
tul BC, — punctul F. Construiti punctul de intersectie:

1) al dreptei CE cu planul ABC;
2) al dreptei FD, cu planul ABC.

27.13.” Cum cu ajutorul a doud fire tAmplarul poate verifica daci
sunt situate capetele celor patru picioare ale scaunului in acelasi
plan?

27.14.” Punctul M — punctul comun a doua plane ABC si BCD. Gasiti
segmentul BC, daca BM =4 cm, MC =7 cm.



28. Figuri spatiale. Notiuni initiale despre poliedre 149

27.15.” Punctul K — punctul comun al doud plane MNF si MNE.
Gasiti segmentul MN, daca MK = KN =5 cm.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

27.16. Pe inaltimea BD a triunghiului isoscel ABC (AB = BC) s-a
notat punctul M. Gasiti raportul dintre aria triunghiului AMC si aria
triunghiului ABC, daca BD = 12 cm, BM = 8 cm.

28. Figuri spatiale.
Notiuni initiale despre poliedre

In stereometrie in afard de puncte, drepte si plane se cerceteaza
figuri in spatiu, adica figuri la care nu toate punctele sunt situate
intr-un plan. Cu unele din figurile spatiale voi deja sunteti cunoscuti.
Astfel, in figura 28.1 sunt desenate cilindrul, conul si sfera. Aceste
figuri le veti studia detaliat in clasa 11.

340

Fig. 28.1 Fig. 28.2

In figura 28.2 este reprezentatd incd o figura spatiala bine cunos-
cuta — piramida. Aceastd figura este un tip aparte a poliedrului.
Exemple de poliedre sunt reprezentate in figura 28.3.

Fig. 28.3

Suprafata poliedrului se compune din poligoane. Ele se numesc
fetele poliedrului. Laturile poligoanelor se numesc muchiile polie-
drului, iar varfurile — varfurile poliedrului (fig. 28.4).
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In figura 28.5 este reprezentatd piramida pentagonala FABCDE.
Suprafata acestui poliedru consta din cinci triunghiuri, care se nu-
mesc fetele laterale ale piramidei si un pentagon care se numeste
baza piramidei. Varful F, care este comun pentru toate fetele late-
rale se numeste varful piramidei. Muchiile FA, FB, FC, FD si FE
se numesc muchii laterale ale piramidei, iar muchiile AB, BC,
CD, DE si EA — muchiile bazei piramidei.

Muchie Varf
Fig. 28.4 Fig. 28.5 Fig. 28.6

In figura 28.6 este reprezentati piramida triunghiulardi DABC.
Piramida triunghiulara este numita de asemenea tetraedru

Inca un tip aparte a poliedrului este prisma. In figura 28.7 este
desenatd prisma triunghiularda ABCA, B,C,. Acest poliedru, are cinci
fete, doud din care sunt triunghiurile egale ABC si A B,C,. Ele se
numesc bazele prismei. Celelalte fete ale prismei sunt paralelogra-
me. Ele sunt numite fete laterale ale prismei. Muchiile AA,, BB,
si CC, se numesc muchiile laterale ale prismei.

Fig. 28.7 Fig. 28.8

in figura 28.8 este reprezentata prisma patrulatera ABCDA B,C D..
Suprafata ei consta din doua patrulatere egale ABCD si A, B .C D,
(bazele prismei) si patru paralelograme (fetele laterale ale prismei).
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Voi, sunteti cunoscuti de asemenea cu un tip aparte a prismei
patrulatere — paralelipipedul dreptunghiular. In figura 28.9 este
reprezentat paralelipipedul dreptunghiular ABCDA B C D,. Toate fe-
tele paralelipipedul dreptunghiular sunt dreptunghiuri.

'

1

]

]

]
pre JECEEE SRS
A D R
Fig. 28.9 Fig. 28.10

La randul sau, un tip aparte a paralelipipedul dreptunghiular este
cubul. Toate fetele cubului sunt patrate (fig. 28.10).

Prisma patrulatera, baza careia este un paralelogram, se numes-
te paralelipiped.

In cursul de geometrie clasa 11 voi mai detailat veti face cunos-
tinta cu poliedrele si cu tipuri particulare ale lor.

Problema. Pe muchiile AA si DD, ale cubul ABCDA B C D,
s-au notat corespunzator punctele M si N astfel incat AM # DN
(fig. 28.11). Construiti punctul de intersectie al dreptei MN cu planul
ABC.

B B
1 Cl 1 Cl
A : A :
P [
”l _B N ' "’ B N
A D A D X
Fig. 28.11 Fig. 28.12

Rezolvare. Punctele M si N apartin planului AA, D,. Atunci dupa
axioma A3 dreapta MN apartine acestui plan. Analogic dreapta AD
de asemenea apartine planului AA D.. Din planimetrie este cunoscut,
ca dreptele care sunt situate intr-un plan sau sunt paralele, sau se
intersecteaza. Deoarece AM # DN, rezulta ca dreptele AD si MN se
intersecteaza. Fie X — punctul de intersectie al lor (fig. 28.12).
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Punctele A si D apartin planului ABC. Atunci dupa axioma A3
dreapta AD apartine aceluiasi plan. Punctul X apartine dreptei AD.
Deci, punctul X apartine planului ABC. Deoarece punctul X tot apar-
tine dreptei MN, atunci dreapta MN intersecteaza planul ABC in
punctul X. <«

p |

o
1. Numiti figurile spatiale cunoscute de voi.

2. Din ce figuri este alcatuita suprafata poliedrului? Cum ele se numesc?
3. Ce se numeste muchia poliedrului? varfurile poliedrului?
4. Ce tipuri de poliedre stiti? Descrieti aceste poliedre.

EXERCITI I—

28.1° In figura 28.13 este dat paralelipipedul dreptunghiular
ABCDA B,C D,. Indicati:
1) bazele paralelipipedului;
2) fetele laterale ale paralelipipedulus;
3) muchiile laterale ale paralelipipedului;
4) muchiile bazei de jos ale paralelipipedului.

B, c, M
A, D,
B;- ------- ---_JC 4 ¢
A = D B
Fig. 28.13 Fig. 28.14

28.2.° In figura 28.14 este desenata piramida MABC. Indicati:
1) baza piramidei;
2) varful piramidei;
3) fetele laterale ale piramidei;
4) muchiile laterale ale piramidei;
5) muchiile bazei piramidei.
28.3." Pe muchia BC a tetraedrului SABC s-a notat punctul D. Care
dreapta este linia de intersectie a planelor: 1) ASD si ABC; 2) ASD
si BSC; 3) ASD si ASC?
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28.4." Punctul M apartine fetei ASC a tetraedrului SABC, punctul
D — muchiei BC (fig. 28.15). Construiti linia de intersectie a pla-
nului ABC si a planului, care trece prin
dreapta SD g1 punctul M.

28.5." Pe muchiile laterale SA si SB ale pi-
ramidei SABCD s-au notat corespunzator
punctele M si K. Construiti punctul de
intersectie al dreptei MK cu planul ABC,
daca dreptele MK si AB nu sunt paralele.

28.6." Pe muchiile laterale SA si SC ale pi-
ramidei SABCD s-au notat corespunzator
punctele M si K. Construiti punctul de Fig. 28.15
intersectie al dreptei MK cu planul ABC,
daca dreptele MK si AC nu sunt paralele.

28.7.° Este dat cubul ABCDA B,C D,. Construiti dreptele, dupa care
planul, ce trece prin punctele A, C si B, intersecteaza fetele cu-
bului.

28.8." Este datd prisma ABCA,B,C, si planul, care trece prin drepte-
le AC, si AB. Construiti dreptele, dupa care planul intersecteaza
fetele prismei.

28.9." Punctul M apartine fetei ASB a tetraedrului SABC, punctul
K — fetei BSC (fig. 28.16). Construiti punctul de intersectie al drep-
tei MK cu planul ABC.

B A D
Fig. 28.16 Fig. 28.17
28.10.” Punctul M apartine fetei ASB a piramidei SABCD, punctul

K — fetei CSD (fig. 28.17). Construiti punctul de intersectie al drep-
tei MK cu planul ABC.
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28.11." Se di piramida SABCD (fig. 28.18). S
Construiti linia de intersectie a planelor
ASB si CSD.

28.12." Se di piramida SABCDE (fig. 28.19).
Construiti linia de intersectie a planelor
ASE si BSC.

28.13.” Pe muchiile AB si CD ale tetrae-
drului DABC sunt notate corespunzator
punctele E si F. Construiti linia de inter- Fig. 28.18
sectie a planelor AFB s1 CED.

28.14." Se da piramida MABCD, punctul K apartine segmentului BD
(fig. 28.20). Construiti linia de intersectie a planelor MCK si MAB.

S
M
C
A B C
D
A
E D

Fig. 28.19 Fig. 28.20

B C

D

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

28.15. Diagonala trapezului isoscel il imparte in doua triunghiuri
isoscele. Gasiti unghiurile trapezului.

29. Amplasarea reciproca a doua drepte
in spatiu

Din cursul de planimetrie stiti ca doua drepte se considera ca se
intersecteaza, daca ele au un singur punct comun. O asemenea defi-
nitie se da dreptelor ce se intersecteazid si in stereometrie.

Stiti de asemenea, ca doua drepte sunt numite paralele, daca ele
nu se intersecteaza. Se poate aceasta definitie sa fie transferata si in
stereometrie?
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Sa ne adresam la figura 29.1 pe care este B, C,
prezentat cubul ABCDA B C D,. Nici una !
din dreptele AB i AA, nu au cu dreapta DC = T
puncte comune. In acest caz dreptele AB si '
DC sunt situate in acelasi plan — in planul S R
ABC, iar dreptele AA, si DC nu sunt situa- Al.-”
te in acelasi plan, adica nu exista plan care D
trece prin aceste drepte.

Exemplul dat aratd ca in stereometrie
pentru doua drepte care nu au un punct co-
mun, existd doua cazuri de amplasare reci-
proca: dreptele se afla in acelasi plan si dreptele nu se afla in acelasi
plan. Pentru fiecare din aceste cazuri vom introduce definitia cores-
punzatoare.

Fig. 29.1

Definitie. Doua drepte in spatiu se numesc paralele daca
ele se afla intr-un plan si nu se intersecteaza.

Daca dreptele a si b sunt paralele, atunci se scrie: a||b.

Definitie. Doua drepte in spatiu se numesc neconcurente
daca ele nu se afla intr-un singur plan.

De exemplu, in figura 29.1 dreptele AB si DC — paralele, iar
dreptele AA, si DC — neconcurente.

Centrul mondial Lemnul de padure Casa din busteni
de cultura si arte, pentru construirea
or. Kiev corabiilor
Fig. 29.2

O imagine intuitiva a dreptelor paralele o dau coloanele cladirii,
lemnul de padure pentru construirea corabiilor, o casa din busteni
(figura 29.2).
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Fig. 29.3

O inchipuire despre dreptele neconcurente ofera firele liniilor de
transmisie electrica, diferite elemente ale constructiilor (figura 29.3).

Deci, exista trei cazuri posibile de amplasare reciproca a doua
drepte in spatiu (figura 29.4):

1) drepte ce se intersecteaza;

2) drepte paralele;

3) drepte neconcurente.

Doua drepte in spatiu |

Y Y

Sunt situate intr-un sunt
plan neconcurente
\
se intersecteaza | | sunt paralele |
Fig. 29.4

Douid segmente se numesc paralele (neconcurente), daca ele
sunt situate pe drepte paralele (neconcurente).
De exemplu, muchiile AA, si BB, ale pris-

A, Bi mei triunghiulare ABCA B, C, (fig. 29.5) sunt
v paralele, iar muchiile AC si BB, — neconcuren-
te.

Teorema 29.1. Prin doud drepte pa-
A B ralele trece un plan si numai unul singur.

Demonstratie. Fie date dreptele paralele
C a si b. Demonstrati, ca exista aga un plan unic
Fig. 29.5 (0 incat a ¢ o sl b c a.
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Existenta unui plan o, care trece prin dreptele a si b, rezulta din
definitia dreptelor paralele.

Daca admitem, ca exista un alt plan, care trece prin dreptele a si
b, atunci prin dreapta a si un punct al dreptel b vor trece doua pla-
ne Eliferite, cea ce contrazice teoremeil 27.1. <«

In punctul 27 erau indicate trei moduri de definire a planului.
Teorema 29.1 poate fi consideratd ca incd un mod de a determina
planul — cu ajutorul a doua drepte paralele.

A stabili paralelismul a doua drepte, care se afld intr-un plan, se
poate cu ajutorul a bine cunoscutelor criterii de paralelism a doua
drepte din cursul de planimetrie. Dar cum de stabilit daca doua drep-
te sunt neconcurente? Raspunsul la aceasta intrebare da urmatoarea
teorema.

Teorema 29.2 (criteriul dreptelor neconcuren-
te). Dacd una din doua drepte se afld intr-un plan, iar cea
de-a doud intersecteazd acest plan intr-un punct, care nu apar-
tine primei drepte, atunci dreptele date sunt neconcurente
(fig. 29.6).

D
\b
o \ A C
\ B
Fig. 29.6 Fig. 29.7

in figura 29.7 muchiile AB si DC ale tetraedrului DABC sunt
neconcurente. Intr-adevar, dreapta DC intersecteaza planul ABC in
punctul C, care nu apartine dreptei AB. Deci, conform criteriului
dreptelor neconcurente, dreptele AB si DC sunt neconcurente.

p -
(
. Care doua drepte in spatiu se numesc paralele? neconcurente?

. Care sunt cazurile de amplasare reciproca a doua drepte in spatiu?

. Care doua segmente sunt numite paralele? neconcurente?

. Formulati teorema despre planul, care este dat de doua drepte paralele.
. Formulati criteriul dreptelor neconcurente.

a b ODN-=
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WEXERCIIII E

29.1.° Se da cubul ABCDA B,C D, (fig. 29.8). Numiti muchiile lui:
1) paralele cu muchia CD; 2) neconcurente cu muchia CD.

Bl C S
1
Aif——D,
el c
A D A D
Fig. 29.8 Fig. 29.9

29.2.° Indicati modele de drepte neconcurente, folosind obiecte din
clasa.

29.3.° Se da piramida SABCD (fig. 29.9). Numiti muchiile piramidei
care sunt neconcurente cu muchia SA.

29.4.° Este dat paralelipipedul dreptunghiular ABCDA B ,C D,
(fig. 29.10). Indicati amplasarea reciproca a dreptelor:

1) BC 5i AC; 3) BD si CC;; 5) DC, si BB
2) ABsi CD; 4) AB, si DC,; 6) AA, si CC,.
D
B
l.l D Cl
A1 < I: 1
Il*~:~~~~~ C
,:'@i::---::: o A r
A”’ Sso
D B
Fig. 29.10 Fig. 29.11

29.5.° Este oare corecta afirmatia:
1) doua drepte, care nu sunt paralele, au un punct comun;
2) doua drepte, care nu sunt neconcurente sunt situate intr-un
plan;
3) doua drepte sunt neconcurente, daca ele nu se intersecteaza si
nu sunt paralele?

29.6.° Se da cubul ABCDA B C D, (fig. 29.8). Demonstrati, ca dreptele
AA, si BC sunt neconcurente.
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29.7.° Triunghiurile ABC si ADB sunt situate in plane diferite
(fig. 29.11). Care este amplasarea reciproca a dreptelor AD si BC?
Argumentati raspunsul.

29.8." Cum poate fi amplasarea reciproci a dreptelor b si ¢, daca:
1) dreptele a si b se intersecteaza, iar dreptele a si ¢ sunt paralele;
2) dreptele a si b sunt paralele, iar dreptele a i ¢ sunt neconcu-
rente?

29.9." Cate plane pot fi date cu trei perechi de drepte paralele doua
cate doua? Faceti un desen.

29.10." Capatul A al segmentului AB apartine planului a. Prin punc-
tul B si punctul C care apartin segmentului AB, sunt duse drepte
paralele care intersecteaza planul o corespunzétor in punctele B,
siC..

1) (]}rasm segmentul BB, dacd punctul C este mijlocul segmentului
AB si CC, =5 cm.
2) Gasiti segmentul CC,, daca AC : BC=3: 4 si BB, =28 cm.

29.11." Capéatul C al segmentului CD apartine planului B. Pe seg-
mentul CD este notat punctul E astfel, ca CE =6 cm, DE =9 cm.
Prin punctele D si E sunt duse drepte paralele, care intersecteaza
planul B in punctele D, si E, corespunzator. Gasiti segmentul DD ,
daca EE, = 12 cm.

29.12.” Pe segmentul AB, care nu intersecteaza planul o, este no-
tat punctul C astfel,cd AC=4 cm, BC =8 cm. Prin punctele A,
B si C sunt duse drepte paralele, care intersecteaza planul o in

punctele A, B, si C, corespunzator. Gasiti segmentul A C,, dacd
B.C =10 cm.

29.13. Punctul C — mijlocul segmentului AB, care nu intersecteaza
planul B. Prin punctele A, B si C sunt duse dreptele paralele, care
intersecteaza planul B corespunzator in punctele A, B, si C,. Gasiti
segmentul AA , daca BB, =18 cm, CC, = 15 cm.

29.14." Prin capetele segmentulul AB, care intersecteaza planul o, si
mijlocul segmentului C sunt duse drepte paralele, care intersec-
teaza planul o in punctele A, B, si C, corespunzator (fig. 29.12).
Gasiti segmentul CC,, daca AA =16 cm BB, =8 cm.

29.15." Triunghiul ABC nu are puncte A
comune cu planul o. Segmentul BM —
mediana triunghiului ABC, punctul

O — mijlocul segmentului BM. Prin /
punctele A, B, C, M si O sunt duse /41/ C1N /B/
[0 Il Il \\ I'
VA

dreptele paralele, care intersecteaza
planul o respectlv in punctele A,
M, si O,. Gasiti segmentul
BB (iaca AA, = 17 cm, CC =13 cm,
00 =12 cm. Fig. 29.12
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EXERCITII PENTRU REPETARE IS

29.16. Punctul E — mijlocul medianei BM al triunghiului ABC. Dreap-
ta AE intersecteaza latura BC in punctul K. Aflati raportul in care
punctul K imparte segmentul BC, socotind de la varful B.

30. Paralelismul dreptei si a planului

B, Stiti deja doud cazuri posibile de amplasare
f 1 reciproca a dreptei si a planului:
E D, 1) dreapta apartine planului, adica toate
' punctele dreptei apartin planului;
B:_L.. )¢ 2) dreapta intersecteaza planul, adici dreap-
Al ta are un singur punct comun cu planul.
A D Este clar ca este posibil g1 al treilea caz,
Fig. 30.1 atunci cand dreapta si planul nu au puncte co-
mune. De exemplu dreapta care contine muchia
A, B, a cubului ABCDA B,C, D , nu are puncte comune cu planul ABC
(fig. 30.1).
Definitie. Dreapta si planul se numesc paralele daca ele
nu au puncte comune.

A,

Daca dreapta a si planul o sunt paralele, atunci se scrie: a || a.
De asemenea se spune ca dreapta a este paralela cu planul o, iar
planul o paralel cu dreapta a.

O imagine intuitiva a unei drepte paralele cu un plan, dau unele
echipamente sportive, de exemplu, paralele sunt paralele la planul
podelii (fig. 30.2). Un alt exemplu este burlanul: el este paralel cu
planul peretelui (fig. 30.3).

Fig. 30.2 Fig. 30.3
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Este dificil sa se determine daca dreapta si planul sunt paralele,
cu ajutorul definitiei. Este mult mai efectiv sd ne folosim de o astfel
de teorema.

Teorema 30.1 (criteriul de paralelism al drep-
tei si a planului). Dacd dreapta, care nu apartine pla-
nului dat este paraleld cu orice dreaptd care apartine planului
dat, atunci dreapta datd este paraleld cu insusi planul.

De exemplu, in figura 30.1 dreptele A B, si AB contin laturile
opuse ale patratului ABB A . Aceste drepte sunt paralele. Deoarece
AB < ABC, atunci in virtutea criteriului de paralelism al dreptei si
a planului AIB1 || ABC.

Segmentul se numeste paralel la plan, daca el apartine dreptei,
paralele cu acest plan. De exemplu, muchia AB a cubului este para-
leld cu planului CDD, (fig. 30.1).

Voi puteti stabili paralelismul a doua drepte cu ajutorul teoreme-
lor-criterii cunoscute din planimetrie. S& examindm teoremele care
descriu conditiile suficiente pentru paralelismul a doua drepte in spa-
tiu.

Teorema 30.2. Dacd planul trece prin dreapta datd, para-
lela cu alt plan si intersecterazd acest plan, atunci dreapta de
intersectie a planelor este paraleld cu acestd dreaptd.

in figura 30.4, dreapta a este paralela cu planul o. Planul B trece
prin dreapta a si intersecteaza planul o printr-o dreapta b. Atunci

N
LN A==/

Fig. 30.4 Fig. 30.5

Teorema 30.3. Daca prin fiecare din cele douad drepte pa-
ralele este dus cate un plan, totodata aceste plane se intersec-
teazd dupa o dreaptd diferitd de cele doud, atunci dreapta de
intersectie a planelor este paraleld cu fiecdre din cele doud
drepte date.

In figura 30.5 dreptele a si b sunt paralele, planul o trece prin
dreapta a, iar planul B — prin dreapta b, af1f=c. Atunci ¢ || a
sicll b

Teorema 30.4. Doud drepte paralele cu a treia dreapta
sunt paralele intre ele.
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O—w Problema. Demonstrati, ca daci dreapta este paralela cu
fiecare din doua plane care se intersecteaza, atunci ea este paralela
cu dreapta de intersectie a lor.

Rezolvare. Fie ca se da dreapta a si planele
Bl o sipastfel, ca alla, allp, anB=>b (fig. 30.6).
Sa demonstram, ca a||b.
b n In planele a s1 B se vor gasi corespunzator ast-
m fel de drepte m si n, cd& m||a si n| a. Daca cel
putin una din dreptele m si n coincide cu dreapta

Soo| po b, atunci afirmatia problemei este demonstrata.
N |a Daca fiecare din dreptele m si n difera de dreap-
ta b, atunci conform teoremei 30.4 obtinem, ca
Fig. 30.6 m || n.

Folosind teorema 30.3, ajungem la cocluzia, ca
blln. Dar nlla, deci a|b. <

‘l) -

1.Tn ce caz dreapta si planul sunt numite paralele?

2. Formulati criteriul de paralelism al dreptei si a planului.

3. Care segment se numeste paralel cu planul?

4. Formulati teorema care descrie conditia suficienta a paralelismului a doua
drepte in spatiu.

EXERCITIl "

30.1.° Indicati intre obiectele care va incojoara, modele de plan si
dreapta care 11 este paralela.

30.2.° Se da cubul ABCDA B ,C D, (fig. 30.7). Cu planurile caror fete
ale cubului sunt paralele muchiile: 1) AD; 2) C D ; 3) BB?

30.3.° Se da paralelipipedul dreptunghiular ABCDA B C D, (fig. 30.8),
punctele E si F' — mijlocurile muchiilor CC, si DD, corespuzator.

Scrieti fetele paralelipipedului cirora le este paraleld dreapta:
1) AB; 2) CC; 3) AC; 4) EF.

B, C, B, C
1
41D, A D, ¢E
] ]
| o Bhe By )
A D A" D
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30.4.° Dreapta a este paralela cu planul a. Este corecta afirmatia, ca
dreapta a este paralela oricarei drepte care apartine planului o?

30.5.° Se dau dreptele a si b si planul o. Este oare corecta afirmatia:
1) daca a || aasid || o atunci a || b;
2) dacd a || bsibc a, atunci a || o?

30.6.° Dreapta a si planul o sunt paralele cu dreapta b. Care poate
fi amplasarea reciproca a dreptei a si a planului o?

30.7.° Dreptele a si b se intersecteaza, iar planul o este paralel cu
dreapta a. Care poate fi amplasarea reciproca a dreptei b si a
planului o?

30.8." Punctele M si K — mijlocurile corespunzitoare ale laturilor AB
s1 BC ale triunghiului ABC. Punctul D nu apartine planului ABC.
Demonstrati, ca MK || ADC.

30.9.” Punctele E si F — mijlocurile corespunzatoare ale laturilor la-
terale AB si CD ale trapezului ABCD. Dreapta EF este situata pe
planul o, diferit de planul trapezului. Demonstrati, ca dreptele AD
si BC sunt paralele cu planul o.

30.10." Segmentele BC si AD — bazele trapezului ABCD. Triunghiul
BMC si trapezul ABCD nu sunt situate pe un plan (fig. 30.9). Punc-
tul £ — mijlocul segmentului BM, punctul F — mijlocul segmentului

CM. Demostrati, cd EF || AD.

Fig. 30.10

30.11." Paralelogeramele ABCD si AMKD
nu sunt situate pe un plan (fig. 30.10).
Demonstrati, ca patrulaterul BMKC

este paralelogram. / A, M c /
l' 1
30.12."Planul o este paralel cu latura AC a a_ s S

triunghiului ABC, intersecteaza laturile A

AB si BC in punctele A, si C, corespu- C
zator (fig. 30.11). Aflati segmentul A C,,

dacd AC =18 cm si AA :AB=7:5. Fig. 30.11
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30.13." Planul o care este paralel cu latura AB a triunghiului ABC,
intersecteaza laturile AC si BC in punnctele E si F corespunzator.
Gasiti raportul AE : EC, daca CF : CB=3 : 11.

30.14.” Varfurile A si C ale triunghiului ABC apartin planului o,
iar varful B nu apartine acestui plan. Pe laturile AB si BC sunt
notate corespunzator punctele E si F astfel, ca BA : BE = BC : BF.
Demonstrati, ca dreapta EF este paralela cu planul o.

30.15.” Punctul M — mijlocul laturii AB a triunghiului ABC. Planul o
trece prin punctul M paralel la dreapta AC si intersecteaza latura
BC in punctul K. Demonstrati, cid punctul K — mijlocul laturii BC.
Aflati aria patrulaterului AMKC, daca aria triunghiului ABC este
egald cu 28 cm?.

30.16." Pe muchia CC, a paralelipipedului dreptunghiular
ABCDA B,C D, este notat punctul M (fig. 30.12). Construiti linia
de intersectie a planelor: 1) ADM si BB C; 2) AA M si DCC,.

B, c, x B c,
AT D, AT D,
: M :
Bleceneus F--Je Blecee-n- F--2Jc
A D A D
Fig. 30.12 Fig. 30.13

30.17." Pe muchia A B, a paralelipipedului dreptunghiular
ABCDA,B,C D, este notat punctul K (fig. 30.13). Construiti linia de
intersectie a planelor: 1) CC K si ABB; 2) CDK si ABB,.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

30.18. Laturile latarale ale trapezului dreptunghiular se raporta ca
3 : 5, iar diferenta bazelor este egala cu 16 cm. Aflati aria trape-
zului, daca diagonala cea mai mica este egala cu 13 cm.

31. Paralelismul planelor

Analizam variantele posibile pentru amplasarea reciproca a doua
plane.

Voi stiti, cd doua plane pot avea puncte comune, adica sa se in-
tersecteaze. Este clar ca doua plane ar putea sa nu aiba puncte co-
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mune. De exemplu, planele ABC si A B, C,, care
contin bazele prizmei, nu au puncte comune
(fig. 31.1).

Definitie. Doua plane se numesc pa-
ralele, daca ele nu au puncte comune.

Daca planele o si B sunt paralele, atunci se
scrie: o ||B. De asemenea, este primit sa spu-

nem ca planul o este paralel cu planul B sau
planul B este paralel cu planul o.

O imagine intuitiva a planelor paralele este
data de podul si podeaua camerei; suprafata apei turnata in acvariu
si fundul lui (figura 31.2).

B C

Fig. 31.1

Fig. 31.2

Din definitia planelor paralele rezulta, ca orice dreaptd care se afla
in unul din cele doud plane paralele este paraleld si cu cel de-al doi-

lea plan.

In cazurile, cind este necesar sa se determine daca doud plane
sunt paralele, este convenabil sa folosim o astfel de teorema.

Teorema 31.1 (criteriul de paralelism a doua
plane).Dacd doud drepte care se in-
tersecteatd ale unui plan sunt para-

D, ralele.

Bll C, lele corespunzdtor cu doud drepte din
I alt plan, atunci aceste plane sunt pa-
I
1

B __. ——_Jc De exemplu, in figura 31.3 este repre-
- zentat paralelipipedul dreptunghiular

A D ABCDA B, C,D,. Avem: AA ||DD, si
A B, || D,C,. Atunci dupa criteriul de pa-

Fig. 31.3

ralelism a doua plane AA B, || DD,C,.
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Vom spune, ca doua poligoane sunt paralele, daca ele sunt
situate in doud plane paralele. De exemplu, fetele AA B B si DD ,C,C
ale paralelipipedului dreptunghiular ABCDA B ,C D, sunt paralele
(fig. 31.3).

Sa analizam cateva proprietati ale planelor paralele.

Teorema 31.2. Printr-un punct in spatiu, care nu apartine
planului dat, trece un plan paralel cu planul dat, si numai
unul singur (fig. 31.4).

% //\//A /

Fig. 31.4 Fig. 31.5 F|g. 31.6

Teorema 31.3. Dreptele de intersectie a doud plane para-
lele cu al treilea plan sunt paralele (fig. 31.5).

O-w Problema. Demonstati, ci segmentele dreptelor paralele,
care se contin intre planele paralele, sunt egale.

Rezolvare. Fie ca se dau planele paralele o si f si dreptele pa-
ralele AB si A B, astfel, ca Aea, A €a, Bef, B, € (fig. 31.6). Sa
demonstram, ca AB=A B,.

Dreptele paralele AB si A B, specifici un plan vy, totodata
oNy=AA si BNy =BB,.

Dupa teorema 31.3 obtinem, cad AA, || BB,. Deci, patrulaterul
AA B B — paralelogram. De aici AB=A B,. <

p -

o
1. Care plane se umesc paralele?

2. Formulatii criteriul de paralelism al planelor.
3. In ce caz se spune, c& doud poligoane sunt paralele?
4. Formulati proprietatile planelor paralele.
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EXERCITIl I

31.1.° Este oare corecta afirmatia:
1) daca douda plane sunt paralele, atunci orice dreaptd a unui plan
este paraleld oricarel drepte a celui de-al doilea plan.
2) daca dreapta care se afla intr-un plan este paraleld cu dreapta
din cel de-al doilea plan, atunci planele date sunt paralele?

31.2.° Paralelogramele ABCD si AEFD nu
sunt situate intr-un plan (fig. 31.7). De- E F
monstrati, ca planele ABE si DCF sunt
paralele.

C
31.3.° Se poate oare de afirmat, ca planul A \
o, este paralel cu planul trapezului, daca D
planul o este paralel:
1) cu bazele trapezului;
2) cu laturile laterale ale trapezului?

Fig. 31.7

31.4.° Este oare corecta afirmatia: daca dreptele de intersectie a doua
plane cu al treilea plan sunt paralele, atunci planele date sunt
paralele?

31.5.° Planele a si p sunt paralele. in planul o sunt luate punctele C
si D, iar in planul B — punctele C, si D, astfel, ca dreptele CC, si
DD, sunt paralele. Aflati segmentele DD, si C D,, dacd CD = 12 cm,
CC, =4 cm.

31.6.° Triunghiul ABC se afla in planul o. Prin varfurile lui sunt duse
drepte paralele, care intersecteaza planul P, paralel cu planul o, in
punctele A, B, si C,. Aflati perimetrul triunghiului A B,C,, daca
perimetrul triunghiului ABC este egal cu 20 cm.

31.7." Punctele M, N si K — mijlocurile muchiilor AB , AC si AD ale
tetraedrului DABC. Demonstrati, ca planele MNK si BCD sunt
paralele.

31.8." Pe muchiile DA, DB si DC ale tetraedrului DABC sunt notate
. . DE DF DK
corespunzator punctele E, F' s1 K astfel, ca — = — = ——. Demon-
DA DB DC
stati, ca panele EFK si ABC sunt paralele.
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31.9." Se dau planele paralele o si B. Segmentul AB si punctul C sunt
situate in planul o, punctul D — in planul B (fig. 31.8). Construiti
linia de intersectie: 1) a planului B cu planul ABD; 2) a planului
B cu planul BCD.

/fs/j,-c/ y - 4
A7 S L

Fig. 31.8 Fig. 31.9

31.10." Se dau planele paralele o si B. Punctele M si N sunt situate
in planul o, punctele K si P — in planul B (fig. 31.9). Construiti
linia de intersectie:

1) a planului o cu planul MKP;
2) a planului B cu planul MNK.

31.11." Planele paralele o si B intersecteazi latura BA a unghiului
ABC in punctele A, si A, corespunzator, iar latura BC — in punctele
C, si C, corespunzator. Aflati
1) segmentul A C,, daca A,C, =36 cm, BA, : BA,=5:9;

2) segmentul C,C,, dacd A C, = 14 cm, A,C, = 21 cm, BC, = 12 cm.

31.12.” Planele o si B sunt paralele. Punctele A si B sunt situate in
planul o, punctele C si D — in planul B. Segmentele AC si BD se
intersecteaza in punctul O.

1) Demonstrati, ca 40 _ &
oCc OD
2) Aflati segmentul AB, daca CD =32 cm, AC : AO="17: 3.

31.13." Punctul M apartine muchiei A D, a cubului ABCDA B,C D,.

Construiti linia de intersectie a planelor BDD, si CC M.

31.14." Punctul E apartine muchiei B,C, a cubului ABCDA B CD..
Construiti linia de intersectie a planelor ACC, si BED.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

31.15. Diagonalele patratului ABCD se intersectreaza in punctul O.
Pe segmenntul OC este notat punctul M astfel, ca CM : MO =1 : 2.
Aflati tg ZBMO.
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32. Proiectarea paralela

Numeroase fenomene si procese, pe care le intalnim in viata zi de
zi, servesc ca exemple de transforméri, in care imaginea unei figuri
din spatiu este o figura plata. Unul dintre aceste fenomene poate fi
vazut in vremea insoritd cand obiectul arunca umbra pe o suprafata
plata (figura 32.1). Acest exemplu reprezinta transformarea unei
figuri, numitd proiectare paralela. Cu ajutorul acestei transfor-
mari pe plan se creeaza imaginile figurilor spatiale.

Fig. 32.1 Fig. 32.2

Multe desene din manualul vostru, in care sunt reprezentate figuri
spatiale, pot fi considerate ca umbre pe care le arunca pe planul pa-
ginii obiectele iluminate cu raze paralele.

Sa aflam mai multe despre proiectarea paralela.

Fie ca se da planul o, dreapta [, care intersecteaza acest plan si
figura F (fig. 32.2). Prin fiecare punct al figurii ' ducem o dreapta
paralela cu dreapta [ (daca punctul figurii F apartine dreptei /, atunci
o consideram pe insasi dreapta /). Punctele de intersectie ale tuturor
dreptelor duse cu planul o formeaza o oarecare figura F,. Transfor-
marea descrisd a figurii F' se numeste proiectare paralela. Figura F,
se numeste proiectia paralela a figurei F pe planul o in direc-
tia dreptei l. Figura F| se numeste de asemenea si imaginea figu-
rii F pe planul o in directia dreptei I.

Alegand pozitii favorabile ale planului o i a dreptei [, se poate
obtine o imagine intuitiva a acestei figuri F. Acest lucru este legat cu
faptul ca proiectarea paraleld are o serie de proprietiati minunate (vezi
teoremele 32.1-32.3). Datoritd acestor proprietdti imaginea figurii se
asemana cu insasi figura.

Fie ca se da planul o s1 dreapta [/, care intersecteaza acest plan.
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Daca dreapta este paralela cu dreapta [,
atunci proiectia el pe planul o este un punct
l (fig. 32.3). Proiectia dreptei ! de asemenea
este un punct.
/ \. ;‘ 5, / Daca segmentul este paralel cu dreapta [
o v sau se afla pe dreapta [, atunci proiectia lui
Vo pe planul o este un punct (fig. 32.3).
In teoremele aduse mai jos vom cerceta

Fig. 32.3 drepte si segmente, care nu sunt paralele cu
dreapta [ si nu se afla pe ea.

Teorema 32.1. Proiectia paraleld a dreptei este o dreapta;
proiectia paraleld a segmentului este segment (fig. 32.4).

l

P
Sy (T e

Fig. 32.4 Fig. 32.5 Fig. 32.6

Teorema 32.2. Proiectia paraleld a doud drepte paralele
este sau o dreaptd (fig. 32.5), sau doud drepte paralele (fig. 32.6).
Proiectia paraleld a doud segmente paralele se afld pe o dreap-
td s-au pe drepte paralele (fig. 32.6).

Teorema 32.3. Raportul proiectiilor paralele ale segmen-
telor care se afld pe o dreaptd sau pe drepte paralele, este egal
cu raportul a insesi segmentelor date (fig. 32.7).

Sa cercetam imaginile unor poligoane D
pe planul o in directia dreptei . I B
Daca dreapta [ este paralela cu planul A A A\
poligonului sau apartine planului dat, ¢
atunci imaginea poligonului este un seg- \ w w D1/
ment. o \Al B, ¢; /
Acum, sa analizam cazul cand dreapta !
[ intersecteaza planul poligonului. AB _AB

Din proprietitile proiectarii paralele, ¢D, CD
rezulta ca proiectia paralela a triunghiul
este triunghi (figura 32.8).

Deoarece la proiectarea paraleld se pastreaza paralelismul seg-
mentelor, rezulta ca imaginea paralelogramului (in particular a drept-
unghiului, rombului, patratului) este paralelogram (fig.32.9).

Fig. 32.7
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! . AN
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Fig. 32.8 Fig. 32.9 Fig. 32.10

B
i
1

/

[}

De asemenea din proprietatile proiectarii paralele rezulta, ca ima-
ginea trapezului este trapez.

Proectia paralela a unei circumferinte este o figura, numita elip-
sa (fig. 32.10).

Reprezentarea obiectelor cu ajutorul proiectarii paralele pe larg se
foloseste in diferite ramuri ale industriei, de exemplu, in constructia
de automobile (fig. 32.11).

1410

1554

1305

1. Descrieti transformarea figurii, care se numeste proiectare paralela.
2. Formulati proprietatile proiectarii paralele.
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EXERCITIl "

32.1.° Figura este compusa din treil puncte. Din ce numar de puncte
poate fi formata proiectia paralela a acestei figuri?

32.2.° Poate fi oare proiectia paraleld a doud drepte, care se inter-
secteaza:
1) doua drepte care se intersecteaza;
2) doua drepte paralele;
3) o dreapta;
4) o dreapta si un punct in afara ei?
32.3.° Care figura geometrica nu poate fi proiectie paralela a doua
drepte neconcurente:
1) doua drepte paralele;
2) doua drepte, care se intersecteaza;
3) o dreapta;
4) o dreapta si un punct in afara ei?
32.4.° 1) Pot oare segmentele egale sa fie proiectia paraleld a seg-
mentelor neegale?
2) Pot oare segmetele neegale sa fie proectii paralele a segmentelor
egale?
3) Poate oare proiectia paraleld a segmentului sa fie mai mare
decat segmentul dat?
4) Poate oare proiectia paraleld a dreptei sa fie paralela cu drepta
data?

32.5.° Poate oare figura reprezentata in figura 32.12 sa fie proectia
paralela a triunghiului?

32.6.° Poate oare proiectia paraleld a trapezului sa fie patrulaterul
A, B,C D, unghiurile caruia A, B,, C, si D, corespunzator sunt
egale cu:
1) 10°, 40°, 140°, 170°; 2) 50°, 130°, 50°, 130°?

32.7.° Poate oare proiectia paralela a paralelogramului sa fie patru-
laterul cu laturile 6 cm, 8 cm, 6 cm, 9 cm?

A B, C,
\’?\ E
¢ A D

1 1 Al B1

¢

Fig. 32.12 Fig. 32.13 Fig. 32.14
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32.8." Punctele A,B, si C| sunt proiectii paralele ale punctelor A, B si
C, care sunt situate pe o dreapta (punctul B este situat intre punc-
tele A si C). Gasiti segmentul B,C, , daca AB =8 cm, BC = 6 cm,
A B =12 cm.

32.9." Punctele A,B, si C, sunt proiectiile paralele ale punctelor A,
B si C, care sunt situate pe o dreapta (punctul B, este situat in-
tre punctele A si C). Gasiti segmentul A C, , daca AB =10 cm,
AC=16 cm, B,C, =3 cm.

32.10.” Paralelogramul A B C D, este imaginea dreptunghiului ABCD
(fig. 32.13). Construiti imaginea perpendicularei, duse din punctul
de intersectie al diagonalelor dreptunghiului pe latura BC.

32.11." Triunghiul A B/C, este imaginea triunghiului dreptunghic
ABC cu ipotenuza AB (fig. 32.14). Construiti imaginea perpendicu-
larei duse din mijlocul ipotenuzei pe cateta AC.

32.12." Triunghiul A B C, — imaginea triunghiului ABC. Construiti
imaginea bisectoarei a triughiului ABC, dusa din varful B, daca
AB: BC=1:2.

32.13." Triunghiul A B,C, — imaginea triunghiului isoscel ABC cu
baza AC. Construiti imaginea centrului circumferintei inscrise in
triunghiul ABC, daca AB : AC=5 : 4.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

32.14. In dreptughiul ABCD este cunoscut, ca AB=6cm,
AD =23 cm. Aflati unghiul facut de dreptele AC si BD.

@ UCRAINA ARE TALENTE! IS

Cum trebuie de cladit portocalele intr-o cutie mare, pentru ca sa
incapa in ea cd mai multe? Aceastd intrebare, care la prima vedere
este simpla si neserioasa, are o istorie veche. In a. 1611, astronomul,
matematicianul si filozoful german Iohannes Kepler, cunoscut prin
descoperirea legilor migcarii planetelor ale sistemul Solar, a formulat
problema despre impachetarea optimala a bilelor in spatiu. Keprler a
Inaintat ipoteza, conform careia optimald va fi amplasarea bilelelor
astfel, precum sunt expuse portocalele in magazine sau piete
(fig. 32.15).

Pe parcursul a 400 de ani cel mai de vaza matematicieni au in-
cercat sa argumenteze aceasta presupunere. Ultimul cuvant in aceas-
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ta intrebare a fost spus abia in a. 2017. Demonstrarea ipotezei lui
Kepler, care continea o alegere computationala colosala de variante si
care s-a controlat cu multd migala 19 ani, in sfarsit a fost recunos-
cuta corecta.

Fig. 32.15

Un rol important in aceasta istorie multiseculara l-au jucat tinerii
savanti ucraineni in domeniul matematicii A. Bondarenko, M. Viazov-
sika s1 D. Radcenko, care au invatat la universitatea de stat din Kiev
Taras Sevcenko. In anul 2016 au aparut articolele cu rezolvarea pro-
blemei lui Kepler pentru cazurile spatiului cu dimensionalitatile 8 si
24. Marina Viazovsika, autoarea acestor articole, a fost premiatd cu
premiul Salem. Acest premiu este deosebit de prestigios. Mai presus
este doar premiul lui Fields — analogic premiului Nobel pentru mate-
maticieni.

Acesta este un succes stralucitor al savantilor ucraineni!
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' PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 4 -
[ ]

Principalele axiome ale stereometriei

Al. In oricare punct al spatiului sunt adevarate axiomele plani-
metriel.

A2. Prin oricare trel puncte arbitrare ale spatiului, ce nu apartin
unei drepte, trece un plan, si numai unul singur.

A3. Daca doua puncte ale dreptel apartin planului, atunci si toata
dreapta apartine acestui plan.

A4. Daca doua plane au un punct comun, atunci ele se intersec-
teaza dupa o dreapta.

Planul se defineste univoc de:

1) trei puncte, ce nu se afla pe o dreapta;

2) o dreapta si un punct, care nu-i apartine acestei drepte;
3) doua drepte, ce se intersecteaza;

4) doua drepte paralele.

Amplasarea reciproca a doud drepte in spatiu

Doua drepte se numesc, ca se intersecteaza, daca ele au numai un
singur punct comun.

Doua drepte in spatiu se numesc paralele, daca ele se afla intr-un
plan, si nu se intersecteaza.

Doua drepte in spatiu se numesc neconcurente, daca ele nu se afla
intr-un plan.

Proprietatile dreptelor paralele

Prin doua drepte paralele trece un plan, si numai unul singur.

Criteriul dreptelor neconcurente

Daca una din doua drepte se afld in plan, iar a doua intersectea-
za acest plan intr-un punct, care nu apartine primei drepte, atunci
aceste drepte sunt neconcurente.

Paralelismul in spatiu

O dreapta si un plan se numesc paralele, daca ele nu au puncte
comune.
Doua plane se numesc paralele, daca ele nu au puncte comune.
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Criteriul de paralelism al dreptei si al planului

Daca dreapta, ce nu apartine planului dat, este paralela cu o oa-
recare dreaptd, ce apartine acestui plan, atunci dreapta data este
paralela cu insusi planul.

Conditiile de paralelism a doua drepte in spatiu

Daca planul trece prin dreapta data, care este paralela altui plan,
sl intersecteaza acest plan, atunci dreapta de intersectie a plane-
lor este paralela cu aceasta dreapta.

Daca prin fiecare din doua drepte paralele se duce un plan, si
totodata aceste plane se intersecteaza dupa o dreapta, diferita de
cele doua date, atunci aceasta dreapta este paralela cu fiecare din
cele doua drepte date.

Doua drepte, paralele cu a treia dreapta, sunt paralele intre ele.

Criteriile de paralelism a doua plane

Daca doua drepte, ce se intersecteaza ale unui plan sunt paralele
corespunzator cu doua drepte ale altui plan, atunci acest plane
sunt paralele.

Proprietatile planelor paralele

Printr-un punct al spatiului, care nu apartine acestui plan, trece
un plan, paralel cu planul dat, si numai unul singur.

Dreptele de intersectie a douad plane paralele cu al treilea plan
sunt paralele.

Segmentele dreptelor paralele, care se afla intre planele paralele,
sunt egale.



PERPENDICULARITATEA 5
IN SPATIU

In acest paragraf veti face cunostintd cu notiunea de unghi format de
doua drepte in spatiu, de unghi facut de dreapta si plan, a unghiului
dintre doua plane; veti afla, ce este proiectia ortogonala, veti studia
proprietatile proiectiei ortogonale a poligonului.

33. Unghiul dintre drepte in spatiu

Deoarece doua drepte arbitrare ale spatiului, ce se intersecteaza,
se afla intr-un plan, atunci unghiul dintre ele il vom defini tot asa,
ca si in planimetrie.

Definitie. Unghi dintre doua drepte, ce se inter-
secteaza, se numeste marimea aceluia din unghiuri, creat
la intersectia lor, care nu este mai mare decat 90° (fig. 33.1).

Se considera ca unghiul dintre doud drepte paralele este egal cu
0°. Deci, daca ¢ este unghiul dintre doua drepte, care se afla intr-un
plan, atunci 0° < ¢ < 90°.

Sa introducem notiunea de unghi dintre dreptele neconcurente.

Definitie. Unghi dintre doua drepte neconcuren-
te se numeste unghiul dintre dreptele, care se intersecteaza
si sunt corespunzator paralele cu dreptele neconcurente date.

=T S

Fig. 33.1 Fig. 33.2

Fie ca dreptele a s1 b sunt neconcurente. Prin punctul M al spa-
tiului ducem doua drepte a, si b, astfel, ca a, [la, b ||b (fig. 33.2).
Conform definitiei, unghiul dintre dreptele neconcurente a si b este
egal cu unghiul dintre dreptele a, si b,, ce se intersecteaza.

Apare intrebarea naturala: depinde oare unghiul dintre dreptele
neconcurente a si b de alegerea punctului M? S& dam raspuns la
aceasta intrebare ne ajuta asa o teorema.
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Teorema 33.1. Unghiul dintre doud drepte ce se intersec-
teazd, este egal cu unghiul dintre altele douda drepte, ce se
intersecteaza si sunt corespunzdtor paralele cu cele date.

Folosindu-va de teorema 33.1, se poate arata, ca unghiul dintre
dreptele neconcurente a si b este egal cu unghiul dintre dreptele a si
b, ce se intersecteazd , unde b, || b.

De exemplu, in figura 33.3. este reprezentata prisma triunghiula-
rda ABCA B C,. Unghiul dintre dreptele neconcurente AA, si BC este
egal cu unghiul dintre dreptele BB, si BC, ce se intersecteaza.

Definitie. Doua drepte in spatiu se numesc perpendi-
culare, daca unghiul dintre ele este egal cu 90°.

Mentionam, ca dreptele perpendiculare se pot ori intersecta, sau
sa fie neconcurente.

Daca dreptele a si b sunt perpendiculare, atunci se scrie: a L b.

Doua segmente in spatiu se numesc perpendiculare, daca ele se
afld pe drepte perpendiculare.

De exemplu, muchiile AD si CC, ale cubului ABCDA B C D, sunt
perpendiculare (fig. 33.4). Intr- adevar deoarece DD, ||CC1, atun01 un-

ghiul dintre dreptele AD si CC,| este egal cu unghiul dintre dreptele
AD si DD,. Dar ZADD, = 90°, de aceea AD L CC..

Problema. in figura 33.5 este reprezentat cubul ABCDA B,C D,
Aflati unghiul dintre dreptele A D si D C.

Rezolvare. Sa unim punctele A, si B. Deoarece A D, || BC, de
aceea punctele A, D, C si B se afld intr-un plan. Acest plan inter-
secteaza planele paralele AA B si DD C dupa dreptele paralele A, B
si D C. Deci, unghiul dintre dreptele A D si D C este egal cu unghiul
DA B.

b'nim punctele B si D. Segmentele A D, A B si BD sunt egale ca
diagonale ale patratelor egale. De aici, triunghiul A, BD este echila-
teral. Atunci ZDA B = 60°.

Raspuns: 60°. <

A, C, B, B, C,
C
. ' ! i D,
A, il N
: \‘ U
A C f':-------- C :i—\- ~ [~ C
f” /B \‘~\
B A D A D
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1. Ce se numeste unghi dintre doua drepte, ce se intersecteaza?
2. Cu ce este egal unghiul dintre doua drepte paralele?

3. Ce se numeste unghi dintre doua drepte neconcurente?

4. Care doua drepte in spatiu se numesc perpendiculare?

5. Care doua segmente in spatiu se numesc perpendiculare?

@EXERCITII B

33.1.° Cate drepte in spatiu se pot duce perpendicular la dreapta data
prin punctul: 1) care apartine dreptei date; 2) care nu apartine
dreptei date?

33.2.° Se da cubul ABCDA B, C D, (fig. 33.6). Aflati unghiul dintre
dreptele: 1) CD si BC; 2) AA, si C D; 3) AA, 51 D.C; 4) ACsi B D,;
5) AC, si AC.

33.3.° Se da cubul ABCDA B,C D, (fig. 33.6). Aflati unghiul dintre
dreptele: 1) AB si BB; 2) ABsi B,D; 3) A D si B.C; 4 B D, si CC.

‘s

B, c, E

' D, M /\

]

' B C D A

AN ) P / /
.’ A D

A D C B
Fig. 33.6 Fig. 33.7 Fig. 33.8

4,

33.4.° Punctul M care nu apartine planului dreptunghiului ABCD,
este astfel, ca triunghiul CMD este echilateral (fig. 33.7). Aflati
unghiul dintre dreptele AB si MC.

33.5.° Punctul M nu apartine planului patratului ABCD, ZMBA = 40°,
ZMBC = 90°. Aflati ughiul dintre dreptele: 1) MB si AD; 2) MB
si CD.

33.6." Trapezul ABCD cu bazele AD si BC si triunghiul MEF nu se
afld intr-un plan, punctul £ — mijlocul segmentului AB, punctul F —
mijlocul segmentului CD, ME = FE, Z/MEF = 110°. Gasiti unghiul
dintre dreptele: 1) AD si EF; 2) AD si ME; 3) BC si MF.

33.7." Paralelogramul ABCD si triunghiul AED nu se afli intr-un
plan (fig. 33.8). Aflati unghiul dintre dreptele: 1) BC si AE, daca
ZAED == 70°, ZADE = 30°.
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33.8." Se stie, cda AB 1 AC, AB 1 AD, AC 1 AD (fig. 33.9). Aflati
segmentul CD, dacd BC =17 cm, AB =15 cm, BD = 3429 cm.

Fig. 33.9 Fig. 33.10 Fig. 33.11

33.9." Se stie, ca AB 1 AC, AB 1 AD, AC 1 AD (fig. 33.9). Aflati
segmentul BC, daca CD = 243 cm, BD =12 ¢cm, ZABD = 60°.
33.10.” Fiecare muchie a tetraedrului DABC este egali cu a, punctele

M si K — mijlocurile muchiilor AB si CD corespunzator (fig. 33.10).
Gasiti segmentul MK.

33.11." Punctele E, F, M si K sunt corespunzitor mijlocurile muchi-
ilor AB, BC, AD si BD ale tetraedrului DABC (fig. 33.11). Gasiti
unghiul dintre dreptele EF si MK, daca ZBAC = .

33.12." Diagonalele fetei ABCD ale cubului ABCDA B,C D, se inter-
secteaza in punctul O. Aflati unghiul dintre dreptele OB, si A C,.

33.13." Baza paralelipipedului dreptunghic ABCDA B,C D, este un
patrat, latura caruia este egala cu a. Aflati unghiul dintre drepte-
le AD, si B,C, daca muchia laterala a paralelipipedului este egala

cu a\/g.

@ EXERCITII PENTRU REPETARE IS

33.14. Diagonalele AC si BD ale paralelogramului ABCD sunt egale
corespunzator cu 24 cm si 10 ecm, AD = 13 cm. Aflati perimetrul
paralelogramului.

34. Perpendicularitatea dreptei si a planului

In viata de toate zilele noi vorbim: batul steagului este perpendi-
cular pe suprafata pamantului (fig. 34.1), catargele sunt perpendicu-
lare la suprafata puntii (fig. 34.2), surubul se suceste in scandura
perpendicular la suprafata ei (fig. 34.3) etc.
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Fig. 34.1 Fig. 34.2 Fig. 34.3

Aceste exemple dau o inchipuire despre dreapta, perpendiculara
pe plan.

Definitie. Dreapta se numeste perpendiculara pe
plan, daca ea este perpendiculara pe orice dreapta, ce se afla
in acest plan (fig. 34.4).

Daca dreapta a este perpendiculara pe planul o, atunci se scrie:
a L o. De asemenea este primit de spus, ca planul o este perpendi-
cular pe dreapta a sau dreapta a si planul o sunt perpendiculare.

Din definitie reiese, ca daca dreapta a este perpendiculara pe pla-
nul o, atunci ea intersecteaza acest plan.

Segmentul se numeste perpendicular pe plan, daca el apartine
dreptei, perpendiculare pe acest plan.

De exemplu, intuitiv se intelege, cd muchia AA a paralelipipedu-
lui dreptunghiular ABCDA B,C D, este perpendiculard pe planul
ABCD (fig. 34.5). De demonstrat acest fapt nu este complicat, folosin-
du-ne de asa o teorema.

a

D:Z/ Bl --Jc

| A D
Fig. 34.4 Fig. 34.5

Teorema 34.1 (criteriul de perpendicularitate
a dreptei si a planului). Daca dreapta este perpendi-
culard pe doua drepte, ce se afla in plan si se intersecteazd,
atunci ea este perpendiculard si pe acest plan.
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In figura 34.5 dreapta AA, este perpendlculara
pe doua drepte ce se intersecteazi AB si AD ale
planului ABC. Atunci conform criteriului de per-
pendlcularltate a dreptei si a planului AA, 1 ABC,
deci, s1 muchia AA, de asemenea este perpendlcu
lara pe planul AB

Teorema 34.1 deseori este folosita in practica.
De exemplu, suportul pentru bradul de Anul Nou
are forma unei cruci. Daca bradul se stabileste
astfel, ca tulpina bradului sa fie perpendiculara pe
componentele crucii, atunci bradul este perpendi-
cular pe planul podelei (fig. 34.6).

Sa prezentam inca o teorema, care poate fi con-
Fig. 34.6 sideratd ca inca un criteriu de perpendicularitate
al dreptei g1 a planului.

Teorema 34.2. Dacd una din doud drepte paralele este
perpendiculard pe plan, atunci si a doua dreaptd este perpen-
diculard pe acest plan (fig. 34.7).

De exemplu in figura 34.5 dreapta AA, este perpendiculara pe
planul ABC, iar dreapta CC, este paralela la dreapta AA . Deci, con-
form teoremei 34.2 dreapta CC de asemenea este perpendlculara pe
planul ABC.

a b a b
/ : / / : /
Dacaa || bsial a, Dacaa L asib L o,
atunci b L o atunci a || b
Fig. 34.7 Fig. 34.8

Sa formuldm teorema care este criteriul de paralelism a doua drep-
te.

Teorema 34.3. Dacd doud drepte sunt perpendiculare pe
unul si acelasi plan, atunci ele sunt paralele. (fig. 34.8).

Este adevarata si asa o teorema.

Teorema 34.4. Prin punctul dat se poate duce o singurd
dreaptd, perpendiculara pe planul dat, si numai una.

Problema. Planul o, perpendicular pe cateta AC a triunghiului
dreptunghic ABC, intersecteaza cateta AC in punctul E, iar ipotenu-
za AB — in punctul F (fig. 34.9). Aflati segmentul EF, daca AE : EC =
=3:4, BC=21 cm.
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Rezolvare. Deoarece dreapta AC B C
este perpendiculara pe planul o, atunci
dreapta AC este perpendiculara pe ori-
ce dreapta a acestui plan, in particular,
pe dreapta EF. Dreptele EF si BC se / \_ /

A . . F\ 'E
afla intr-un plan si sunt perpendicula- o \
re pe dreapta AC, de aceea EF || BC. \]A
Din aceasta reiese, ca triunghiurile
AEF si ACB sunt asemenea. Deci, se Fig. 34.9
poate scrie: EF : CB = AE : AC. De aici
EF:21=3:7 EF=9 cm.

Rdaspuns: 9 cm. «

'I) -
¢ 1. Care dreapta se numeste perpendiculara pe plan?

2. Care segment se numeste perpendicular pe plan?

3. Formulati criteriul de perpendicularitate a dreptei si a planului.

4. Formulati teorema despre doua drepte paralele, una din care este per-

pendiculara pe plan.
5. Formulati teorema despre doua drepte, perpendiculare pe unul si acelasi
plan.

EXERCITIl I

34.1.° Dreapta a este perpendiculara pe planul a. Exista oare in pla-
nul o drepte, neperpendiculare pe dreapta a?

34.2.° Dreapta m este perpendiculara pe dreptele a si b ale planul a. Re-
iese oare din aceasta, ca dreapta m este perpendiculara pe planul o?

34.3.° Este oare corectd afirmatia, ca daca dreapta nu este perpendi-
culara pe plan, atunci ea nu este perpendicula-

ra pe nici o dreapta a acestui plan? B C

1 1

34.4.° Se da cubul ABCDA,B,C D, (fig. 34.10). Nu- A ' D,

miti fetele cubului, pe care este perpendiculara ! E

dreapta: 1) AA; 2) AD. BL___l._ c
34.5.° Se dd cubul ABCDA B ,.C D, (fig. 34.10). Nu- 4 - D

miti muchiile cubului, care sunt perpendiculare
pe planul fetei: 1) AA B B; 2) A B.CD,. Fig. 34.10
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34.6.° Este oare corecta afirmatia, ca dreapta este perpendiculara pe
plan, daca ea este perpendiculara:
1) pe o latura si mediana triunghiului, care se afla in acest plan;
2) pe o latura si linia medie a triunghiului, care se afla in acest
plan;
3) pe doua laturi ale trapezului, care se afla in acest plan;
4) pe doua diametre ale circumferintei, care se afla in acest plan?

34.7.° Prin centrul O al triunghiului regulat ABC s-a dus dreapta

DO, perpendiculara pe planul ABC (fig. 34.11). Aflati segmentul
DO, daca AB=6 cm, DA =4 cm.

D B, c,
)
A f——
A C ‘
gl Jo
B A== D
Fig. 34.11 Fig. 34.12 Fig. 34.13

34.8.° Prin centrul O al patratului ABCD s-a dus dreapta MO, per-
pendiculara pe planul patratului (fig. 34.12). Aflati distanta de la
punctul M pana la varful D, dacda AD =4 J2 cm, MO = 2 cm.

34.9." Punctul O — centrul fetei ABCD a cubului ABCDA,B.C D,
muchia caruia este egala cu a (fig. 34.13), Aflati:
1) distanta de la punctul O pana la varful B al cubului;
2) tangenta unghiului dintre dreptele B O si DD..

34.10." Diagonala B, D a paralelipipedului dreptunghic ABCDA B ,C D,
este egala cu 17 cm, iar diagonala AB, a fetei laterale AA B B este
egala cu 15 cm (fig. 34.14). Aflati muchia AD a paralelipipedului.

B, ,
4 £ !
AN B c A B
'I, E \‘ 6] A‘L(
S B0 a D Z
A D

Fig. 34.14 Fig. 34.15 Fig. 34.16
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34.11." Prin varful B al rombului ABCD s-a dus dreapta BE, perpen-
dicularda pe planul rombului (fig. 34.15). Demonstrati, ca dreapta
AC este perpendiculara pe planul BEO.

34.12." Prin varful A al triunghiului dreptunghic ABC (LACB = 90°)
s-a dus dreapta AF, perpendiculara pe planul ABC (fig. 34.16). De-
monstrati, ca dreapta BC este perpendiculara pe planul AFC.

34.13.” Segmentul AB nu intersecteaza planul o. Prin punctele A si
B s-au dus drepte, care sunt perpendiculare pe planul o si-l inter-
secteaza in punctele C si D corespunzator. Aflati segmentul CD,
daca AC =34 cm, BD =18 cm, AB = 20 cm.

34.14." Segmentul AB nu intersecteaza planul o. Prin punctele A si
B s-au dus drepte, care sunt perpendiculare pe planul o si-l inter-
secteaza in punctele A, si B, corespunzator. Aflati segmentul AB,
dacd AA =2 cm, BB, =12 cm, AB, = 10 cm.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

34.15. De la un punct pana la o dreapta sunt duse doua oblice, proiec-
tiile carora pe dreaptd sunt egale cu 5 cm si 9 cm. Gasii distanta
de la punctul dat pana la aceasta dreapta, daca una din oblice este
cu 2 cm mai mare decat alta.

35. Perpendiculara si oblica

Fie ca figura F, este proiectiei paralela a figurii F pe planul o in
directia dreptei I. Daca [ L o, atunci figura F, se numeste proiectia
ortogonala a figurii F pe planul o.
De exemplu, baza ABCD a paralelipipe-
dului dreptunghic ABCDA, B,C D, este pro-
iectia ortogonala a bazei A B,C D, pe planul B, C
ABC in directia AA,. (fig. 35.1). ; !
In cele ce urmeaza, vorbind despre pro- Ai :
iectia figurii, daca nu este conditionat altce- '
va, vom avea in vedere proiectia ortogonala. B aaas L--JC
Fie ca este dat planul o si punctul A, Aé‘?l'
care nu-1 apartine. Prin punctul A s-a dus
dreapta a, perpendiculara pe planul o. Fie Fig. 35.1
ca anNa=B (fig. 35.2). Segmentul AB se
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numeste perpendiculara dusa din punctul A pe planul o, punctul
B — baza perpendicularei. Baza B a perpendicularei AB este pro-
iectia punctului A pe planul o.

a7 @

Fig. 35.2 Fig. 35.3

Notam pe planul o un oarecare punct C, diferit de puctul B. Du-
cem segmentul AC (fig. 35.2). Segmentul AC se numeste oblica, dusa
din punctul A la planul o, punctul C — baza oblicei. Segmentul BC
este proiectia oblicei AC.

Teorema 35.1. Daca dint-un punct sunt duse la plan o
perpendiculard si o oblicd, atunci oblica este mai mare decat
perpendiculara.

O—w Problema 1. Demonstrati, cd daci un punct, ce nu apar-
tine planului poligonului, este egal departat de la varfurile lui, atunci
proectia acestuil punct pe planul pologonului este centrul circumferin-
tel circumscrise lui.

Rezolvare. Sa facem demonstrarea pentru un triunghi. Pentru
alte poligoane demonstrarea va fi analogica.

Fie, cd punctul M nu apartine planului ABC, totodatd MA =
= MB = MC. Coboram din punctul M perpendiculara MO pe planul
ABC (fig. 35.3). Sa demonstram, ca punctul O — centrul circumferin-
tei circumscrise triunghiului ABC.

Deoarece MO 1 ABC, atunci /MOA = /MOB = /MOC = 90°. In
triunghiurile dreptunghce MOA, MOB, MOC cateta MO este comuna,
ipotenuzele sunt egale, deci, aceste triunghiuri sunt egale dupa cate-
ta g1 1potenuza. Din egalitatea acestor tiunghiuri rezulta, ca
OA = OB = OC, adica punctul O — centrul circumferintei circumscrise
triunghiului ABC. <

Mentiondm, ca daca trebuie sa determinam distanta dintre doua
figuri geometrice, incercam sa gasim distanta dintre cele mai apropi-
ate puncte ale lor. De exemplu, din cursul de planimetriei este cunos-
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cut, ca distanta de la un punct, care nu apartine dreptei, pana la
aceasta dreapta se numeste distanta de la punctul dat pana la punc-
tul cel mai apropiat al dreptei, adicad lungimea perpendicularei, cobo-
rate din punct pe dreapta.

Teorema 35.1 arata, ca este rational de primit asa o definitie.

Definitie. Daca punctul nu apartine planului, atunci dis-
tanta de la punct pana la plan se numeste lungimea
perpendicularei coborate din punct pe plan. Daca punctul
apartine planului se consideri, ca distanta de la punct
pana la plan este egla cu zero.

O—w Problema 2. Demonstrati, ci dacd dreapta este paraleld
cu planul, atunci toate punctele dreptei sunt egal departate de la plan.

Rezolvare. Fie A si B — doua puncte ar-
bitrare ale dreptei a care este paralela cu A
planul o. Punctele A, si B, — bazele perpen-
dicularelor, coborate corespunzator din punc- / L/l B /
tele A s1 B pe planul a (fig. 35.4). Sa demon- o A
stram, cd AA, = BB,.

Conform teoremei 34.3 AA, || BB,. Deci, Fig. 35.4
punctele A, A, B,, B sunt situate intr-un
plan. Planul ABB, trece prin dreapta a, paraleld cu planul o si in-

tersecteazd planul o dupd dreapta A B,. Atunci dupd teorema 30.2
obtinem: AB|| A B,. Astfel in patrulaterul AA B B fiecare doua laturi
opuse sunt paralele. Deci, patrulaterul AA B B — paralelogram. De
aici AA, = BB,.

Deoarece punctele A si B sunt alese arbitrar pe dreapta a, atunci
afirmatia problemei este demonstratd. <

Proprietatea demonstratd da posibilitatea de acceptat asa definitii.

Definitie. Distanta de la dreapta pana la planul
paralel ei se numeste distanta de la orice punct al acestei
drepte pana la plan.

Folosind rezultatul, obtinut in problema cheie 2 se poate rezolva
astfel de problema.

O—w Problema 3. Demonstrati, ca daca doua plane sunt para-
lele, atunci toate punctele unui plan sunt egal departate de la alt
plan.

Definitie. Distanta dintre doua plane paralele se
numeste distanta de la orice punct al unui plan pana la alt
plan.
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Rezultatele obtinute in problemele — cheie 2 si 3, se folosesc des
in practica, de exemplu, in constructii (fig. 35.5).

/]
AN

Fig. 35.5 Fig. 35.6

Teorema 35.2 (teorema celor trei perpendicu-
lare) Dacd dreapta, care apartine planului, este perpendicu-
lard pe proiectia oblicei pe acest plan, atunci ea este perpen-
diculard si pe insdsi oblicd. Si invers, dacd dreapta, care
apartine planului este perpendiculard pe oblica ducad la acest
plan, atunci ea este perpendiculard si pe proiectia oblicei pe
acest plan.

Demonstratie. Demonstram prima parte a teoremei.

Fie ca dreapta a, care apartine planului o este perpendiculara pe
proiectia BC a oblicei AC (fig. 35.6). Sa demonstram, cd a L AC.

Avem: AB 1 o, a < o, , deci AB 1 a. Am obtinut, ca dreapta a
este perpendiculara pe doua drepte AB si BC ale planului ABC, care
se intersecteaza; deci, a L ABC. Deoarece AC c ABC, atunci a L AC.

Demonstrarea partii a doua a teoremei este analogica cu demon-
strarea primei parti. <

O-w Problemaia 4. Punctul M nu apartine planului poligonului
convex si este egal departat de la toate dreptele, care contin laturile
lui. Proectia punctului M pe planul poligonului este punctul O, care
apartine poligonului. Demonstrati, ca punctul O — centrul circumfe-
rintei inscrise in poligon.

Rezolvare. Sa facem demonstrarea pentru triunghi. Pentru alte-
le poligoane demonstrarea va fi analogica.
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Coboram din punctul O perpendicularele ON, OK si OE corespun-
zator pe dreptele AB, BC si CA (fig. 35.7). Unim punctul M cu punc-
tele E, K s1 N.

Segmentul ON este proiectia oblicei M
MN pe planul ABC. Conform constructi-
ei ON L AB. Atunci conform teoremei
celor trei perpendiculare obtinem: E

MN 1 AB. A naa
]
NK
B

Analogic se poate demonstra, ca
Fig. 35.7

MK | BC si ME 1 CA. Deci, lungimea
segmentelor MN, MK si ME sunt distan-
tele de la punctul M pana la dreptele
AB, BC si CA corespunzator. Conform
conditiei MN = MK = ME.

In triunghiurile dreptunghice MON, MOK, MOE cateta MO este
comuna, ipotenuzele egale; deci, aceste triunghiuri sunt egale dupa
catetd s1 ipotenuzd. Din egalitatea acestor triunghiuri rezulta, ca
ON = OK = OE.

Lungimea segmentelor ON, OK si OF sunt distantele de la punc-
tul O pana la dreptele, care contin laturile triunghiului ABC. Noi am
aratat, ca aceste distante sunt egale. Deoarece punctul O apartine
triunghiului ABC, atunci punctul O — centrul circumferintei inscrise
in triunghiul ABC.

p -

® 1. Tn ce caz se spune, ca figura F, este proiectia ortogonala a figurii F?

2. Descrieti, care segment se numeste: 1) perpendiculara, coborata din
punct pe plan; 2) oblica, dusa din punct pe plan.

3. Formulati teorema despre perpendiculara si oblica, duse pe plan dintr-un
punct.

4. Ce se numeste distanta de la punct pana la plan? distanta de la dreap-
ta pana la planul paralel ei? distan{a dintre doua plane paralele?

5. Formulati teorema despre cele trei perpendiculare.

B, C,
'+ Dy
EXERCITIl I A '
35.1° In figura 35.8 este desenat cubul ]%)'--- -7C
ABCDA,B,C,D,. Indicati proiectia segmentului A z D

C,D pe planul:
1) ABC; 3) AAB,. Fig. 35.8
2) BB,C;
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35.2.° In figura 35.9 este desenat paralelipipedul dreptunghiular
ABCDA,B,C, D,. Indicati proiectia segmentului DB, pe planul:
1) ABC,; 2) CDD ; 3) AAD,.

1

Fig. 35.9 Fig. 35.10

35.3.° Dintr-un punct la plan sunt duse perpendiculara cu lungimea
de 12 c¢m si oblica cu lungimea 13 cm. Aflati proiectia acestei oblice
pe planul dat.

35.4.° Din punctul A pe planul o sunt duse perpendiculara si oblica
cu lungimea de J7 em. Proiectia oblicei date pe plan este egala
cu v38 cm. Gasiti distanta de la punctul A pana la planul o.

35.5.° Din punctul A s-au dus pe planul o perpendiculara AC si obli-
cele AB g1 AD (fig. 35.10). Gasiti proiectia oblicei AD pe planul o,
daca ZBAC = 45°, AB=8 cm, AD =9 cm.

35.6.° Din punctul M s-au dus pe planul o perpendiculara MH si
oblicele MA si MB (fig. 35.11). Gisiti oblica MA, daci BH =6+/6 cm,
MB =18 cm, /MAH = 60°.

O—w 35.7." Demonstrati, ci oblicele egale, duse la plan dintr-un
punct, au proiectii egale.

O—w 35.8." Demonstrati, ca dacé proiectiile a dou# oblice, duse la plan
dintr-un punct sunt egale, atunci sunt egale si oblicele.

35.9." Distanta dintre dreptele paralele, care apartin corespunzitor

planelor paralele o si B, este egala cu 7 cm. Este oare corecta
afirmatia, ca distanta dintre planele o s1 p este egala cu 7 cm?

35.10." Din punctul M s-au dus la planul o oblicele egale MA, MB,
MC si MD. Pot oare punctele A, B, C si D sa fie varfurile:
1) dreptunghiului; 3) trapezului dreptunghic;
2) rombului; 4) trapezului isoscel?

35.11." in figura 35.12 este desenat patratul ABCD, dreapta NC este
perpendiculard pe plan lui. Demonstrati, ca dreptele BD si NO
sunt perpendiculare.



35. Perpendiculara si oblica 191

M N F
/]\ ‘ B c
71\ TET ¢ E
A H B/ A D A 'D
Fig. 35.11 Fig. 35.12 Fig. 35.13

35.12." In figura 35.13 este desenat rombul ABCD. Dreapta FC este
perpendiculara la planul lui. Demonstrati, ca dreptele AF si BD
sunt perpendiculare.

35.13." In figura 35.14 este reprezentat triunghiul echilateral ABC,
punctul D — mijlocul laturii BC. Drepta AM este perpendiculara
la planul ABC. Demonstrati, ca MD 1 BC.

M A
A
C
D B
B a

Fig. 35.14 Fig. 35.15

35.14." Dreapta AO este perpendiculard pe planul circumferintei cu
centrul O (fig. 35.15). Dreapta a apartine planului circumferintei
s1 se atinge de circumferinta data in punctul B. Demonstrati, ca
AB 1 a.

O—w 35.15." Demonstrati, ca daci punctul apartine dreptei, care este
perpendiculara pe planul poligonului si trece prin centrul circum-
ferintei circumscrise poligonului, atunci acest punct este egal de-
partat de la varfurile poligonului.

35.16." Din punctul A s-au dus la planul o oblicele AB si AC cu lun-
gimea de 25 cm si 17 cm respectiv. Gasiti distanta de la punctul
A pana la planul o, daca proectiile oblicelor date pe acest plan se
raporta ca 5 : 2.

35.17." Din punctul D s-au dus la planul o oblicele DA si DB suma
carora este egala cu 28 cm. Gasiti aceste oblice, daca proectiile lor
pe planul o sunt egale corespunzator cu 9 cm si 5 cm.

35.18." Punctul M este situat la distanta de 6 cm de la fiecare varf al
triunghiului regulat ABC, latura caruia este egala cu 9 cm. Gasiti
distanta de la punctul M pana la planul ABC.
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35.19." Catetele triunghiului dreptunghic ABC (ZACB = 90°) sunt
egale cu 6 cm si 8 cm. Punctul D este indepartat de la fiecare
varf al triunghiului dat cu 13 ecm. Aflati distanta de la punctul D
pana la planul ABC.

35.20." Segmentul BD este perpendicular pe planul triunghiului isos-
cel ABC cu baza AC (fig. 35.16). Construiti perpendiculara, coborata
din punctul D pe dreapta AC.

35.21." Segmentul BD este perpendicular pe planul triunghiului drept-
unghiular ABC cu unghiul drept la varful C (fig. 35.17). Construiti
perpendiculara, coborata din punctul D pe dreapta AC.

D D E
A B B B c
C A C A D
Fig. 35.16 Fig. 3517 Fig. 35.18

35.22."Segmentul BE este perpendicular pe planul rombului ABCD
(fig. 35.18). Construiti perpendiculara, coborata din punctul E pe
dreapta AC.

35.23." Punctul M este egal departat de la toate dreptele, care contin
laturile triunghiului regulat ABC. Proiectia punctului M pe planul
ABC este punctul O, care apartine triunghiului. Gasiti distanta de
la punctul M pana la latura AB, daca distanta de la acest punct
pana la planul ABC este egald cu 32 cm, AB =18 cm.

35.24." Latura rombului este egala cu 10 cm, iar o diagonald — 16 cm.
Punctul M este situat la distanta de 5,2 cm de la fiecare dreapta,
care contine latura rombului. Gasiti distanta de la punctul M pana
la planul rombului.

35.25.” Din punctul M pe planul o sunt duse oblicele MN si MK,
care formeaza cu proiectiile sale pe planul dat unghiuri de 60°.
Gasiti distanta dintre bazele oblicelor date, dacad unghiul dintre
oblice este de 90°, iar distanta de la punctul M pana la planul o

este egala cu V3 em.

35.26.” Din punctul A pe planul o sunt duse oblicele AB si AC care
formeaza cu proiectiile sale pe planul dat unghiuri de 30°. Gasiti
oblicele date si distanta de la punctul A pana la planul o, daca
unghiul dintre proiectiile oblicelor este de 90°, iar distanta dintre
bazele oblicelor este egala cu 6 cm.
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35.27." Segmentul DA — perpendicular pe planul triunghiului ABC,
AB =10 cm, AC = 17 cm, BC = 21 cm. Gasiti distanta de la punc-
tul D pana la dreapta BC, daca distanta de la punctul D pana la
planul ABC este egala cu 15 cm.

35.28." Segmentul AB — diametrul circumferintei cu centrul O, seg-
mentul BC — coarda ei, AB =12 cm, ZABC = 30°. Segmentul AE
este perpendicular la planul circumferintei date. Gasiti distanta
de la punctul E pana pe planul circumferintei, daca distanta de la
punctul E pana la dreapta BC este egald cu 10 cm.

35.29.” Segmentul MA — perpendicular la planul rombului ABCD.
Gasiti distanta de la punctul M pana la dreapta CD, daca

/BAD = 30°, AD = 10 cm, MA =5+/3 cm.

35.30.” Segmentul DA — perpendicular pe planul triunghiului ABC,
ZABC = 120°, AB = 14 cm. Gasiti distanta de la punctul D pana
la planul ABC, daca acest punct este indepartat de la dreapta BC
cu 243 cm.

35.31." Punctul M nu apartine planului triunghiului ABC (LACB = 90°)
s1 este situat la distanta de 25 cm de la fiecare dreapta, care

contine laturile lui. Proiectia punctului M pe planul ABC este punc-
tul O, care apartine triunghiului dat. Punctul de tangenta al ipo-
tenuzei AB cu circumferinta, inscrisa in triunghiului ABC, o im-
parte in segmentele cu lungimile de 3 cm g1 10 cm. Gasiti
distanta de la punctul M pana la planul ABC.

O—w 35.32." Punctul M nu apartine planului poligonului, iar proiec-
tia lui pe planul poligonului este centrul circumferintei inscrise in
poligon. Demonstrati, ca punctul M este egal departat de la laturile
poligonului dat.

35.33." Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 16 cm si 36 cm. Prin
centrul O al circumferintel inscrise in acest trapez la planul lui
este dusa perpendiculara MO. Punctul M este situat la distanta
de 16 cm de la planul trapezului. Gasitti distanta de la punctul M
pana la laturile trapezului.

35.34.” Punctul O — centrul circumferintei inscrise in trapezul ABCD,
BC||AD, AB L AD, CD =12 cm, ZADC = 45°. Segmentul MO —
perpendicular la planul trapezului. Punctul M este indepartat de
la planul trapezului cu 62 cm. Gasiti distanta de la punctul M
pana la laturile trapezului.

35.35.” Se da cubul ABCDA B,C D,. Demonstrati, cd CD, L ABC..
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35.36. Latura triunghiului regulat, circumscris unei circumferinte,
este egala cu 12 cm. Gasiti latura patratului, circumsris circum-
ferintei date.

36. Unghiul dintre dreapta si plan

Stiti ca in vremurile stravechi calatorii se orientau dupa stele. Ei
masurau unghiul care forma cu planul orizontului semidreapta, dusa
din punctul dat pana la corpul ceresc.

Astazi, este de asemenea important ca omul in activitatea sa sa
poatd determina unghiurile sub care unele obiecte sunt inclinate fata
de planul dat (Fig. 36.1).

Fig. 36.1

Aceste exemple aratd ca este rational de introdus notiunea de
unghi dintre dreapta si plan.

Definitie. Daca dreapta este paralela cu planul sau apar-
tine lui, atunci se considera ca unghiul dintre asa o
dreapta si plan este egal cu 0°

Daca drepta este perpendiculara pe plan, se considera, ca
unghiul dintre asa o dreapta si plan este egal cu 90°
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Daca drepta intersecteaza planul si nu este perpendiculara
pe el, atunci unghiul dintre asa o dreapta si plan se
numeste unghiul dintre dreapta si proectia ei pe plan (fig. 6.2).

B, C,
pd AL Dy
7
'l '
v i
— p-” B
A D
Fig. 36.2 Fig. 36.3

Din definitie rezultd, ca dacd ¢ — unghi dintre dreapta si plan,
atunci 0° < ¢ < 90°.

De asemenea se spune, ca dreapta formeaza unghiul ¢ cu planul.

Unghiul dintre segment si plan se numeste unghiul dintre
dreapta care contine acest segment si plan.

De exemplu, consideram cubul ABCDA B ,C D, (fig. 36.3). Unghiul
dintre diagonala AB, al fetei AA B B si planul ABC este egal cu 45°.
Intr-adevar, dreapta AB pr01ectla dreptel AB, pe planul ABC. Atunci
unghiul dintre dreapta AB, si planul ABC este egal cu marimea un-
ghiului B AB. Deoarece patrulaterul AA BB — pitrat, atunci
4B AB = 45°.

O—w Problema. Demonstrati, ci daci dintr-un punct sunt duse
pe plan oblici, care formeaza unghiuri egale cu planul, atunci proiec-
tia punctului dat pe plan este egal departata de la bazele oblicelor.

Rezolvare. Fie ca MA si MB — oblice, care formeaza cu planul
o unghiuri egale, segmentele OA si OB — proiectiile acestor oblice
(fig. 36.4). Sa demonstram, ca OA = OB.

Dreapta OA este proiectia dreptei MA
pe planul a. Deoarece unghiul MAO este
ascutit, atunci el este egal cu unghiul din- M
tre dreptele OA si MA. Deci, marimea un- \
ghiului MAO este egala cu unghiul dintre VAN
oblica MA si planul o. Analogic, se poate / A,C /
demonstra, cd marimea unghiului MBO
este egala cu unghiul dintre oblica Fig. 36.4
MB s1 planul o. Reiesind din conditie
Z/MAO = ZMBO.

Deoarece MO L o, atunci ZMOA = ZMOB = 90°. Obtinem, ca tri-
unghiurile dreptunghice MOA si MOB sunt egale dupa cateta si un-
ghiul ascutit opus. De aici OA = OB. <«




196 § 5. Perpendicularitatea in spatiu

‘l) -

1. Cu ce este egal unghiul facut de dreapta si plan, daca dreapta este pa-
ralela cu planul? dreapta aparfine planului? dreapta este perpendiculara
pe plan?

2. Ce se numeste unghi dintre o dreapta si plan, daca dreapta intersectea-
za planul si nu este perpendiculara pe el?

EXERCITII I
36.1.°Este dat cubul ABCDA B C D,, punctul

O — centrul fetet ABCD (fig. 36.5). Indicati B, Gy
unghiul dintre: A y D
1) dreapta AB, si planul A B,C;; I
2) dreapta AC, si planul ABC; H
3) dreapta AC, si planul CDD; ’Bi"\:_:' ==3C
4) dreapta OA, si planul ABC; A Zo- 7
5) dreapta AC si planul ADD ..
36.2.° Dintrr-un punct la plan sunt duse o per- Fig. 36.5

pendiculard si o oblica, care formeaza cu
planul dat unghiul de 50°. Cu ce este egal
unghiul dintre oblica data si perpendiculara?

36.3.° Din punctul M la planul o sunt duse o perpendiculara MA si
oblica MB, care formeaza cu planul o unghiul @. Aflati: 1) proiec-
tia oblicei MB pe planul o, daca diistanta de la punctul M pana
la acest plan este egald cu d; 2) oblica MB, daca proiectia el pe
planul o este egala cu a.

36.4.° Din punctul A la planul o este dusd o oblica. Cu ce este egal
unghiul dintre oblica i planul o, daca distanta de la punctul A
pana la planul o: 1) este egal cu proiectia oblicei pe planul o; 2)
este de doud ori mai mica decat oblica data?

36.5.°Cate oblici, care formeaza cu planul oo un unghi de 40°, se pot
duce din punctul A, care nu apartine acestui plan?

36.6.° Dreapta MA este perpendiculara la planul ABC (fig. 36.6),
AB=AM=6 cm, AC = 243 cm. Gasiti unghiul, care formeaza cu
planul ABC dreapta: 1) MB; 2) MC.

36.7.° Punctul O — centrul triunghiului regulat ABC (fig. 36.7), la-
tura caruia este egald cu 6 cm. Dreapta MA este perpendiculara
pe planul ABC. Gasiti unghiul dintre dreapta MO si planul ABC,
daca MA =2 cm.
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O—w 36.8." Demonstrati ca oblicele egale, duse la plan dintr-un punct,
formeaza cu acest plan unghiuri egale.

O—w 36.9." Demonstrati, cd daci unghiurile formate cu planul de
oblicele, duse la el dintr-un punct, sunt egale, atunci sunt egale si
insesi oblicele.

36.10." Din punctul M la planul o sunt duse perpendiculara MB si
oblicele MA si MC. Gasiti unghiul dintre dreapta MC si planul o,

dacd MA =5+2 cm, MC = 10 cm, iar unghiul dintre dreapta MA
si planul o este egal cu 45°.

36.11." Din punctul A la planul o sunt duse perpendiculara AH si
oblicele AB si AC, care formeaza cu planul unghiuri egale, cores-

punzéator, cu 45° si 60°. Gasiti segmentul AB, daca AC = 43 cm.

36.12." Din punctul D la planul o sunt duse oblicele DA si DB, care
formeaza cu planul dat unghiuri egale cu 30°. Unghiul dintre pro-
iectiile oblicelor date si planul o este egal cu 120°.Gasiti dinstanta
dintre bazele oblicelor, daca DA = 2 cm.

36.13." Din punctul B la planul o sunt duse oblice BA si BC, care
formeaza cu planul dat unghiuri a cate 45°Distanta dintre bazele
oblicelor este egala cu 16 cm. Gasiti distanta de la punctul B pana
la planul o, daca unghiul dintre oblice este de 60°.

36.14.” Punctul A esge situat la distanta de 3+/3 cm de la planul o.
Oblicele AB si AC formeaza cu planul unghiuri de 60° gi 45° co-
respunzator, iar unghiul dintre oblice este egal cu 90°. Gasiti dis-
tanta dintre bazele oblicelor.

36.15.” Din punctul M la planul o sunt duse oblicele MA si MB. Oblica
MA formeaza cu planul o unghi de 45°, iar oblica MB — unghi de
30°. Gasiti distanta dintre bazele oblicelor, dacdi MA = 6 cm, iar
unghiul dintre oblice este egal cu 45°.

36.16.” Punctul M este situat la distanta de 12 cm de la fiecare varf
al patratului ABCD, unghiul dintre dreapta MA si planul patratu-
lui este egal cu 60°.Gasiti distanta de la punctul M pana la latura
patratului.
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36.17.” Punctul M este egal departat de la laturile patratului ABCD,
latura caruia este egala cu 96 cm sl este situat la distanta de

9 cm de la planul patratului. Gasiti unghiul dintre dreapta MA si
planul patratului.

EXERCITII PENTRU REPETARE NN

36.18. Laturile triunghiului sunt egale cu 2 cm, 27 em si 4/3 cm.
Gasiti unghiul triunghiului opus laturii mijlocii a lui.

37. Unghi diedru. Unghi dintre plane

In figura 37.1 este reprezentata figura, care consta din doua se-
miplane, care au granitd comund. Aceasta figura imparte spatiul in
doua parti, care sunt marcate in figura 37.2 cu
culori diferite. Fiecare din aceste parti impreu-
na cu semiplanele se numeste unghi diedru.
Semiplanele se numesc fete ale unghiului die-
dru, iar granita comuna — muchia unghiului
diedru.

Dupa cum vedem unghiurile diedre «galben»
si «albastru», desenate in figura 37.2, sunt esen-
tial diferite. Aceasta deosebire se exprima prin
asa o proprietate. Pe fetele unghiului diedru
alegem punctele arbitrare M si1 N (fig. 37.3). Segmentul MN apartine
unghiului diedru «galben», iar unghiului diedru «albastru» 11 apartin
numai extremitatile segmentului.

Mai departe spunand «unghi diedru», vom avea in vedere asa un
unghi diedru, care contine orice segment cu extremitatile pe fetele lui

(unghiul diedru «galben»).

Fig. 37.1

A A

Fig. 37.2 Fig. 37.3
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Fig. 37.4

O imagine intuitivad a unghiului diedru este tabla din clasa semi-
deschisa, acoperisul in doua ape, notebook-ul deschis (fig. 37.4).

Unghiul diedru se considera analogul spatial a unghiului de pe
plan.

Voi deja stiti cum de determinat marimea unghiului pe plan. Sa
ne Iinvatam sa determindm marimea unghiului diedru.

Notam pe muchia MN a unghiului diedru un punct arbitrar O.
Prin punctul O in fetele unghiului diedru ducem semidreptele OA si
OB, perpendiculare la muchia MN (fig. 37.5). Unghiul AOB, format
de aceste semidrepte, se numeste unghi liniar al unghiului diedru.
Deoarece MN 1 OA si MN 1 OB, atunci MN 1 AOB. Astfel, daca
printr-un punct arbitrar al muchiei unghiului diedru se duce un plan
perpendicular la muchie, atunci acest plan intersecteazd unghiul die-
dru dupd unghiul liniar al lui.

M
B, C,
a4, LD
[}
[}
[}
L--- .
"'B ¢
A D
Fig. 37.5 Fig. 37.6

Definitie. Marimea unghiului diedru se numeste
marimea unghiului liniar a lui.

Unghiul diedru se numeste ascutit, drept, obtuz sau desfasurat,
daca unghiul liniar a lui respectiv este ascutit, drept, obtuz sau des-
fasurat.

De exemplu, sa cercetam cubul ABCDA,B,C D, (fig. 37.6). Unghiul
diedru cu muchia DD, fetele caruia apartln planelor ADD, si CDD,,
este drept. Intr- adevar deoarece AD L DD, si CD 1 DD,, atunm un
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ghiul ADC — unghi liniar a unghiului diedru cu muchia DD,. Unghiul
ADC este drept.

In urma intersectiei a doua plane se formeaza patru unghiuri die-
dre diferite de cel desfasurat (fig. 37.7). Aici sunt posibile doua cazuri:

1) toate cele patru unghiuri diedre sunt drepte (fig. 37.7, a);

2) din patru unghiuri diedre doua unghiuri egale sunt ascutite si
doua unghiuri egale sunt obtuze (fig. 37.7, b).

/

\\
N

/

a b
Fig. 37.7

In ambele cazuri din patru unghiuri diedre se va gasi asa un
unghi, ca marimea lui nu este mai mare de 90°.

Definitie. Unghi dintre doua plane ce se inter-
secteaza se numeste marimea aceluia din unghiurile diedre
formate, care nu este mai mare de 90°. . Unghiul dintre
doua plane paralele este egal cu 0°

Unghiul dintre un poligon si planul, care nu contine acest
poligon, se numeste unghiul dintre planul, ce contine poligonul si
planul dat.

Unghi dintre doua poligoane, care se
afla in plane diferite, se numeste unghiul
dintre planele, in care se afla aceste poli-
goane.

Problema. Triunghiurile dreptunghi-
ce ABC (LA =90°) si ABM (4B =90°) au
cateta comuna AB (fig. 37.8). Segmentul MB
este perpendicular pe planul ABC. Este cu-
noscut, ca MB=4 cm, AC=6 cm,
MC =10 cm. Gasiti unghiul dintre planele
ABC si AMC.
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Rezolvare. Segmentul BA este proiectia oblicei MA pe planul
ABC. Deoarece BA L AC, in virtutea teoremei despre trei perpendi-
culare MA L AC. Deci, unghiul MAB — unghi liniar al unghiului
diedru cu muchia AC, fetele caruia apartin planelor ABC si AMC.
Deoarece unghiul MAB este ascutit, atunci unghiul dintre planele
ABC si AMC este egal cu marimea unghiului MAB.

Pentru latura AM a triunghiului dreptunghic AMC se poate scrie:

AM =~ MC? — AC*®. De aici AM =+100-36 =8 (cm).
Pentru unghiul MAB a triunghiului dreptunghic MAB se poate

scrie: sin/ZMAB = % De aici sin ZMAB =% si ZMAB = 30°.

Rdaspuns: 30°. <«

Are loc teorema, care stabileste legatura dintre aria poligonului
dat si aria proiectiei lui.

Teorema 37.1 (aria proiectiei ortogonale a po-
ligonului). Aria proectiei poligonuli convex este egald cu
produsul ariei lui si a cosinusului unghiului o facut de poligon
si proiectia lui, unde 0° < o <90°.

Definitie. Doua plane se numesc perpendiculare, daca
unghiul dintre ele este egal cu 90°.

Daca planele o si B sunt perpendiculare, atunci se scrie: oo L .
De asemenea este primit de spus, ca planul o este perpendicular pe
planul B, sau planul B este perpendicular pe planul o.

O reprezentare intuitiva despre planele perpendiculare este data
de planul peretelui si al podului camerei, planul usii si al podelei,
planul plasei si a terenului de tenis (figura 37.9).




202 § 5. Perpendicularitatea in spatiu
/ B, ¢,
L / i
e _———
B ¢
// A D

£ ’
Fig. 37.10 Fig. 37.11

Evident, ca plane perpendiculare in urma intersectiel formeaza
patru unghiuri diedre drepte (fig. 37.10).

Teorema 37.2 (criteriul de perpendicularitate
al planelor). Dacad unul din doua plane trece prin dreapta,
care este perpendiculard pe cel de-al doilea plan, atunci aces-
te plane sunt perpendiculare.

De exemplu, planul fetei AA B B al paralelipipedului dreptunghiu-
lar ABCDA B C D, (fig. 37. 11) este perpendicular pe planul fetei
ABCD. intr- adevar planul AA B, trece prin dreapta AA, care este
perpendiculara pe planul ABC

p |

¢ . Care figura se numeste unghi liniar al unghiului diedru?

. Ce se numeste marime a unghiului diedru?

. Ce se numeste unghi dintre doua plane, care se intersecteaza?
. Cu ce este egal unghiul dintre doua plane paralele?

. Formulati teorema despre aria proiectiei ortogonale a poligonului.
. Care plane se numesc perpendiculare?

. Formulati criteriul de perpendicularitate al planelor.

SO TR WD

EXERCITIl I

37.1.° Aratati pe obiectele care va inconjoara, modele de unghiuri
diedre.

37.2.° Se da cubul ABCDA B,C D, (fig. 37.12).
1) Dintre unghiurile date indicati unghiul liniar al unghiului die-
dru, fetele caruia apartin planelor ABC si AB,C:
a) ZAAB; b) ZAAB; ¢ £ZBDA; d) ZBAB; e ZBDB.
2) Gasiti marimea unghiului diedru dat.
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37.3.°Segmentul AD — perpendiculara pe planul triunghiului regulat
ABC (fig. 37.13), punctul E — mijlocul laturii BC. Dintre unghiu-
rile date indicati unghiul liniar al unghiului diedru, fetele caruia
apartin planelor ABC si BCD:
1) ZABD; 2) ZAED; 3) Z/BAD,; 4) LACD.

37.4.° Pe una dintre fetele unghiului diedru, marimea caruia este ega-
1a cu 30°, este notat punctul A (fig. 37.14). Distanta de la punctul A
pana la muchia unghiului diedru este egald cu 18 cm. Cu ce este
egala distanta de la punctul A pana la a doua fata a unghiului
diedru?

A
L300 F X
B C
_________ B A D
Fig. 37.14 Fig. 3715

37.5.° Pe una din fetele unghiului diedru ascutit este notat un punct,
distanta de la care pana la alta fata este egala cu 43 cm, iar

pana la muchia unghiului diedru — cu 8 cm. Care este marimea
unghiului diedru dat?

37.6.° Dreptunghiurile ABCD si BCEF sunt situate in plane diferite
(fig. 37.15), totodata dreapta AF este perpendiculara pe planul ABC.
Gasiti unghiul diedru fetele caruia contin dreptunghiurile date,

daci AF =415 cm, CD =5 cm.
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37.7.° Triunghiurile ABC si ACD sunt situate in plane diferite
(fig. 37.16), totodata dreapta BD este perpendiculara pe planul
ABC. Gasiti unghiul diedru a carui fete contin triunghiurile date,
daca ZACD=90° BC=6cm, CD=12 cm.

37.8.° Se da planul o si dreapta a, paralela lui. Cate astfel de plane
se pot duce prin dreapta a, ca unghiul @ dintre planul o si planul
dus sa satisfaca conditia:
1) ¢ =90° 2) ¢ = 0% 3) 0° <@ <90°?

37.9.° Segmentul MB — perpendicular pe planul triunghiului echila-
teral ABC (fig. 37.17). Gasiti unghiul dintre planele ABM s1 CBM.

37.10.° °Segmentul CE — perpendicular pe planul patratului ABCD
(fig. 37.18). Gasiti unghiul dintre planele BCE si DCE.

37.11.°Segmentul BK — perpendicular pe planul rombului ABCD
(fig. 37.19), ZABC =100 °. Gasiti unghiul dintre planele ABK
si CBK.

37.12.° Gasiti aria proiectiel poligonului pe un oarecare plan,
daca aria poligonului este egala cu 18+/2 cm?, iar unghiul dintre
planul poligonului si planul de proiectie alcatuieste 45°.

37.13.° Gasiti aria poligonului, daca aria proiectiei sale pe un oareca-
ret plan este egald cu 24 cm?, iar unghiul dintre planul poligonului
s1 planul de proiectie este de 30°.

E K

s ™~

A D A D
Fig. 37.18 Fig. 3719
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37.14.° Aratati pe obiectele care va inconjoara, modele de plane per-
pendiculare.

37.15.° In figura 37.20 este desenat cubul ABCDA,B,C,D,. Determi-
nati, daca sunt oare perpendiculare planele:

1) AB.C, si CDD;; 3) AA C, si ABC;
2) ABC si AB.C;; 4) ACC, si BDD.,.
Bl Cl

a2 NI
Sedde e F

A D
Fig. 37.20 Fig. 37.21

37.16." Pe o fatd a unghiului diedru ascutit sunt notate punctele A si
D (fig. 37.21). Din punctul A au coborat perpendicularele AB si AC
corespunzator pe muchie si pe a doua fatd a unghiului diedru. Din
punctul D, sunt coborate perpendicularele DE si DF corespunzétor,
pe muchie si pe a doua fatd a unghiului diedru. Gasiti segmentul
DE, daca AB =21 ¢cm, AC =12 cm, DF = 20 cm.

37.17." Pe o fatd a unghiului diedru ascutit sunt notate punctele A si
B, departate de la cea de-a doua fata cu 14 cm si 8 cm corespunza-
tor. Distanta de la punctul A pana la muchia unghiului diedru este
egala cu 42 cm. Gasiti distanta de la punctul B pana la muchia
unghiului diedru.

37.18." Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 10 cm si 18 cm, iar latu-
ra laterala — 8 cm. Gasiti aria proiectiei trapezului dat pe planul o,
daca unghiul dintre planul trapezului si planul o este egal cu 30°.

37.19." Prin una din laturile rombului, diagonalele ciruia sunt egale
cu 6 cm si 12 em, este dus planul o, care formeaza cu planul rombu-
Iui un unghi de 30°. Aflati aria proiectiei rombului dat pe planul o.

37.20.” Punctul B este situat in interiorul unghiului diedru si este
departat de la fetele lui cu V2 em si J3 cm, 1ar de la muchie — cu
2 cm. Gasiti unghiul diedru dat.

37.21.” Punctul C este situat in interiorul unghiului diedru. Unghiul

dintre perpendicularele coborate din punctul C pe fetele unghiului
diedru este egal cu 110°. Gasiti unghiul diedru dat.
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37.22.” Pe fetele unghiului diedru, care este egal cu 45° sunt duse
drepte, paralele cu muchia lui si indepartate de la muchie cu
242 em s1 3 cm corespunzator. Gasiti distanta dintre dreptele pa-
ralele date.

37.23." Planul o intersecteaza fetele unghiului diedru dupa dreptele
paralele m si n. Distanta de la muchia unghiului diedru pana la
dreapta m este egala cu 3 cm, pana la dreapta n — 5 cm, iar distan-
ta dintre dreptele m si n este de 7 cm. Gasiti unghiul diedru dat.

37.24.” Planele dreptunghiurilor ABCD si CBFE sunt perpendiculare
(fig. 37.22). Gasiti distanta de la punctul E pana la dreapta AD si
distanta de la punctul D pana la dreapta BF, daca AB = BF = 5 cm,
BC =12 cm.

D
F E ()
B C A 7B
A D
C
Fig. 37.22 Fig. 37.23

37.25.” Planele triunghiurilor regulate ABC si ADC sunt perpendicu-
lare. Gasiti unghiul dintre dreapta BD si planul ABC.

37.26.” Triunghiurile isoscele dreptunghice ABC si ADC au ipotenuza
AC comuna cu lungimea de 6 cm, iar planele lor sunt perpendicu-
lare (fig. 37.23). Aflati distanta dintre punctele B si D.

37.27." Capetele segmentului apartin la doui plane perpendiculare,
iar distantele de la capetele segmentului pana la linia de intersectie
a planelor sunt egale cu 15 cm g1 16 cm. Distanta dintre bazele
perpendicularelor, duse din capetele segmentului pe linia de inter-
sectie a acestor plane, este egald cu 12 cm. Gasiti segmentul dat.

37.28.” Punctele A si B sunt situate in planele perpendiculare o si B
corespunzator. Din punctele A si B sunt coborate perpendicularele
AC si BD pe linia de intersectie a planelor o si . Gasiti distanta
de la punctul B pana la linia de intersectie a planelor a si p, daca
distanta de la punctul A pana la aceasta linie este egala cu 9 cm,

AB =17 cm, CD =12 cm.
37.29.” Planele o si B sunt perpendiculare. Punctul A este situat in
planul o, iar punctul B — in planul p. Punctul A este departat de
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la linia de intersectie a planelor o si B cu 5 cm, iar punctul B — cu
5/2 cm. Gasiti unghiul dintre dreapta AB si planul o, dacd un-
ghiul dintre dreapta AB si planul § este egal cu 30°.

37.30.” Capetele segmentului cu lungimea de 6 cm apartin la doua
plane perpendiculare, iar distantele de la capetele segmentului

pana la linia de intersectie a planelor sunt egale cu 3 cm g1 3 V3 cem.
Aflati unghiurile, pe care le face acest segment cu planele date.

37.31." Planele trapezelor ABCD si AEFD cu baza comund AD
sunt perpendiculare, ZBAD = Z/EAD = 90°, ZADC = ZADF = 60°,
CD =4 cm, DF =8 cm. Aflati distanta dintre: 1) dreptele BC si
EF; 2) punctele C si F.

37.32." Planul patratului ABCD si planul dreptunghiului AEFD sunt
perpendiculare. Aflati distanta dintre dreptele BC si EF, daca aria
patratului este egald cu 25 cm?, iar aria dreptunghiului — 60 cm?.

37.33." Muchia DA a tetraedrului DABC este perpendiculard pe pla-
nul ABC (fig. 37.24), AB=BC = AC =8 cm, BD =47 cm. Gasiti
unghiul diedru, fetele caruia contin triunghiurile ABC si BCD.

D D
A C A B
<L
B C

Fig. 37.24 Fig. 37.25

37.34.” Muchia DB a tetraedrului DABC este perpendiculara pe pla-
nul ABC (fig. 37.25), ZACB = 90°, AC = BC =7 cm, AD =7+/5 cm.
Gasiti unghiul diedru, fetele caruia contin triunghiurile ABC si
ACD.

37.35." Punctul M este mijlocul muchiei CC, a cubului ABCDA,B,C/D,.
Aflati unghiul dintre planele BMD si A BD.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

37.36. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 15 cm si 25 cm, iar
mediana, dusa la a treia latura este egala cu 16 cm. Aflati a treia
latura a triunghiului.
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Y

PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL'5 i

Unghiul dintre drepte in spatiu

Unghiul dintre dreptele, ce se intersecteaza, se numeste marimea
aceluia din unghiurile, create la intersectia lor, care nu este mai
mare de 90°.

Se considerd, ca unghiul dintre doud drepte paralele este egal
cu 0°.
Unghiul dintre doua drepte neconcurente se numeste unghiul din-

tre dreptele, care se intersecteaza si respectiv sunt paralele cu
dreptele neconcurente date.

Doua drepte in spatiu se numesc perpendiculare, daca unghiul
dintre ele este egal cu 90°.

Perpendicularitatea dreptei si a planului

Dreapta se numeste perpendiculara pe plan, daca ea este perpen-
diculara la orice dreapta, ce apartine acestul plan.

Daca dreapta este perpendiculara pe doua drepte, ce se afla intr-un
plan si se intersecteaza, atunci ea este perpendiculara si pe acest
plan.

Daca una din doua drepte paralele este perpendiculara pe un plan,
atunci si a doua dreapta este perpendiculara pe acest plan.

Daca doua drepte sunt perpendiculare pe unul si acelasi plan,
atunci ele sunt paralele.

Printr-un punct dat se poate duce o dreaptd, perpendiculara la
planul dat, i numai una singura.

Proiectia ortogonala a figurii

Fie ca figura F| este proiectia paraleld a figurii F' pe planul o
in directia /. Daca I L o, atunci figura F, este numita proiectia
ortogonala a figurii F pe planul o.

Distanta de la punct pana la plan

Daca punctul nu apartine planului, atunci distanta de la punctul
dat pana la plan se numeste lungimea perpendicularei, coborate
din acest punct pe plan. Daca punctul apartine planului, atunci
se considera ca distanta de la punct pana la plan este egald cu
Z€ro.
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Distanta de la dreapta pana la planul, paralel ei
Distanta de la o dreapta pana la planul, paralel ei, se numeste
distanta de la orice punct al acestei drepte pana la plan.
Distanta dintre doua plane paralele

Distanta dintre doua plane paralele se numeste distanta de la
orice punct al unui plan pana la alt plan

Teorema celor trei perpendiculare
Daca dreapta care apartine unui plan, este perpendiculari pe pro-
iectia unei oblice pe acest plan, atunci ea este perpendiculara si
pe insasi oblica datd. Si invers, daca dreapta, care apartine pla-
nului, este perpendiculara pe oblica dusa la acest plan, atunci ea
este perpendiculara si pe proiectia ei pe acest plan.

Unghiul dintre o dreapta si plan

Daca dreapta este paralela cu planul sau 1i apartine lui, atunci se
considera ca unghiul dintre o astfel de dreapta si plan este egal
cu 0°.
Dacéa dreapta este perpendiculara pe plan, atunci se considera ca
unghiul ficut de o astfel de dreapta si plan este egal cu 90°.
Daca dreapta intersecteaza planul si nu este perpendiculara pe el,
atunci unghiul dintre o astfel de dreaptd si plan se numeste un-
ghiul dintre dreapta si proiectia ei pe acest plan.

Marimea unghiului diedru

Marimea unghiului diedru se numeste marimea unghiului liniar
al lui.

Unghiul dintre doua plane, ce se intersecteaza

Unghiul dintre doua plane, ce se intersecteaza, se numeste mari-
mea acelui unghi din unghiurile diedre create, care nu este mai
mare de 90°.

Aria proiectiei ortogonale a poligonului

Aria proiectieil ortogonale a poligonului convex este egala cu pro-
dusul ariei lui si a cosinusului unghiului o dintre poligon si pro-
iectia lui, unde 0° < o° < 90°.

Plane perpendiculare

Doua plane se numesc perpendiculare daca unghiul dintre ele este
egal cu 90°.

Criteriul de perpendicularitate al planelor

Daca unul din plane trece printr-o dreapta, perpendiculara pe alt
plan, atunci aceste plane sunt perpendiculare.



COORDONATE 6
SI VECTORI IN SPATIU

In acest paragraf voi o si face cunostintd cu sistemul cartezian de
coordonate n spatiu, o sa va invatati a afla coordonatele punctelor in
spatiu, lungimea segmentului si coordonatele mijlocului lui.

O sa generalizati si extindeti cunostiniele voastre despre vectori.

38. Sistemul cartezian de coordonate in spatiu

In clasele anterioare ati facut cunostinta cu sistemul rectangular
de coordonate pe plan — acestea-s doua drepte de coordonate perpen-
diculare cu origine comuna de referinta (fig. 38.1).

y;\§ ZA
Y
1% E
(=) Y
21§
11 8 E
< Axa absciselor g
—t—t —t—> 3
-3 2-10| 1 2 3 * Axa ordonatelor Y
yo .
-2+ &
S
K>
-3+ W
X
Fig. 38.1 Fig. 38.2

Sistemul de coordonate se poate introduce si in spatiu.

Sistem rectangular de coordonate in spatiu se numeste trei
drepte de coordonate reciproc perpendiculare doua cate doua cu ori-
gine comuna de referinta (fig. 38.2). Punctul, in care se intersecteaza
cele trei drepte de coordonate, se inseamna cu litera O. El se numes-
te originea de coordonate. Dreptele de coordonate se inseamna cu
literele x, y si z, ele se numesc respectiv axa absciselor, axa ordo-
natelor si axa aplicatelor.
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Planele, care trec prin perechile dreptelor de coordonate x si y, x
sl z, y sl z, se numesc plane de coordonate, ele se inseamna cores-
punzator xy, xz, yz (fig. 38.3).

Spatiul in care este dat sistemul de coordonate, se numeste spatiu
de coordonate. Daca axele de coordonate sunt insemnate cu literele
X, Yy, z, atunci spatiul de coordonate se inseamna xyz.

Din cursul de planimetrie cunoasteti, ca fiecarui punct M al pla-
nului de coordonate xy 1 se pun in corespondenta doua numere ordo-
nate (x, y,), care sunt numite coordonatele punctului M. Se inseamna
astfel: M (x; y).

Analogic fiecarui punct M al spatiului de coordonate i se pune in
corespondenta tripletul de numere ordonate (x, y, z), care este deter-
minat astfel. Ducem prin punctul M trei plane o, B s1 y perpendicu-
lare pe axele de coordonate x, y s1 z corespunzator. Punctele de inter-
sectie ale planelor cu axele de coordonate le insemnam M, My s1
M_ (fig. 38.4). Coordonata punctului M pe axa x se numeste abscisa
punctului M si se inseamna cu litera x. Coordonata punctului M pe
axa y se numeste ordonata punctului M si se inseamna cu litera y.
Coordonata punctului M, pe axa z se numeste aplicata punctului M
s1 se inseamna cu litera z.

Aceste trel numere ordonate obtinute (x; y,; 2) in asa un mod se numesc
coordonatele punctului M in spatiu. Se scrie astfel: M (x; y, 2).

Daca punctul M are coordonatele M (x; y; z), atunci numerele | x |,
| ¥ |, | z |, sunt egale cu distanta de la punctul M pana la planele
yz, xz, xy. Folosind acest fapt, se poate demonstra, de exemplu, ca
punctele cu coordonatele M (x; y; z) si N (x; y;, —2) se afla pe dreapta,
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zA perpendiculara la planul xy, si sunt egal
o M (x; y; 2) departate de la acest plan (fig.38.5). In
asemenea caz se spune, ca punctele M
S si N sunt simetrice fata de planul xy.
y Daca punctul apartine unui plan de
coordonate sau unel axe de coordonate,
/ atunci unele coordonate ale lui sunt
x egale cu zero. De exemplu, punctul
A (x; y; 0) apartine planului de coordo-
oN (x;y; —2) nate xy, iar punctul B (0, 0; z)—axei
aplicatelor.
Fig. 38.5 Este adevarata afirmatia.

Teorema 38.1. Distanta dintre doud puncte A(x; y; z,)
si B (x,; y,; 2,) se poate afla cu formula

AB= \/(xz _x1)2 + (Y. _y1)2 +(2, _21)2'

Teorema 38.2. Fiecare coordonatd a mijlocului unui seg-
ment este egald cu semisuma coordonatelor corespunzdtoare
ale extremitdtilor lui, adicd mijlocul segmentului cu capetele
in punctele A (x;; y;; 2,) si B (x,; y,; 2,) este punctul

M(x1+x2,y1+y2,z1+22j

9 9

2 2 2

Demonstrarea teoremelor 38.1 si 38.2 este analogica, cu demon-
strarile teoremelor corespunzatoare din cursul de planimetrie.

De exemplu, mijlocul segmentulul cu capetele in punctele A (x; y; 2)
si B (—x; —y; —2) este originea de coordonate — punctul O (0; 0; 0). In
asemenea caz se spune, ca punctele A si B sunt simetrice fata de
originea de coordonate.

p -

[
1. Cum se numesc trei drepte de coordonate perpendiculare doua cate doua

cu originea comuna de referinta?

2. Cum se numeste dreapta de coordonate insemnata prin litera x? litera
y? litera 2?

3. Descrieti in ce mod fiecarui punct M al spatiului de coordonate i se pune
in corespondenta tripletul ordonat de numere (x; y; 2).

4.1n care caz se spune, cd doud puncte sunt simetrice fatd de planul de
coordonate xy? planul xz? planul yz?

5. Cum de gasit distanta dintre doua puncte, daca sunt cunoscute coordo-
natele lor?
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6. Cum de gasit coordonatele mijlocului unui segment, daca sunt cunoscu-
te coordonatele extremitatilor lui?

7. In care caz se spune c& doud puncte sunt simetrice fati de originea de
coordonate?

W&EXERCIIII B

38.1.° Determinati, daca se afla oare punctul dat pe axa de coordonate,
si in cazul raspunsului afirmativ, indicati aceasta axa:
1) A 4; =3; 0); 3) C (=6; 0; 0); 5) E (0; 0; -2);
2) B (1; 0; =5); 4) D (0; 7; 0); 6) F (3; 0; 0).

38.2.° Determinati, daca se afla oare punctul dat pe planul de coor-
donate, si in cazul raspunsului afirmativ, indicati acest plan:
1) A4 -3; 5); 3) C (3; 3; 0); 5) E (0; 4; 0);
2) B (0; —2; 6); 4) D (2; 0; 8); 6) F (-1; 1; 2).

38.3.° Care este distanta de la punctul M (4; —5; 2) pana la planul
de coordonate:
1) xv; 2) xz; 3) yz?

38.4.° Ce coordonate are proiectia punctului M (-3; 2; 4) pe planul
de coordonate:
1) xz; 2) yz; 3) xy?

38.5.° Aflat1 distanta dintre punctele A si B, daca:

1) A@B; -4 2), B(6; -6, 1);  2) A=2; 3; 1), B(=3; 2; 0).

38.6.° Aflati distanta dintre punctele C (6; —5; —1) si D (8; —7; 1).

38.7° Determinati coordonatele mijlocului segmentului CD, daca
C (-2; 6; =7), D (4; —10; -3).

38.8° Gasiti coordonatele mijlocului segmentului EF, daca
E (3; -3; 10), F (1; —4; -8).

38.9." Care din punctele A (-1; 6; 2), B (-1; —6; 2), C(1; 6; —2),
D (1; —6; 2) se afla intr-un plan, paralel cu planul xz?

38.10." Care din punctele M (5; 10; —3), N (5; 9; 3), K (4; —9; 3),
P (4; -9; 2) se afla intr-un plan, paralel cu planul xy?

38.11." Ce coordonate are punctul, simetric cu punctul M (1; —5; 2)
fatd de planele:
1) xz; 2) yz; 3) xy?

38.12." Ce coordonate are punctul, simetric cu punctul N (-7; 1; 0)
fata de originea de coordonate:

38.13." Care din punctele A (5; —=8; 1), B(5; 8; 1), C(-5; 7; 1),
D (5; —7; —1) se afld pe o dreapta, paraleld cu axa ordonatelor?
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38.14." Care din punctele D (2; 3; 4), E (-2; 3; 4), K (2; 3; —4),
M (— —3; 4) se afla pe o dreapta, paralela cu axa aplicatelor?
38.15." Cubul ABCDA B,C D, este amplasat in sistemul rectangular
de coordonate, asa cum "este prezentat in figura 38.6. Punctul A
are coordonatele (1; —1; 0). Aflati coordonatelor celorlalte varfuri

ale cubului.
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x
Fig. 38.6 Fig. 38.7

38.16." Muchiile laterale ale paralelipipedului dreptunghiular
ABCDA B,C D, sunt paralele cu axa aplicatelor (fig. 38.7), AD = 3,
AB =5, AA -8 Originea de coordonate, punctul O, este mljlocul
much1e1 DD Aflati coordonatele Varfurllor paralelipipedului.

38.17." Punctele A (3; =2; 6) si C (—1; 2; —4) sunt varfurile unui patrat
ABCD. Gasiti aria acestui patrat.

38.18." Punctele A (5; —5; 4) si B (8; —3; 3) sunt varfurile unui triunghi
echilateral ABC. Gasiti perimetrul acestui triunghi.

38.19." Punctul S — mijlocul segmentului AD, A (-1; -2; =3), S (5; —1; 0).
Aflati coordonatele punctului D.

38.20." Distanta dintre punctele A (1; y; 3) si B (3; —6; 5) este egala
cu 2+/6. Aflati valoarea lui y.

38.21." Punctul A se afli pe axa absciselor. Distanta de la punctul A
pana la punctul C (1; —1; —2) este egala cu 3. Aflati coordonatele
punctului A.

38.22." Gasiti distanta de la punctul M (-3; 4; 9) pana la axa apli-
catelor.

38.23." Gasiti distanta de la punctul K (12; 10; —5) pana la axa or-
donatelor.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

38.24. Bazele trapezului isoscel sunt egale cu 13 c¢cm si 37 cm, iar
diagonalele lui sunt perpendiculare. Aflati aria trapezului.
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39. Vectorii in spatiu

In cursul de planimetrie voi ati studiat vectorii pe plan. Acum voi
incepeti studierea vectorilor in spatiu. Multe notiuni si proprietati,
legate cu vectorii pe plan, se pot aproape cuvant cu cuvant de le
atribuit vectorilor in spatiu. Demonstrarea a astfel de afirmatii despre
vectoril in spatiu este in totalitate analogicd cu demonstrarile afir-
matiilor corespunzatoare despre vectorii din plan.

Sa examinam segmentul AB. Daca noi convenim ca punctul A sa-1
consideram inceputul (originea) segmentului, iar punctul B — sfarsi-
tul (extremltatea) lui, atunci astfel de segment se va caracteriza nu
numai cu lungimea, dar si cu directia de la punctul A pana la punc-
tul B. Daca este indicat, care punct este originea segmentului, si care
punct — extremitatea lui, atunci astfel de segment se numeste seg-
ment orientat sau vector.

Vectorul cu originea in punctul A si extremitatea in punctul B se

inseamni astfel AB (se citeste: "vectorul AB”). Pentru insemnarea
vectorilor de asemenea se folosesc literele mici ale alfabetului latin
cu sageti deasupra.

In figura 39.1.sunt prezentati vectorii AB, MN si ;7

N
pal
M’ /ﬁ
Fig. 391 Fig. 39.2

in comparatie cu segmentul, la care capetele sunt puncte diferite,
la vector originea si extremitatea pot sa coincida.

Au convenit de numit vectorul, la care originea si extremitatea
este unul g1 acelasi punct, vector nul sau nul-vector si sa-1 insem-
ne 0.

Modulul vectorului AB se numeste lungimea segmentului AB.
Se Inseamna: | AB | Modulul vectorului @ se inseamni astfel: | a |
Se considerda ca modulul vectorului nul este egal cu zero. Se scrie
[0|=0

Definitie. Doi vectori nenuli se numesc coliniari, daca ei
se afla pe drepte paralele sau pe aceeasi dreapta. Vectorul nul
este considerat coliniar oricarui vector.

In ﬁgura 39.2 este reprezentata prisma patrulatera ABCDA,B.CD,.
Vectorii AO si A1C sunt coliniari. Se scrie: AOIIAiC
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Vectorii nenuli coliniari pot fi coorientati si orientati opus. De
exemplu, in figura 39.2 vectorii AO si A,C, sunt coorientati. Se scrie
AOTT AC,. Vectorii OD si DB, sunt orientati opus. Se scrie:
oD Tl D,B,.

Definitie. Doi vectorii nenuli se numesc egali, daca mo-
dulii lor sunt egali si ei sunt coorientati. Oricare doi vectori
nuli sunt egali.

In figura 39.2 AA, =CC,, BB=DD, O,C, = AO, AD=B_,.

Frecvent vorbind despre vectori, noi nu concretizam, care punct
este originea vectorului. Astfel in figura 39.3, a este prezentat vecto-

rul a. In figura 39.3, b sunt prezentati vectorii, egali cu vectorul a.

Fiecare din ei de asemenea este primit si fie numit vectorul a.

I
v A

a b c d
Fig. 39.3

QU
oo}

In figura 39.3, ¢ este prezentat vectorul a s1 punctul A. Sa con-
struim vectorul E, care este egal cu vectorul a. In acest caz se

spune, ci vectorul a este depus de la punctul A4 (fig. 39.3, d).

Sa examinam in spatiul de coordonate

z — ..
1 vectorul a. De la originea de coordonate

c depunem vectorul Oj, egal cu vectorul a

(fig. 39.4). Coordonatele vectorului a se

Q

numesc coordonatele punctului A. Scrierea
a (x; y; z) inseamna, ca vectorul a are co-

ordonatele (x; y; 2).

Vectorii egali au coordonatele corespun-
zatoare egale, si invers, dacd coordonatele
corespunzdtoare ale vectorilor sunt egale,
Fig. 39.4 atunci st ingisi vectoril sunt egali.
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Teorema 39.1. Daca punctele A(x;; y;; z) si B (xz; Y5 2,)
sunt corespunzdtor coordonatele originii si extremitdtii vecto-
rului a, atunci numerele x, - x,, y, — y, si 2z, - z, sunt egale
corespunzdtor cu prima, cu a doua, $i cu a treia coordonate
ale vectorului a.

Din formula distantei dintre doud puncte reiese, ca dacd vectorul
a are coordonatele (a;; a,; a,), atunci

— | _ 2 2 2
a |—\/a1 +a, +a;.

:[) -

1. Cum se inseamna vectorul cu originea in punctul A si extremitatea in
punctul B?

. Care vector se numeste nul?

. Ce se numeste modulul vectorului?

. Care vectori sunt numiti coliniari?

. Care doi vectori nenuli se numesc egali?

. Ce se poate spune despre coordonatele vectorilor egali?

. Ce se poate spune despre vectorii, coordonatele corespunzatoare ale
carora sunt egale?

8. Cum de gasit coordonatele vectorului, daca sunt cunoscute coordonatele
originii si a extremitatii lui?

9. Cum de gasit modulul vectorului, daca sunt cunoscute coordonatele ui?

NOoOO s WONDN

A C
EXERCITIl I ! v !
39.1° In figura 39.5. este reprezentata prisma
triunghiulard ABCA B, C,, baza cdreia este un
triunghi regulat. Sunt oare egali vectorii: A c
1) AC si AC;
2) AC si AB; B
3 BB, si GG Fig. 39.5
4) BB, si AA?
39.2.° Punctele E si F sunt corespunzator mijlo- By c,
curile muchiilor AA, si AD ale paralelipipedu- 4, : D,
lui dreptunghiular ABCDA B C D, (fig. 39.6), '
AB#AD. Indicati vectorili cu originea sl ex- P :
tremitatea in varfurile paralelipipedului, care: B
1) sunt coorientati cu vectorul EF; b S e

2) sunt orientati opus cu vectorul AB; 7 D
3) au modulii egali cu vectorul B—C1 Fig. 39.6



218 § 6. Coordonate si vectori in spatiu

39.3.° Punctele M s1 K sunt mijlocurile corespunzatoare ale muchi-
ilor CC, si CD ale paralelipipedului dreptunghiular ABCDA B C D.,.
Indicati vectorii cu originea si extremitatea in varfurile paraleli-
pipedului, care:

1) sunt coorientati cu vectorul AD;
2) sunt orientati opus cu vectorul MK;
3) au moduli egali cu vectorul A—C;
39.4.° Desenati tetraedrul DABC. Depuneti:
1) de la punctul A vectorul, egal cu vectorul CA;
2) de la punctul B vectorul, egal cu vectorul AC;
3) de la punctul D vectorul, egal cu vectorul BC.
39.5.° Desenati cubul ABCDA B C,D,. Depuneti:
1) de la punctul A vectorul, egal cu vectorul m;
2) de la punctul C vectorul, egal cu vectorul IC:;
3) de la punctul D, vectorul, egal cu vectorul BI—D

39.6.° Ce coordonate are vectorul nul?

39.7.° Aflati coordonatele vectorului E, daca:
1) A 45 2), B(1; —4; 5); 2) A(=6; 7;-1), B(2; 9; 8).

39.8.° Aflati coordonatele vectorului CD, daca C (-1; 10; 4),
D (-1; 0; 2).

39.9.° Gasiti modulul vectorului n—1(2;—5; J7 )

39.10.° Gasiti modulul vectorului MK, daca M (10; —4; 20),
K (8; —2; 19).

39.11." Gasiti coordonatele extremititii vectorului PF (2; —3; 6), daci
P (3; 5; -1).

39.12." Gasiti coordonatele originii vectorului ﬁ(—3; 4; —2), daca
T (4; 2; 0).

39.13." Sunt date punctele A (-2; 3; 5), B (1; 2; 4), C (4; —3; 6). Gasiti
coordonatele unui asa punct D, ca AB = CD.

39.14." Se dau punctele A (5; =12; 7), B (0; y; 3), C (x; 17; —14), D (15;
0; 2). Pentru care valori x, y si z este adevarata egalitatea AB=CD?

39.15." Modulul vectorului E(—4; y; 12) este egal cu 13. Aflati valoa-
rea lui y.
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39.16." Pentru care valori ale lui %k vectorii a (4; k+3;10) si
b (k; 4; E+9) au moduli egali?
39.17.” Folosind vectorii, demonstrati ci patrulaterul ABCD cu varfu-

rile in punctele A (—4; 2; 5), B (—6; 3; 0), C (12; —-8; 1) si D (14; -9; 6)
este paralelogram.

39.18.” Sunt date coordonatele a trei varfuri ale paralelogramului
A (10; -8; -1), C (-2; 4; 4) s1 D (11; —20; 10). Folosind vectorii,
aflati coordonatele punctului B.

39.19.” Modulul vectorului m este egal cu 4 V3, coordonatele lui sunt

egale. Gasiti coordonatele vectorului m.

39.20.” Modulul vectorului ¢ (x;y;2) este egal cu 9, coordonatele x
si z sunt egale, iar coordonatele x si y sunt numere opuse. Deter-
minati coordonatele vectorului c.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

39.21. Pe o parte de centrul circumferintel sunt duse doua coarde cu
lungimile de 30 cm si 48 cm. Aflati distanta dintre coarde, daca
raza circumferintel este egala cu 25 cm.

40. Adunarea si scaderea vectorilor

Admitem céa in spatiu se dau vectorii a i b. Depunem de la un
punct arbitrar oarecare A al spatiului vectorul AB, egal ci vectorul
a. Mai departe de la punctul B depunem vectorul BC, egal cu vec-
torul b. Vectorul AC se va numi suma vec-
torilor a si b (fig. 40.1) si se scrie: a+b=AC. b

Algoritmul descris de adunare a doi vectori \/
este numit regula triunghiului. i A

Se poate demonstra, ca suma vectorilor
a+b nu depinde de alegerea punctului A. B

Mentionam, ca pentru orice trei puncte A, B C

B si C este adevdratd egalitatea AB+ BC = AC.
Ea exprima regula triunghiului. Fig. 40.1
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Proprietatile adunarii vectorilor sunt analogice cu proprietatile de
adunare a numerelor.

Pentru oricare vectori a, b si ¢ sunt juste egalitdtile:
a+0=a;

a+b=>b+a (legea comutativd);

(E + §)+E =a +(5 +E) (legea asociativad).

Suma a trei si a unui numar mai mare de vectori se afla astfel:

de la inceput se aduna primul si al doilea vectori, apoi la suma
obtinuta se aduna al treilea vector s.a.m.d. De exemplu,

a+b+c=(a+b)+c
Pentru tetraedrul DABC reprezentat in figura 40.2, se poate scrie:

AC+CD+DB=AD+ DB = AB.
_—
/,
B C

Fig. 40.2 Fig. 40.3

D

Pentru adunarea a doi vectori necoliniari a si b este comod de
folosit regula paralelogramului.
Depunem de la un punct arbitrar oarecare A vectorul AB, egal

cu vectorul a, si vectorul AD, egal cu vectorul b (fig. 40.3). Con-
struim paralelogramul ABCD. Atunci suma ciutatd a +b este egald
cu vectorul AC.
S3 cercetim vectorii OA, OB si OC, care nu se afli intr-un plan
(fig. 40.4). Sa aflaim suma acestor vectori.
Construim paralelipipedul astfel, ca segmentele OA, OB s1 OC sa
fie muchiile lui (fig. 40.5). Segmentul OD
C este diagonala acestui paralehplped Vom
demonstra, ¢c& OA + OB+ OC = OD.
/4 A { B / Deoarece patrulaterul OBKA — paralelo
0 gram, atunci OA + OB = OK. Avem:
OA + OB +0C = OK + OC. Deoarece patru-
Fig. 40.4 laterul ~ OCDK — paralelogram,  atunci
OK +0C = OD.
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D
. -~ B
a
A
’ A
(0] A (0) B
Fig. 40.5 Fig. 40.6

Modalitatea descrisa de adunare a trei vectori, care sunt depusi
de la un punct si nu se afla intr-un plan, se numeste regula para-
lelipipedului.

Definitie. Diferenta vectorilora si b se numeste un ast-
fel de vector ¢, suma caruia cu vectorul b este egald cu
vectorul a.

Se scrie: ¢ =a —b.

Vom arata, cum de construit vectorul, care este egal cu diferenta
vectorilor a si b.

De la un punct arbltrar (0] depunem vectorii OA s1 OB, corespun-
zator egali cu vectorii a sib (fig. 40.6). Atunci OB+ BA = OA.
Conform definitiei diferentei a doi vectori OA -OB = BA, adica
a —b = BA, deci, vectorul BA este egal cu diferenta vectorilor a
si b.

Mentiondm, c& pentru oricare trei puncte O. A si B este adevdra-

ta egalitatea OA-OB=BA. Ea exprima regula aflarii diferentei a
doi vectori, depusi de la un punct.

Teorema 40.1. Dacd coordonatele vectorilor a si b sunt
egale corespunzator cu (a; a,) si (b;; b,; b,), atunci coordo-
natele vectorului a +b sunt egale cu (a, + b; a,+by; a, +b),

iar coordonatele vectorului a —b sunt egale cu (a1 - bl; a, - bz;
a,-b).
3 3

p -

. Descrieti regula triunghiului pentru aflarea sumei vectorilor.

. Descrieti regula paralelogramului pentru aflarea sumei a doi vectori.

. Descrieti regula paralelipipedului pentru aflarea sumei a trei vectori.

. Care vector este numit diferenta a doi vectori?

. Cu ce sunt egale coordonatele vectorului, care este egal cu suma a doi
vectori dati?

6. Cu ce sunt egale coordonatele vectorului, care este egal cu diferenta a
doi vectori dati?

abHh WON =
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WEXERCIIII E

40.1.° Se da prisma ABCA B C, (fig. 40.7). Aflati suma vectorilor:

1) BC+AA; 2) BA+AC,.
40.2.° Se da cubul ABCDA,B,C D,. Aflati suma vectorilor:
1) AB +DD,; 2) AC+C,D,.

40.3.° Se da paralelipipedul ABCDA B C D, (fig. 40.8). Aflati suma
AB+ DD, +CD + BC,.

A, v ¢
A C
B
Fig. 40.7

40.4.° Se da paralelipipedul ABCDA,B,C D, (fig. 40.9). Aflati suma
A/A+CD, +DB, + BC.
40.5.° Se dau vectorii a (3; —6; 4) si 5(—2; 4; —-5). Aflati:

1) coordonatele vectorului a+b; 2) | a+b |
40.6.° Se dau vectorii m (-7; -1; 8) si n (-3; 2; —4). Aflati:
1) coordonatele vectorului m+n; 2) | m+n |
40.7° Se dau vectorii a (-10; 15; -20) si b (2; 6; —12). Gisiti:
1) coordonatele vectorului a-b; 2) |E—5 |
40.8.° Se dau vectorii E(S; -1; 2) s1 ;(4; —2; —3). Aflati:
1) coordonatele vectorului m—-n; 2) | m-n |
40.9.° Se da prisma ABCA B C, (fig. 40.7). Aflati diferenta vectorilor:
1) AB-AC; 2) AA -BC; 3) BA, - BC,.
40.10.° Se da cubul ABCDA B,C D,. Aflati diferenta vectorilor:
1) AB-DC;; 2) AC-DD,.
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40.11." Simplificati expresia AB+ BM + MA + NK.

40.12."° Simplificati expresia AB+ DE + EA + FD + BM.

40.13.” Se da cubul ABCDA B,C,D,. Aflati vectorul, care este egal
cu AA +BC-C,D,.

40.14." Se da cubul ABCDA B C D,. Aflati vectorul, care este egal cu
AA, - DC, + BC.

40.15." Aflati coordonatele unui astfel de punct A, c¢d AB+AC =0,
daca B (4; -2; 12), C (3; —1; 4).

40.16." Aflati coordonatele unui astfel de punct M, c& CM — MD =0,
daca C (1; -5; 3), D (-2; 0; 6).

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

40.17. Coardele AB si AC ale circumferintei sunt perpendiculare,
AB =12 cm, AC=16 cm. Gasiti distanta de la punctul A pana la
dreapta BC.

41. inmultirea vectorului cu un numar

Definitie. Produsul vectorului nenul a si a numarului
k, diferit de zero, se numeste un astfel de vector b, ca:

y [b]=|k]a]

2) daca k > 0, atunci b 1T a; daca
k<0, atunci b Tl a.

Se scrie: b = ka.

Daca a =0 sau k=0, se considera, ca

In figura 41.1. este reprezentat paralelo-
gramul ABCDA B C D,. Avem: AC=20,C,,

. 11— — S
B, = 5 DB, A/, =-20A.
Din definitie reiese, ca
l-a=a.
Teorema 41.1. Pentru oricare vectori a si b se indeplines-

te egalitatea a —b =a +(-1)-b.
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Aceasta teorema ofera posibilitatea de-a reduce scaderea vectorilor
la adunarea lor; pentru ca din vectorul a de scazut vectorul b, se

poate la vectorul a de adunat vectorul (—1)-17.

Produsul -1-a se inseamni —a sl este numit vectorul, opus
vectorului a. De exemplu, se scrie:

a+(-1)b=a+(-b)

Din definitia inmultirii vectorului cu un numar reiese, ca dacd
b =ka, atunci vectorii a st b sunt coliniari.

Deci, din egalitatea OA = kOB obtinem, ca punctele O, A g1 B se
afla pe o dreapta.

Teorema 41.2. Dacd vectorii a si b sunt coliniarisi a #0,

atunci existd un asa numdr k, cd b =ka.

Teorema 41.3. Dacd coordonatele vectorului a sunt egale
cu (a; ay a,), atunci coordonatele vectorului ka sunt egale cu
(ka; ka, ka)).

inmul‘pirea vectorului cu un numar are astfel de proprietati.

Pentru oricare numere k, m si pentru oricare vectori a, b
sunt adevdrate egalitdtile:

(km)a = k(mE) (proprietatea asociativd);

(k+m)a =ka + ma (prima proprietate distributivd);

E (E + 5) =ka + kb (a doua proprietate distributivd).

Aceste proprietati permit de transformat expresiile, care contin
suma vectorilor, diferenta lor si produsul cu un numar, analogic cum
noi transformam expresiile algebrice. De exemplu,

2(a -3b)+3(a+b)=2a -6b +3a +3b =5a - 3b.

.|) -

[ ) .
1. Ce se numeste produsul vectorului nenul a si a numarului k&, diferit de

zero?

2. Care vector se numeste opus vectorului dat? _ _

3. Ce se poate spune despre vectorii a si b, dacad b = ka, unde k — un
numar oarecare? _ _ o

4. Este cunoscut, ca vectorii @ si b sunt coliniari, totodata a = 0. Cum

se poate exprima vectorul b prin vectorul a?

5. Vectorul a are coordonatele (a; a,; a,). Cu ce sunt egale coordonate-
le vectorului ka?
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6. Ce se poate spune despre vectorii, coordonatele carora sunt egale cu
(a;; ay a,) si (kaj; kay; ka,)?

7. Scrieti proprietatea asociativa si proprietatile distributive ale inmuliirii vec-
torului cu un numar.

EXERCITIl I

41.1.° Modulul vectorului m este egal cu 4. Cu ce este egal modulul
vectorului n, daca:

1) n =3m; 2) n =-5m?

41.2.° Ce fel de vectori — coliniari sau orientati opus sunt vectorii ne-
nuli a si 5, daca:
1) 5:%2; 2) a =-2b?

41.3.° Se da vectorul 5(4; —8; —20). Care sunt coordonatele vectoru-
lui b, daca:

1) b =5a; 2)5=—Za?

41.4.° Se dau vectorii a (-3; 2; 5) si b (-2; —4; 1). Aflati coordonatele
vectorului E, daca:
1) ¢ =3a +2b; 2) ¢ =4a - 3b.
41.5.° Se dau vectorii m(1; 7; —-8) si n (3; -1; 6). Aflati coordonatele
vectorului E, daca:
1) a =-2m +5n; 2) a =-m—6mn.
41.6.° Se da paralelipipedul ABCDA B C D,
(ﬁg. 41.2).' Indicati to‘Ei v'ect01'rii, (')rig'inea '
si extremitatea a fiecaruia din ei sa fie A

varfuri ale paralelipipedului, si sa fie opusi

vectorului: C

1) AD; 2) B,D; 3) AC. n 7
41.7.° Se da paralelipipedul ABCDA B C D,

(fig. 41.2). Indicati toti vectorii, originea Fig. 41.2

sl extremitatea fiecaruia din el sa fie var-
furi ale paralelipipedului, si sa fie opusi vectorului:

1) BB; 2) CD,.

41.8.° Care sunt coordonatele vectorului, opus vectorului a (13; -10; 9)?
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41.9." Aflati modulul vectorului c=-6a-Tb, daci a -1,1; 1),
b (2; 2; -2).
41.10." Aflati modulul vectorului p =8a —9b, daci a (0,5; —0,5; 1,5),

41.11." Sunt oare coliniari vectorii AB si CD, dacd A (4; —1; —4),
B (0; 5; 6), C(0; 2;7), D (2; —1; 2)?

41.12." Sunt oare coliniari vectorii DE si FK, dacd D (2; —3; 4),
E (-1; 6; 2), F (-2; 8; 6), K (-3; 11; 7)?

41.13." Gasiti valorile ale lui x si y pentru care vectorii a (x; y; 2)
s1 5(—2; 3; 1) vor fi coliniari.

41.14." Gasiti valorile ale lui x si z pentru care vectorii m (-1; 7; z)
si n (x; 4; 5) vor fi coliniari.

41.15." Se da vectorul a (3; 2;1). Gasiti vectorul AB, coliniar lui,
daca A (1; 1; 1), iar punctul B apartine planului yz.

41.16.” Sunt date punctele A (-3; 6; 4), B (6; —1; 2), C (0; 3;;2).&5-
siti un astfel de punct D, care apartine planului xz, cd AD | BC.

41.17." Se da vectorul a (-2; 6; 3). Aflati coordonatele vectorului b,
daca vectorii a s1 b sunt orientati opus, iar modulul vectorului

b este egal cu 1.

41.18.” Este dat: m 1T n,

le vectorului m.

m | =5 \/8, n (1; -1; 2). Aflati coordonate-

41.19.” Se afla oare pe o dreaptd punctele:
1) A(5; 6, —4), B(T; 8 2) s1 C(3; 4; 14);
2) D (-1; -7; =8), E (0; —4; —4) si F (2; 2; 4)?

41.20.” Punctele A, B si C sunt astfel, cda AB(10;15; -5) si
AC (-6; y; 2). Pentru care valori ale lui y si z punctele A, B si C
se afla pe o dreapta?

41.21." Punctul E - mijlocul muchiei CC, al cubului ABCDA B,CD,.
Exprimati vectorul AE prin vectorii AB AD sl AA

41.22." Se da paralelipipedul ABCDA B,C D,. Punctul M- mijlocul

muchiei A B, punctul K- mljlocul much1e1 CC Exprimati vectorul

MK prin vectorii AB, AD s1 AAI.
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41.23.” Se da cubul ABCDA B,C D,. Punctul E— mijlocul muchiei CC,,
punctul F— mijlocul muchiei AD. Exprimati vectorul EF prin vec-

torii AB, AD si AA,.

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

41.24. Baza triunghiului isoscel este egala cu 48 cm, iar aria
lui — 432 cm® Aflati raza circumferintei, inscrise in triunghi.

42. Produsul scalar al vectorilor

Fie vectorii @ si b — doi vectori nenuli si necoliniari. De la un
punct arbitrar O depunem vectorii OA si OB, care sunt egali cores-
punzator cu vectoril a s1 b (fig. 42.1). Marimea unghiului AOB o
vom numi unghiul dintre vectorii a si b.

Unghiul dintre vectorii @ si b se inseamni astfel: 4(07, I;) Evi-
dent, ca daca a Tl b, atunci A(E,b—) =180° (fig. 42.2).

- . h
=N |

B - A
A (_[i.L’
o

Fig. 421 Fig. 42.2 Fig. 42.3

B,

oS!

Daci a 1T 5, atunci se considera, ca 4((7, 5)=0°. Daca macar
unul din vectorii a si b este nul, atunci de asemenea se considera,
ca 4(5, 17) =0°.

Vectorii a si b se numesc perpendiculari, daci unghiul dintre

el este egal cu 90°. Se scrie: alb.

in figura 42.3 este reprezentatd prisma triunghiulara, baza care-
ia este un triunghi regulat, iar muchia laterala este perpendiculara
la planul bazei.

Avem: /(CA,CB))=60°, /(BC,AB)=120° (A4, BB;)=0"
2(A4;,BC)=90°, £(CC;,B,B)=180°.
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Definitie. Produsul scalar a doi vectori este numit pro-
dusul modulilor lor si a cosinusului unghiului dintre ei.

Produsul scalar al vectorilor a s1 b se inseamni astfel: a -b.
Avem: E-E:|E||5|cosé(5,5).
Dacd maicar unul din vectorii a sau b este nul, atunci evident

ci a-b =0.

Produsul scalar a -a se numeste patratul scalar al vectorului

- . A - —2
a $1 se 1Inseamna a .

Patratul scalar al vectorului este egal cu pdtratul modulului lui,
L. =2 | — 2

adica a :|a | .
Teorema 42.1. Produsul scalar a doi vectori nenuli este

egal cu zero atunci si numai atunci, cand acesti vectori sunt
perpendiculari.

De exemplu, pentru vectorii prezentati in figura 42.3, avem:
AA -BC=0, BA, -CC=0.
Teorema 42.2. Produsul scalar al vectorilor a (a,;a,;a,) si

E(bl;bz;b3] se poate calcula dupa formula

a-b=ab, +a,b, +asb,

Teorema 42.3. Cosinusul unghiului dintre doi vectori ne-
nuli E(al;az;as) si E(bl;bz;b3) se poate calcula dupa formula

ab, +ay,b, +azb,

Z(a,b)=
cos (a, ) \/af+a§+“§’\/b12+b22+b§

Unele proprietati ale produsului scalar al vectorilor sunt analogi-
ce cu proprietatile corespunzatoare ale produsului numerelor. De
exemplu,

pentru oricare vectori a, b, ¢ si oricare numadr k sunt ade-
vdarate egalitdtile:
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Aceste proprietati odata cu proprietatile adunarii si inmultirii vec-
torilor cu un numar ofera posibilitatea transformarii expresiilor, care
contin produsul scalar al vectorilor, dupa regulile transformarii ex-
presiilor algebrice. De exemplu,

(@+8) =(a+8)-(a+8)=a (a+)+5-(a+5) =
:32 +E-5+5-5+52 :Zz +2E-I7+l72.

Problema. Baza unei prisme este un B C
triunghi isoscel ABC (AB =AC). Muchia late- ! V !
rald AA creeaza unghiuri egale cu muchiile
ABsi AC (fig. 42.4). Demonstrati, ca AA, 1 BC.

Rezolvare. Fie ZBAA =o. Tinand cont

de conditie se poate scrie: ZCAA = o. B C
Vom afla produsul scalar al vectorilor )

AA, si BC. A
Avem: B_C. = E—E Fig. 42.4

Sa scriem:
AA,-BC=AA-(AC-AB)=AA,- AC—AA,- AB -
_| A || 46 |cos o | A4 || 4B |coso
Deoarece |A—C|=|E
cu 0. Deci, AA, 1 BC. <

, atunci produsul scalar examinat este egal

'[) -

o
1. Cu ce este egal unghiul dintre doi vectori orientati opus? Doi vectori

coliniari? _ _

2. Cu ce este egal unghiul dintre vectorii a si b, daca macar unul din ei
este nul?

. Care vectori sunt numiti perpendiculari?

. Ce se numeste produsul scalar a doi vectori?

. Ce se numeste patratul scalar al vectorului? cu ce este egal el?

. Formulati conditia perpendicularitatii a doi vectori nenuli.

. Cum se poate gasi produsul scalar al vectorilor, daca sunt cunoscute
coordonatele lor?

8. Scrieti proprietatile produsului scalar al vectorilor.

No ohW
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@'\VEXERCIIII B

42.1.° Este dat cubul ABCDA B C D, (fig.42.5), B, c,
punctul O —centrul fetei ABCD Cu ce este ' D,
egal unghiul dintre vectorii: Ay f—
1) AC si AD; 5) AA, si BO; i
2) AC si CD; 6) AA, si CC,; §y¢,;g'__'— C
3) AC si BO; 7) AA, si B,B; A,
4) AD si AA;; 8) BO si CD?
‘ W oAd, ) ; Fig. 42.5

42.2.° Unghiul dintre vectorii a si b este egal
cu 40°. Cu ce este egal unghiul dintrei vectorij: 3 B
1) 2a si b; 2) a si -b; 3) -3a si —5b; 4) —Ta s1 10b?
42.3.° Aflati produsul scalar al vectorilor ¢ si b, dac:
D |d|=243, |b]|=5 <«(a,b)=30
2) |a|=4, |b|=7 2(a,b)=135°.

42.4.° Aflati produsul scalar al vectorilor m s1 ;, daca |E|=2,
|7 |=1, 2(m,n)=120°.

42.5.° Aflati produsul scalar al vectorilor a s1 b, daci:
Doa-23), b(@-43; 2 aC%45), bE-L4).

42.6.° Aflati produsul scalar al vectorilor a si b, daca:
Da-16), b(-T:28); 2 a(-39), b(-130).

42.7° Se dau vectorii m 3; -2; 4) s1 ;(2; 2; 2). Pentru care valoare
z se indeplineste egalitatea m-n =18?

42.8.° Se dau vectorii 3(9; c;-1) si 5(—2; 3; ¢). Pentru care valoare
¢ se indeplineste egalitatea a -b =—24?

42.9.° Printre vectorii a (1; 1; 2), 1;(1; 2:1) si ¢ (-5; 3; 1) indicati pe-
rechea vectorilor ce sunt perpendiculari.

42.10." Unghiul dintre vectorii a si b este egal cu 45° |E|=3,
|5 |=3+2. Aflati:
1) (a+5)-b; 2) (24 -b)-a; 3) (a-b).
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42.11." Unghiul dintre vectorii m si n este egal cu 150° | m|=2,
|7 |= 3. Aflati:
— —_ —_ J— —\2
1) (3m—4n)~m; 2) (m +n) .

42.12." Unghiul dintre vectorii @ si b este egal cu 120° | a | = | b | =1.
Calculati produsul scalar (a— +3b ) : (4a— -7 5).
42.13." Unghiul dintre vectorii a si b este egal cu 60°, a | = | b | =1.

Calculati produsul scalar (55 + 5) . (E - 55).

42.14." Pentru care valoare a lui x vectorii E(x; -x;1) si l;(x; 2; 1)
sunt perpendiculari?

42.15." Pentru care valoare a lui p vectorii a (p; —2; 1) s1 b (p; 1; —p)
sunt perpendiculari?

42.16." Aflati produsul scalar al vectorilor (2(7 - 35) (E - 25), daca
a (2 -1;-2), b(4;-3; 2).

42.17." Aflati patratul scalar (E - 2;)2, daci m (2; 1; -3), n (4; -2; 0).

42.18." Fiecare muchie a tetraedrului DABC este egald cu a, punctul
M — mijlocul muchiei AB. Aflati produsul scalar al vectorilor:

1) CM si DC; 2) AB si CD.

42.19.” Baza piramidei MABCD este un patrat, iar fiecare muchie a
el este egala cu a. Aflati produsul scalar al vectorilor AM si AC.

42.20." Aflati unghiul dintre vectorii m =a +b si n =a —-2b, daca

=2, |b]=2 <(d,b)=135°

42.21." Aflati unghiul dintre vectorii @ =m —n si b =m +2n, daci
|m|=1, |n|=3, £(m,n)=30°

42.22." Aflati cosinusul unghiului dintre vectorii AB si CD, daca
A (3; —2; 1), B(-1; 2; 1), C (4; -1; 5), D (1; 3; 0).

42.23." Varfurile triunghiului sunt punctele A (1; 0; 1), B (=5; 4; 3)
si C (0; 3; —1). Aflati unghiul A al triunghiului.

la

EXERCITII PENTRU REPETARE IS

42.24. Latura laterald a unui trapez este egald cu 10 cm, iar raza cir-
cumferintel inscrise in el este egala cu 4 cm. Aflati aria trapezului.
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' PRINCIPALUL iN PARAGRAFUL 6 -
[ ]

Distanta dintre puncte

Distanta dintre douad puncte A (x;; y,; 2)) s1 B (x,; y,; 2,) se poate

gisi conform formulei AB = \/(xz —x) + (Y, —y,) +(2,—2).

Coordonatele mijlocului segmentului

Fiecare coordonata a mijlocului unui segment este egala cu semi-
suma coordonatelor respective ale capetelor lui.

Amplasarea reciproca a doi vectori

Doi vectori nenuli se numesc coliniari, daca ei se afla pe drepte
paralele sau pe o dreapta. Vectorul nul se considera coliniar ori-
carui vector.

Egalitatea vectorilor

Doi vectori nenuli se numesc egali, daca modulii lor sunt egali
s1 el sunt coorientati. Oricare doi vectori nuli sunt egali.

Coordonatele vectorului
Daca punctele A (x;; y,; 2,) si B (x,; y,; 2,) sunt corespunzator ori-
ginea sl extremitatea vectorului a, atunci numere X, =X, Yy~ Y,
sl z,—z, sunt egale corespunzator cu prima, cu a doua si cu a
treia coordonate ale vectorului a.

Modulul vectorului

Daca vectorul a are coordonatele (a, a, a,), atunci
- _ 2 2 2
|a |—,/a1 +a; +a;.

Operatii cu vectori
Pentru oricare trei puncte A, B si C este adevarata egalitatea
AB+BC = AC.
Diferenta vectorilor a s1 b se numeste un astfel de vector c,
suma ciruia cu vectorul b este egala cu vectorul a.

Pentru oricare trei puncte A, B si C este adevarata egalitatea
OA - OB = BA.
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Produsul vectorului nenul a s1 a numarului &, diferit de zero, se

; 2) daca k > 0,

numeste un astfel de vector b, ci 1) | b | =| k || a

atunci b 17T E; daca k < 0, atunci b Ta.

Daca vectorili a si b sunt coliniari s1 a # 0, atunci exista un asa

numar k, ca b =ka.

Produsul -1-a se inseamna —a si este numit vector opus vecto-
rului a.
Produsul scalar a doi vectori se numeste produsul modulilor lor

si a cosinusului ughiului dintre ei.

Produsul scalar a doi vectori nenuli este egal cu zero atunci si nu-
mai atunci, cand acesti vectori sunt perpendiculari.

Daci coordonatele vectorilor a s1 b sunt corespunzator egale cu

(@, ay ay) st (b, b, b,), atunci:

o coordonatele vectorului a +b sunt egale cu (a,+b; a,+b,;
a,+b,);

¢ coordonatele vectorului a —b sunt egale cu (a,—b
a,—b,); ~

e coordonatele vectorului ka sunt egale cu (ka; ka,; ka,);

a,—b.;

1’ 2 27

e produsul scalar al vectorilor a si b esteegalcuab +ayb,+ayb,;

apb, +ayb, +azb, —

cos 4(3, 5) = (unde vectorii a si b
Ja@ + a2 +a? - \Jo + b2 4 b7

sunt nenuli).
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43. Exercitii pentru repetarea cursului de
geometrie clasa a 10-a

Paralelismul in spatiu

43.1. Diagonalele dreptunghiului ABCD se intersecteazd in punctul
O. Punctul M nu se afla in planul ABC. Se poate oare duce planul
prin:

1) dreapta AM si punctele O si C;
2) dreapta AC si punctele B si M?

43.2. Punctul M apartine fetei BB,C,C a cubului ABCDA BC D,
punctul K apartine muchiei AD (fig. 43.1). Construiti punctul de
intersectie al dreptei MK cu planul ABB,.

B, c, B, c,
A, 1 D, A, + Dy
| e
B B
hk e I e
ATF D A D
Fig. 43.1 Fig. 43.2

43.3. Punctul M apartine fetei AA BB a cubului ABCDA BC D,
punctul K —fetei AA D D (fig. 43.2). Construiti punctul de inter-
sectie al drepteir MK cu planul A B.C

1171
43.4. Pe muchiile BB,, CC, si DD, ale prismei ABCDA B,C D, sunt
notate corespunzator punctele M, N si K, totodata BM # CN,
BM # DK si CN # DK. Construiti linia de intersectie a planelor
ABC si MNK.

43.5. Punctul M — mijlocul muchiei A B, al prismei ABCDA B.C D,
punctul K — mijlocul muchiei CD. Construiti linia de intersectie a

planelor AMK si BB,C,.

43.6. Pe muchiile AB, AD, AC, si BC ale tetraedrului DABC sunt
notate respectiv punctele E,F, M s1 K. Construiti linia de intersectie
a planelor EFM g1 DAK.

43.7. Pe muchiile DA si DB ale tetraedrului DABC sunt notate re-
spectiv punctele M g1 K. Construiti linia de intersectie a planelor
ABC si MKC.

43.8. Dreapta MK, care nu se afld in planul paralelogramului ABCD,

este paraleld cu dreapta AD. Care este amplasarea reciproca a
dreptelor: 1) MK s1 BC; 2) MK si1 AB?
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43.9. Se cunoaste ca dreptele a si b sunt paralele, 1ar dreapta ¢ in-
tersecteaza dreapta b si nu intersecteaza dreapta a. Demonstrati.
ca dreptele a si ¢ sunt neconcurente.

43.10. Segmentele AB si CD — diametre ale unei circumferinte. Planul
o nu are puncte comune cu circumferinta data. Prin punctele A,B,
C s1 D s-au dus drepte paralele, care se intersecteaza cu planul o
corespunzator in punctele A, B, C, si D,. Gasiti segmentul CC,
daca AA =5 cm, BB, =9 cm, DD =3 cm.

43.11. Punctul M nu se afla in planul paralelogramului ABCD. De-
monstrati, ca AB| CMD.

43.12. Triunghiurile ABC si ABD nu se afla intr-un plan. Punctul
M — mijlocul segmentului AC, punctul N — mijlocul segmentului BC.
Pe segmentul AD s-a notat punctul K, iar pe segmentul BD — punc-
tul E astfel, ca KE || ABC. Demonstrati, cd KE || MN.

43.13. Pe muchiile DA, DB si DC ale tetraedrului DABC s-au no-
tat corespunzitor punctele E,F si M astfel, ca ZABE = Z/FEB,
/CBM = /FMB. Demonstrati, ca planele ABC si EFM sunt paralele.

43.14. Se cunoaste, ca o ||B, a]lb. Dreapta a intersecteaza planul o

in punctul A, planul p — in punctul B, iar dreapta b intersecteaza
planul B in punctul C (fig. 43.3). Construiti punctul de intersectie
al dreptei b cu planul o.

bVa

@t/ ¥
(04 _r' K

a b
Fig. 43.3 Fig. 43.4

43.15. Se dau planele paralele o si § si dreptele a si b, ce se inter-
secteaza. Dreapta a intersecteaza planul o in punctul M, planul
B — in punctul N, iar dreapta b intersecteaza planul o in punctul
K (fig. 43.4). Construiti punctul de intersectie al dreptei b si a
planului p.

43.16. Medianele fetei ADB a tetraedrului se intersecteaza in punctul
E, iar medianele fetei BDC — in punctul F. Demonstrati, ci dreapta
EF este paralela planului ABC.
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43.17. Este oare corecta afirmatia:
1) daca proiectiile paralele ale doua drepte pe un plan sunt para-
lele, atunci aceste drepte sunt paralele;
2) daca figura plana este egala cu proiectia sa paralela, atunci
planul, in care se afla figura data, si planul, in care se afla
proiectia ei, sunt paralele?

43.18. Punctele A, B, si C, sunt proiectii-
le varfurilor A, B si C ale paralelogramului B, °C,
ABCD (fig. 43.5). Construiti imaginea paralelo-
gramului ABCD.

43.19. Triunghiul A B,C, este imaginea triun-
ghiului isoscel ABC cu ipotenuza AB. Constru-
itl imaginea patratului, care are cu triunghiul
ABC un unghi comun si toate varfurile lui se
afla pe laturile acestui triunghi.

A

Fig. 43.5

Perpendicularitatea in spatiu

43.20. Dreapta m este paralela cu latura AC a triunghiului ABC si nu
se afld in planul ABC, ZABC = ZBAC = 30°.

1) Demonstrati, ca dreptele m si BC sunt neconcurente.
2) Gasiti unghiul dintre dreptele m g1 BC.

43.21. Fata ABCD a paralelipipedului dreptunghiular ABCDA B, C D,
este patrat, iar muchia AA, este de doua ori mai mare decat muchia
AB. Aflati unghiul dintre dreptele: 1) AB, si CD; 2) AB, si CD;
3) AB, si AC,.

43.22. Prin varful B al triunghiului ABC s-a D
dus o dreapta BD, perpendiculara la planul
ABC (fig. 43.6). Punctul M — mijlocul segmen-
tului AC. Aflati segmentele DA si DM, daca B
AB=BC=10 cm, AC =12 cm, DB =24 cm.

43.23. Prin centrul O al patratului ABCD s-a A
dus dreapta MO, perpendiculara la planul
patratului. Punctul K este mijlocul segmen-
tului CD, MC=6 cm, ZMCK = 60°.

1) Demonstrati, ¢ dreapta CD este perpendiculara pe planul MOK.
2) Aflati segmentul MO.

43.24. Segmentul AB nu intersecteaza planul o, iar dreapta AB in-
tersecteaza planul o in punctul C. Prin punctele A si B s-au dus
drepte, care sunt perpendiculare pe planul o si il intersecteaza

Fig. 43.6
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in punctele A, si B, corespunzator. Aflati segmentul B C, daca
AA,=16 cm, BB, =6 cm, A B, =4 cm.

43.25. Segmentul AB intersecteaza planul o. Prin punctele A si B
si mijlocul C al segmentului AB s-au dus drepte, care sunt perpen-
diculare pe planul o si il intersecteazd in punctele A, B, si C,
corespunzator. Aflati segmentul CC|, dacd AA =18 cm, B'B1 =9 cm.

43.26. Din punctul M s-a dus perpendicula-
ra MH pe planul o si oblicele egale MA
si MB (fig. 43.7). Gasiti distanta din- M
tre bazele oblicelor, daca ZMAH = 30°,

/AMB=60°, MH=5 cm.

43.27. Unghiul dintre diagonala dreptun- / M /
ghiului s1 una din laturile lui este egala a A H \B
cu 30° Punctul M este departat de la
fiecare varf al dreptunghiului cu 5 V3 em, Fig. 43.7

iar de la planul lui — cu 52 cm. Aflati
aria dreptunghiului.

43.28. Segmentul MC — perpendicular pe planul triunghiului ABC.
ZACB=90°, AC=BC =6 cm. Distanta de la punctul M pana la
dreapta AB este egala cu 36 cm. Aflati distanta de la punctul M
pana la planul ABC.

43.29. Segmentul MB este perpendicular pe planul dreptunghiului
ABCD, AB=5 cm, BC=16 cm. Aflati distanta de la punctul M

pana la dreapta AD, daca distanta de la punctul M pana la dreapta
CD este egala cu 20 cm.

43.30. Prin centrul circumferintei O, inscrisd in triunghiul ABC cu
laturile 6 cm, 25 cm s1 29 cm, s-a dus perpendiculara DO la planul
ABC. Distanta de la punctul D pana la planul ABC este egala cu
2415 cm. Aflati distanta de la punctul D pana la laturile triun-
ghiului.

43.31. Punctul M, egal departat de la varfurile unui triunghi regulat
ABC, este amplasat la distanta de 5 cm de la planul triunghiu-
lui. Aflati aria triunghiului ABC, daca unghiul dintre dreapta MA
si planul ABC este egal cu 60°.

43.32. Segmentul DC — perpendicular pe planul triunghiului dreptun-
ghic ABC. (LACB=90°), DC=9 cm, AC =15 cm, BC=20 cm. Seg-
mentul DE este perpendiculara coborata din punctul D pe dreapta
AB. Aflati unghiul dintre dreapta DE si1 planul ABC.

43.33. Segmentul MK nu intersecteaza planul o. Aflati unghiul din-
tre dreapta MK si planul o, daca MK =6 cm, iar capetele segmen-
tului MK sunt departate de la planul o cu 8 J3 em sicu b V3 cm.
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43.34. Latura BC a triunghiului regulat ABC se afla in planul o,
inaltimea AH a triunghiului creeaza cu planul o unghiul ¢. Aflati
unghiul dintre dreapta AB si planul o.

43.35. Punctul A se afla in interiorul unghiului diedru, marimea
caruia este egala cu o. Distanta de la punctul A pana la fiecare
fatd a acestui unghi este egala cu h, Aflati distanta de la punctul
A, pana la muchia unghiului diedru.

43.36. Segmentul MC — perpendiculara pe planul triunghiului drept-
unghic ABC. (ZACB=90°). Aflati unghiul dintre planele ABC
si ABM, dacad AC =8 cm, ZBAC =30°, iar distanta de la punctul
M pana la dreapta AB este egala cu 12 cm.

43.37. Prin latura AB a triunghiului ABC s-a dus planul a. Unghiul
dintre planele ABC si o este egal cu 60°. Aflati distanta de la punc-
tul C pana la planul «, daca AC=7 cm, AB=10 cm, BC=13 cm.

43.38. Unghiul dintre patratul ABCD si dreptunghiul AEFD alcatu-
ieste 60°. Aria patratului este egald cu 16 cm® iar aria dreptun-
ghiului — 32 cm® Aflati distanta dintre dreptele, care contin laturile
paralele ale patratului si dreptunghiului dati.

43.39. Dreapta c este linia de intersectie a planelor perpendiculare o
si B. Punctul M este departat de planul o cu 9 cm, iar de la planul
B — cu 12 cm. Aflati distanta de la punctul M pana la dreapta c.

43.40. Prin varful unghiului drept C al triunghiului ABC s-a dus
dreapta m, perpendiculara pe planul ABC. Pe dreapta m s-a notat
punctul D astfel, cd unghiul dintre planele ABC si ABD este egal
cu 30°. Aflati aria triunghiului ABD, dacid AB =16 cm, Z/BAC = 45°,

43.41. Proiectia trapezului, aria caruia este egala cu 40+/2 cm?, este

trapez isoscel cu bazele 7 cm g1 13 cm ¢1 latura laterala 5 cm. Aflati
unghiul dintre planele trapezelor date.

Coordonate si vectori in spatiu
43.42. Se dau punctele A (7; 3; —1) si B (x; 5; 2). Se cunoaste, ca mij-
locul C al segmentului AB apartine axei ordonatelor.
1) Aflati coordonatele punctului C.
2) Aflati valorile x si z.
43.43. Se dau punctele A (8; 0; 4), B (13; 4; 7), C (11; -3; 3).
1) Demonstrati ca triunghiul ABC este dreptunghic.
2) Aflati aria cercului, circumscris triunghiului ABC.

43.44. Aflati aria triunghiului isoscel ABC cu baza AC, daca este
cunoscut, ca A (1; 1; -2), C (-3; 3; 2), iar punctul B apartine axei
aplicatelor.
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43.45. Se dau punctele A (-2; 1; 3), B (0; 5; 9) si C (-3; y; 6). Pentru
care valori ale lui y segmentul AB este de 2 ori mai lung decat
segmentul AC?

43.46. De la punctul C (2; —3; 1) s-a depus vectorul CD, egal cu

vectorul AB. Aflati coordonatele punctului D, dacad A (-1; 0; 5),
B (0; 4; -1).

43.47. Se dau punctele A (1; 0; 1), B (2; 1; -1) sl C (-1; 2; 0). Aflati
coordonatele unui asa punct D, ca AB+CD =0.

43.48. Vectorii a (x; 3; —4) si b (20; -12; 16) se afld pe laturile opu-
se ale paralelogramului. Aflati valoarea lui x.

43.49. Se dau punctele A (—4; 1; 2), B (-2; 0; -1) si C (1; 1; 0). Aflati
coordonatele unui asa punct D, care apartine planului yz, ca vec-
torii AB si CD si fie coliniari.

43.50. Medianele fetei BDC a tetraedrului DABC se intersecteaza in
punctul O, punctul M — mijlocul muchiei AD. Exprimati vectorul
MO prin vectorii AB, AC si AD.

43.51. Aflati cosinusul unghiului dintre vectorii a(22; 1) si
b (6; —2; -3).

43.52. Aflati unghiul facut de vectorii 3(3; -2;4) s1 5(2; 3; 0).

43.53. Pentru care valori ale lui x vectorii a—(x; -2;1) si E(x; 2x; 3)
sunt perpendiculari?

43.54. Aflati coordonatele vectorului m, coliniar vectorului n 1; -2; 1),
dacd m-n =-3.

43.55. Aflati unghiul dintre vectorul a (-1; 2; 5) s1 directia pozitiva
a axei absciselor.

43.56. Aflati unghiul dintre vectorul b (6; —2; —3) si directia negativa
a axei aplicatelor.

43.57. Se cunoaste, ci |a |=2, |b|=2v2, Z(a,b)=135°. Aflati
la-5 .

43.58. Punctul M este mijlocul muchiei AB a cubului ABCDA B,C D,,

punctul K — mijlocul muchiei A B,. Aflati unghiul dintre dreptele
MB, si DK.
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Raspunsuri si indicatii la exercitii

Capitolul 1. Algebra si elemente de analiza

§ 1. Functii, proprietatile si graficele lor

1.16. 1) 16; 2) 32. 1.17. 2500 m”. 1.22. 2; 5. 1.23. —3; —1. 1.28. 3) {-6}.
2.7. 4) ({njg]f(x) =256; cea mai mare valoare nu exista.

2.11. 1) Daca a = 6, atunci o singura solutie; daca a > 6, atunci 2 so-
lutii; daca a < 6, atunci nici o solutie; 2) daca a = 1 sau a = -8, atunci
o singura solutie; daca a <-8 sau a > 1, atunci doua solutii; daca
-8 < a < 1, atunci solutil nu exista.

3.5. 1) (—o0;0)U(0; +0); 2) (—o0;2)U(2;+0). 3.6. 1) n}axf(x) =64,
minf(x)=1; 2) max f (x) = 64, m’ull f(x)=1; 3) {Pag f(x)=1, cea

i e g

mail mica valoarea nu exista. 3.7. 1) maxf(x) =27, nllinf(x)zl;
52| 52 8

2) [n%a}lcl f(x)= —l, [Iirzl.iirll] f (x) =-1; 3) cea mai mare valoare nu exista,

L

27"

4.4. 5) —1. 4.8. 6) Nu are rezolvare; 9) 5; —15. 4.9. 5) —0,5; 6) 0; 6.
4.12. 29. 4.13. —11,8. 4.14. 1) R; 2) [1; +o0); 3) (—oo; —1] U [2; +o0).
4.15. 1) (oo; 2]; 2) (-o0; 3) U (3; +00); 3) (-oo; 1] U [3; +o0).
4.16. 4) -5 si —4. 4.20. 1) —1; 2; 2) —1; 3. 4.21. -3; 1.

min f(x)=-
(700;73]7“( )

5.11. 0. 5.12. 27%/2. 5.13. 3) ¥128. 5.14. 3) Ya. 5.19. 1) a <0,
b<0;2)a=>0,b<0;3) asi b— numere arbitrare; 4) a s1 b — nu-
mere arbitrare. 5.20. 2) R. 5.21. 2) —n; 4) c¢*'. 5.22. 2) 10x.

5.25. 1) [-4; +00); 2) R. 5.26.2) JV2 —1. 5.28. 1) m? ¥—m; 2) a?b* 4b.
5.29. 1) -2a32a4%; 2) -5a Y-a. 5.30. 1) -¥3¢%; 2) Y6b°, dacd b > 0;
—9f6p°, daci b<0; 3) —¥-a". 5.31. 1) ¥a’; 2) ~¥-a". 5.32. [3; 5].

5.34. 6) 16.
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6.5. 3) %; 6) % 6.6. 3) 4. 6.7. 3) 125. 6.8. 2) 49. 6.11. 1) 6; 2) 100;

3) 123; 4) 2. 6.12. 1) 7; 2) 10; 3) 1223. 6.13. 2) a”’—2b"%

2 11 2 0505 11
a2 a

5) a® —a®b® +b3. 6.14. 3) 1+— 6.15. — 55 6.16. 2m3n?.
3 a’”+b”
a
7.3.3)—1; 1. 7.4. 1) g; 2) %; 3) rdicini nu existd; 4) 7. 7.5. 2) Ri-
dacini nu exista. 7.6. 1) 1; 2) 3; 3) 1; 2; 4) 5; 5) 4; 6) 2. 7.7. 1) -5;
2) 4; 3) —1; 4) 5. 7.8. 1) 4; 2) 2; 3. 7.9. % 7.10. 1) 1; 287 2) 16; 3) 25;

4) 8; 5) 0; 16; 6) g 7.11. 1) 16; 2) 1; 512; 3) —4; 11; 4) 2,8;-1,1. 7.12. 1) O; 5;
2) 7. 713. 1) 6; 2) 2; 3) —1; 3; 4) —-2. 7.14. 1) 2; 2) 8. 7.15. 1) 6; 9;

2) %; 3) solutii nu sunt; 4) 1; -3. 7.16. 1) -5; 4; 2) -1. 7.17. 1) 1; 4;

9) —11; —6; 6; 11; 3) —1; 4; 4) —2; 5. 7.18. 1) —1; 5; 2) 1; 2;
3) —6; 4. 7.19. 27. 7.20. 10. 7.22. f (x) = —2x + 1.

§ 2. Functii trigonometrice

8.4. 3) 10m. 8.5. 2) % 8.8. 8) In cadranul I. 8.9. 4) In cadranul

III; 7) in cadranul II. 8.10. 3) (0; -1); 6) (1; 0). 8.11. 2) (-1; 0).

8.13. 1) 3—2“; —g; 9) 2m —2m. 8.14. 1) g+2nk, keZ; 2) m+ 2nk,

keZ; 3) —g+2nk, keZ. 8.15.1) —g+2nk, keZ; 2) §+2nk, keZ;

3) —I+2nk keZ. 8.16. 1)(‘f 1) 2) (0; —1); 3) (0; 1), (0; —1); 4) (1; 0),

(=1; 0). 8.19. 1) -2; 2) ——. 8.20. 80 000 de locuitori.

B3

9.1. 1) 5: 4) Z. 9.2.1) 1;'3) . 93 D Nus 2) nu. 9.4. 1) Nu

2) nu; 3) da. 9.5. 1) 3; -3; 3) 3; 1; 4 1; 0. 9.6. 2) 1; —5. 9.11. Indica-
tie. Fie ca punctele P, si P, sunt obtinute in rezultatul rotatiilor punc-
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tului P cu unghiurile o si o+ corespunzator. Coboram perpendi-
cularele P A si P,B pe axele x si y corespunzator (fig. 9.3). Deoarece
ZPOP, = g, atunci se poate stabili, cd AOP,A=AOP,B. De aici
OA = OB. Deci, abscisa punctului P, este egald cu ordonata punctului

P

- . T .
,» adica coso = sm(oﬁ 5) Altele cazuri de amplasare ale puncte-

lor P, si P, se cerceteaza asemdnator. Aparte se examineazd cazurile,
cand punctele P, si P, se afla pe axele de coordonate.

J2 1 3+4/2

—. 10.5. ——. 10.6. . 10.7. 1,5. 10.8. 1) al
2 2 2

II-a cadran. 10.12. 1) 2 sin o; 2) —2 cos o; 3) 0. 10.13. 1) 0; 2) 0; 3) 0.
10.14. 1) Este para; 2) nu este nici para nici impara. 10.15. 1) Impa-
ra; 2) para. 10.16. 1) 5; 2) 2.

1
104.1) —=; 3
) =53 9)

B3

111 2) V3; 3) —%; 5) % 12,1 % 9 1) % 11.15. 2) cos 20° >

251 17n

1
> cos 21°; 3) sin % > sin 11.16. 2) sin 5m >sin —.

11.19. 1) sin 58° > cos 58°; 2) sin 18° < cos 18°; 3) cos 80° < sin 70°.
11.21. 1) [2; +00); 2) [3; +00).

12.1. 5) 2cos’a. 6) 2. 12.2. 3) 1; 4) 1. 12.5. 1) 22 5 2) .2 ;
CcCos o Sin o
.4 2 1 4
3) sin“ay 4) 1. 12.6. 1) 1; 2) 1; 3) 5 4) . 12.7. 2) cosa =——,
cosf cosx 5

1 2
tga = —§; 3) cosu=——, sinot=—-—. 12.8.1) sina = i, tga= i
4 5 5 13 12

1 LA . . . .
12.11. 5 Indicatie. Impartiti numaratorul si numitorul la cos o.

12.12. —%. 12.13. 2; 1. 12.14. 3; —2. 12.15. 1) 125; 2) 2.

V3

13.1. 3) 0: 4) 0. 13.2. 2) 0. 13.3. 2) %; 3 0; ) % 5) sin 2p;
5 8

6) tg 15°. 13.4. 2) %; B i ) cos @+ . 135, 2. 137, 2) ?3

=S| o

o

13.8. 1) V3. 13.9. 1) 2 coso; 2) tg 20 3) cos® o; 4) sin 25°%
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5) coso +sino; 6) cos%; 7 —cos%; 8) %thoc. 13.10. 1) 2 sin 40°;

9) cos2p: 3) 1: 4) 1: 5) isin d0; 6) 2 sin 20 7) %coszoc; 8) sin 30.

13.11. 1) 5 4 —é. 13.12. 1) —é; 2) é- 3) —é. 13.15. - 24,
2 3 2 25
4 8 7
13.16. —. 13.17. 2. 13.18. 5. 13.19. ~0,96. 13.20. ——. 13.21. _.

13.25. 1. 13.26. 1) 2; 2) tg 204

5
13.22. \/E;\/E 13.23. @

3) sin 20; 4) cos® ¢ 13.27. 1) L; 2) tg 20 13.28. 2. 13.29. 2.
2 tg 4o

13.30. —g. 13.31. % 13.32. Pentru x=1: 9, 6, 3; pentru x =9: 41,
62, 83. 13.33. Pentru x = 2: 1, —3, 9; pentru x=§: %, —g, %

14.3. 3) —cos 38% 4) —sin-—“. 14.4. 2) sin-~. 14.7. 1) 2 2) 1.
18 15 3
14.8. —1. 14.9. 1) —cos o; 2) 1. 14.11. 0. 14.12. 1) 1; 2) 1.

15.3. 2) J_rg+ s nez 6) i3arccos§+61‘cn, nez.

15.4. 2) i%+10ﬂ:n, nelz; 3) 4—” S”T” neZ. 15.5.3) 12 + 61 +

2 2
F12mn, neZ; 4) 42N B 7 15.6.2) +2" —6+4mn, ne.
24 9 3 2

b

15.7. -Z. 15.8. De exemplu, —3m. 15.9. 4 solutii. 15.10. ;
6 12 12

5:"; lzj’T" 15.11. 1. 15.12. 1) [0; g)ua; too); 2) [-3; -2)U(=2; 3]
n+1
16.3. 2) — T +2n_n, nezz; 3) D arcsing+n—n, neZz.
10 5 9 8
16.4. 3) (—1)"+1.z—”+5"‘7”, net. 16.7. 3) —4—’1‘+4$ net.

1575

16.9. 2) (—1)"”-g+§+nn, neZ. 16.10. ) ()" =5+20+5mn,

mn

neZ. 1611. 2) - larctg2+™, nez. 1612.2) -1+
2 2 2 3 18 3
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nez. 16.13. 3% 1614, 3% 16.15. & -5 " 16.16. 6 solutii.
12 90 2 6 6

16.17. 4 solutii. 16.18. —2?”. 16.19. 1) 5: 2) 3: 3) T: 4) 4.

2

17.1. 1) (—1)"-%+‘n:n, —g+2nn, nelZ; 2 i?n—l—Znn, nezs

3) g+2”?”, neZ; 4) —§+nn, arctg 3 +mn, n e Z. 17.2.1) (-1)" ~%+nn,
3
E+211;n, nez; 2) iE+ﬂ:n, nn, nez; 3) E+11;n, —arctg — + 7n,
2 3 4 4
1
nez; 4 i4arccos§+8nn, neZ. 17.3. 1) £+nn, nez; 2) —%+nn,
nez; 3) %arctg4+n?n, neZz. 174. 1) —§+nn, nez; 2) §+nn,
1 1 nn T n .1
neZ; 3) —arctg—+—, neZ. 17.5. 1) (-1)" -—+ nn, (-1)" arcsin—+
4 3 4 6 3
27
+ nn, neZ; 2) i? + 21n, neZ; 3) iarccos(l—\/i) + 2mn, ne€Z;
4) 2mn, J_r(n—arccoséj+2nn, neZ; 5) (—1)'”1-g + 7n, g + 2mn,
2

ne’Z; 6) ¥2n + 6mn, neZ; 1) i?" + 4mn, 2m + 4mn, nelZs
8) J_rz + 27n, neZ. 17.6. 1) i%“ v 2m, nelZ; 9 (D5 +m,
—g + 2nn, ne€Z; 3) (-1)" arcsin (2 — \/§) +7n, n€Z; 4) g + Tn, 271N,
neZ; 5 (-1)"'n+6nn, neZ; 6) (-1)"“-% + 2 + 4mn,n e 7.

17.7. 1) J_r%ﬂ?”, nez; 2) ig +mn, neZ. 17.8. 1) i%ﬂ?”, nez;

2) g+nn, mn, neZ. 17.10. 3) —2; 4) 1.

§ 3. Derivata si aplicarea ei

18.7. 8 m/s. 18.8. 1) 20 m/s; 2) 10 m/s.

V3 V2

19.4. 1) ?3 19.5. 2) ?2 19.8. 1) 3: 2) i; 3)-%; 4) 1. 19.9. 1) —32:
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2) i; 3) _i; 4) 1. 19.12. 1) 13,5; 2) E; 3) §; 4) 1% 19.13. 1) 5;
27 27 4 8 3
3
16

20.9. 16 kg-m/s. 20.10. 400 J. 20.12. 1) y=4x — 8; 2) y =-4;
3) y=—x— 3.

21.1. 1)y=x—1;2)y=—4x+4;3)y:§x+3; Hy=x;5)y=-1;
6) y=x+4. 21.2. 1) y=3x—-4; 2) y=—-2x+2; 3) y:—x+g;
4)y=>5x—-18.21.3.y=-3x—3.214. y=-bHx + 2. 21.5. 1) y = 6x — 3;
2 y=2x — 2, y=2x+ 2. 21.6. 1) y:%x—%; 2) y=-3x+9, y = 3x.
21.7. 4) [1; 3)U(3; 4].

22.1. 1) Creste pe intervalul [-2; +oo0), descreste pe intervalul
(—o0; —2]; 2) creste pe (—oo; 0] si [1; +o0), descreste pe [0; 1]; 3) creste
e [-1; 7], descreste pe (—oo; —1] g1 [7; +00); 4) creste pe [2; +o0), de-
screste pe (—oo; 2]. 22.2. 1) Creste pe (—oo; 3], descreste pe [3; +o0);
2) creste pe (—oo; —3] si1 [1; +o0), descreste pe [-3; 1]; 3) creste pe [—1; +00),
descreste pe (—oo; —1]. 22.3. 1) Creste pe [1; +o0), descreste pe (—oo; 1];
2) creste pe (—oo; 2) si (2; +o0); 3) creste pe [1; +oo), descreste pe
(—oo; 0) si (0; 1]; 4) creste pe (—oo; —3] si [3; +00), descreste pe
[-3; 0) s1 (0; 3]. 22.4. 1) Creste pe (—oo; 3], descreste pe [3; +o0);

2) creste pe (—oo; 0) si [2; +o00), descreste pe (0; 2]. 22.9. —%.

23.3. 1) xmm:O; 2) xmA :3; 3) xm‘ :_2, X

mn mn

x =-1.234. D x  =1x =-1;2)x_

max n max

=204 x =5,

m

=23 x, =1,

in

ma.

=-2,x
m:

n ax

x =14 X, =§. 23.7. 1) Creste pe (—oo; —2] si [2; +o0), descres-

ma.

[\

te pe [-2; 0) s1 (0; 2], x
te pe [0; +00), x = 0. 23.8. 1) Creste pe (~oo; —3] si [3; +00), descres-
te pe [-3; 0) s1 (0; 3], x_ =-3, x_, =3; 2) creste pe [0; +o0),
descreste pe (—oo; 0], x . = 0. 23.9. 1) —25; 2) —13; 3) —22. 23.10. 1) 26;
2) 17; 3) —10.

e = 2, x = 2; 2) creste pe (—oo; 0], descres-

max

24.1. 1) 4; 0; 2) 13; 4; 3) —3; —30; 4) —4; —8. 24.2. 1) 0; —?;

2) 1; —2; 3) 48; —6; 4) 0; —28. 24.3. 8=2+6. 24.4. 12=8 + 4.
24.5. 180 = 40 + 80 + 60. 24.6. 18 =8 + 3 + 7.
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25.1. Vezi figura. 25.2. Vezi figura.

O o|—

=)
[y
&
-
<Y

2) 5)

A

Pentru problema 25.1
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N 4 yh
I
| 2V3|____
| 57 |
| 3 i 1
: = - ! V3 X
—3] 2 o X I\ 02\@? *
B
1) 3)
yA
16 [
3 1
I
I
I
|
L \evs
) 0 2 x

DO
~

Pentru problema 25.2

26.6. 1) —-163; 2) 3. 26.14. 5) % 26.16. 1) 4; 2) 2; 3) 3; 4) —2; 5) —2;

6) %; 2: 7) 625; 8) —25; 3. 26.19. —ﬂ. 26.20. 2; —3. 26.21. 1) 0;

2) 0. 26.22. —1. 26.24. 1) tg oz 2) 2; 3) 0; 4) 1. 26.25. 1) —%’lem@,
keZ; 2) —+4nk sau -7 + 4nk, ke Z; 3) —2+nk keZ. 26.26. g
26.27. —Z 26.28. 2 solutii. 26.29. 3) —+Tck, iarccosz+2nk ke Z;

4) §+?, keZ; 6) Z+nk, keZ. 26.32. 3. 26.33. 1. 26.34. 3) y=
1 T \/5

=—6x+13;4) y= §x+g—?. 26.35. y=—4x si y=4x—16. 26.36. 3,5 s.
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26.38. 2) Creste pe intervalele (—oo; 0] si [4; +o0), descreste pe inter-
valul [0; 4], x_. =0, x, =4; 3) creste pe intervalele (—oo; —4]

min

s1 [4; +00), descreste pe intervalele [-4; 0) 51 (0; 4], x . . =-4, x,, =%

6) creste pe intervalele (—oo; —3] si [1; +oo), descreste pe intervalele
[-3;-1) i (-1; 1], ., =-3, x,, =1. 26.39. 2) 2; —2. 26.40. 32 + 32.
26.41. 2.

Capitolul 2. Stereometrie

§ 4. Paralelismul in spatiu

27.6. Infinit de multe sau una. 27.14. 11 cm sau 3 cm. 27.15. 10 cm.
27.16. 1 : 3.

28.15. 72°, 108°, 72°, 108°.
29.9. Un plan sau trei plane. 29.14. 4 cm. 29.15. 9 cm. 29.16. 1 : 2.

30.12. 7,5cm. 30.13. 8:3. 30.14. Indicatie. Demonstrati, ca
AABC ~ AEBF, si folositi-va de egalitatea unghiurilor triunghiurilor

asemenea. 30.18. 156 cm®.
31.13. 2) 24 cm. 31.15. 1,5.
32.8. 9cm. 32.14. 60°.

§ 5. Perpendicularitatea in spatiu

33.4. 60°. 33.5. 1) 90° 2) 40°. 33.6. 1) 0°; 2) 70°; 3) 35° 33.7. 80°.

f

33.8.10 cm. 33.9. 10 cm. 33.10.

. asau 180° —a. 33.12. 90°.

Indicatie. Demonstrati ca unghlul cautat este egal cu unghiul dintre
dreptele OB, si AC si cd triunghiul AB C este isoscel. 33.13. 60°.
33.14. 52 cm.

6 2

34.7. 2cm. 34.8. 245 cm. 34.9. 1) Y2, 9 - 34.10. 8cm.
34.13. 12 cm. 34.14. 14 cm. 34.15. 12 cm.

35.5. 7cm. 35.6. 12 cm. 35.16. 15 cm. 35.17. 15¢cm, 13 cm. 35.18. 3 cm.
35.19. 12cm. 35.23. 35 cm. 35.24. 2cm. 35.25. 242 cm. 35.26.
2J6cm, 2v6cm, 6 cm. 35.27. 17cm. 35.28. Scm. 35.29. 10cm.
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35.30. 5 cm. 35.31. 4 cm. 35.33. 20 cm. 35.34. 3410 cm. 35.36. 4+/3 cm.

36.7. 30°. 36.10. 30°. 36.11. 62 cm. 36.12. 3 cm. 36.13. 82 cm.
36.14. 3410 cm. 36.15. 6 cm. 36.16. 314 cm. 36.17. 30°. 36.18. 30°.

37.6. 60°. 37.7. 60°. 37.11. 80°. 37.16. 35cm. 37.18. 84cm>
37.20. 105°. 37.21. 70° 37.22. V5 cm. 37.23. 120°. 37.24. 5+/2 cm,
13 cm. 37.25. 45°. 37.26. 3+/2 cm. 37.27. 25 cm. 37.28. 8 cm. 37.29. 45°.
37.30. 30°, 60°. 37.31. 1) 2+/15 cm; 2) 8 cm. 37.32. 13 cm. 37.33. 45°.
37.34. 60°. 37.35. 90°. 37.36. 26 cm.

§ 6. Coordonate si vectori in spatiu

38.18. 66. 38.19. 3/14. 38.20. y=—2 sau y=—10. 38.21. A (3; 0; 0)
sau A (-1; 0; 0). 38.22. 5. 38.23. 13. 38.24. 625 cm”.

39.10. 3. 39.13. D (T; —4; 5). 39.14. x=20, y=-29, z=—18. 39.15. -3
sau 3. 39.16. —14 sau 2. 39.18. B (-3; 16; —7). 39.19. m (4; 4; 4) sau
m (~4; —4; —4). 39.20. ¢ (3+/3; -3+/3; 34/3) sau ¢ (-3+/3; 34/3; -3/3).
39.21. 13 cm.

40.11. NK. 40.12. FM. 40.15. A (3,5; —1,5; 8).
40.16. M (-0,5; —2,5; 4,5). 40.17. 9,6 cm.

41.14. x:—g, z:%. 41.15. A—B(—l;—g;—éj. 41.16. D (6: 0; 10).

41.17. 5(3;_9-_5). 41.18. m(5; —5;10). 41.19. 1) Nu: 2) da.

’

7o
41.20.y = -9,z = 3.41.21. AE = AB+ AD +%AA1. 41.22. MK = %E+

+E—%Hv 41.23. ﬁ=—A—B—%@—%E. 41.24. 8 cm.

42.7. 4. 42.8. -3. 42.9. a si c. 42.12. -19,5. 42.13. —12. 42.14. 1.
2

42.15. -1 sau 2. 42.16. 143. 42.17. 70. 42.18. 1) —%. Indicatie. Ex-

primati vectorul CM prin vectorii CA s1 CB; 2) 0. Indicatie. Expri-
mati vectorul AB prin vectorii DA si DB. 42.19. o’. Indicatie. Ex-



250 Ré&spunsuri si indicatii la exercitji

. . —_— . TR T 2413
primati vectorul AC prin vectorii AB 1 AD. 42.20. 180° — arccos 1/;

42.21. 180° - arccos7 ;’/;—9

. 42.22. 0,7. 42.23. 60°. 42.24. 80 cm”.

43.10. 11cm. 43.20. 2) 60°. 43.21. 1) arctg 2; 2) 2arctg %;

3) arccos %. 43.22. 26 cm, 810 cm. 43.23.2) 32 cm. 43.24. 2,4 cm.

43.25. 4,5cm. 43.26. 10cm. 43.27. 2543 cm®.  43.28. 6cm.

43.29. 13cm. 43.30. Scm. 43.31. #cm? 43.32. arctg%.

43.33. 60°, 43.34. arcsin(@sin(pj. 43.35. La 43.36. arccosé.

sin —
2

1283

3

cm?.

43.37. 6cm. 43.38. 4+/3 cm. 43.39. 15cm. 43.40.

43.41. 45°. 43.42. 1) C(0: 4: 0); 2) x=—7, 2= 1. 43.43. 2) % 43.44. 9.

43.45. y= 3 sau y=-1. 43.46. D(@3; 1; -5). 43.47. D(-2; 1, 2).
43.49. D(O: 1.5: 1.5). 43.50. W:§E+§E—%E. 43.51. %
43.52. 90°. 43.53. x=1 sau x=3. 43.54. m(-0,5 1; —0,5).

43.55. 180°—arccos%. 43.56. arccosg. 43.57. 2\/5.

43.58. arccos ?5
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INDICE DE MATERIE

Abscisa 211

Aplicata 211

Arccosinus 87

Arcsinus 92

Arctangenta 93

Aria proiectiel ortogonale a
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