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Вступ 
Математичні методи обробки інформації є важливим елеме-

нтом застосування математики  у різноманітних галузях наукових 
досліджень. Досить широке коло процесів моделюють засобами 
скінченої або дискретної математики. Досить часто і неперервні 
процеси дискретизують, тобто створюють дискретні моделі і 
розв’язують методами дискретного аналізу.  Крім того дискретні 
моделі пристосовані до ефективної обробки за допомогою 
комп’ютерної техніки. А певні розділи дискретної математики є 
ефективним інструментом розвитку самої комп’ютерної техніки, 
програмного забезпечення, алгоритмізації процесів. 

Навчальний посібник створено згідно зі стандартною про-
грамою курсу «Дискретна математика» і призначений для вико-
ристання студентами математичних спеціальностей  прикладного 
характеру, зокрема, спеціальності «Прикладна математика», а та-
кож спеціальностей напряму «Програмна інженерія», зокрема 
«Розробка програмного забезпечення». 

У посібнику викладено основні розділи нормативного курсу 
«Дискретної математики», а саме: теорія множин та бінарних ві-
дношень, теорія булевих алгебр, комбінаторика і теорія графів. 
Викладення матеріалу є досить загальним, велику увагу приділе-
но алгебраїчним аспектам. З єдиних алгебраїчних позицій викла-
дено теорію представлення елементів булевої алгебри та їх міні-
мізація. У теорії графів поряд з іншими досить детально розгля-
даються алгебраїчні метооди дослідження графів, наведено опи-
сання матричних алгоритмів розв’язання певного кола задач.  

Структура посібника, досить детально відображається у змі-
сті. Посібник складається з розділів, кожний з яких поділено на 
параграфи. У кінці кожного параграфу наведено теоретичні пи-
тання для самоконтролю. Посібник має досить широкий перелік 
літературних джерел, як навчального призначення, так і моног-
рафій. Посібник має велику кількість прикладів із наведеними де-
тальними розв’язками. Посібник містить термінологічний слов-
ник та список позначень, що спрощує пошук основних термінів 
та понять курсу. 

Посібник має три додатки. У Додатку 2 навдено тестові за-
вдання для перевірки як теоретичного, так і практичного рівня 
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засвоєння матеріалу студентами. Ці тестові завдання розподілені 
за змістовими модулями і складають основу контролю якості за-
своєння матеріалу курсу. Причому, вони  можуть використовува-
тись як у паперовому варіанті, за розробленими бланками відпо-
відей, так і в електронному для проведення ком’ютерного тесту-
вання.  

Автор висловлює подяку випускниці кафедри Прикладної 
математики Дніпродзержинського державного технічного універ-
ситету, Чорноусенко Н.В., за участь у створенні електронної вер-
сії навчального посібника. 

У Додатку 3 наведено описання програмного забезпечення, 
(програми-тренажери «Множини», «Булеві функції» та «Теорія 
графів»), розробленого у співавторстві з випускником кафедри 
Прикладної математики Дніпродзержинського державного техні-
чного університету магістром Крушельницьким О.В. Ці програми 
можна віднести до так званих автоматизованих навчальних сис-
тем, що  дозволяють викладачу під час лекцій ілюструвати за до-
помогою мультимедійних технологій методи розв’язання задач та  
забезпечують можливість опрацювання студентами певного кола 
задач курсу «Дискретна математика». Крім того, необхідно відмі-
тити, що більшість рисунків виконано саме в програмах «Мно-
жини», «Булеві функції» та «Теорія графів». 

У Додатку 4 приведено застосування програмного модуля 
«Булеві функції» до проектування безконтактних схем керування 
електроприводами на логічних елементах та розглядається прик-
лад розв’язання цієї задачі.  

Посібник може використовуватись при викладанні курсу 
«Дискретна математика» для студентів напрямів підготовки 
6.040301 «Прикладна математика», 6.050101 «Комп’ютерні нау-
ки», 6.050102 «Комп’ютерна інженерія». 

Автор сподівається, що навчальний посібник «Дискретна 
математика» буде корисним не тільки студентам, а й викладачам, 
які працюють у даному напрямку.  
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Список позначень 
 

Множини. Відображення. Відно-
шення. 

Aa∈ - елемент а належить множині А 
Aa∉  -  елемент а не належить множи-

ні А 
⊂ - строге включення 
⊆ - нестроге включення 

∅ - порожня множина 
U - універсум 

A  - потужність множини А 

N - множина натуральних чисел 
Z - множина цілих чисел 
Q - множина раціональних чисел 
R - множина дійсних чисел 
C - множина комплексних чисел 
 - символ операції об’єднання 
 - символ операції перетину 
\   - символ операції різниці 
∆ - символ операції симетричної різниці 

- символ операцій доповнення 
× - символ операції декартового добутку 

nA - декартовий степінь множини А  
BAf →: - відображення множини  А 

в множину В  

ℜ - бінарне відношення 
ℜ-1 – обернене бінарне відношення 
 - лексикографічний порядок 
Sup -  верхня межа  
Inf - нижня межа 

Алгебри. Булеві алгебри.  
Булеві функції 

 - адитивна операція  
∗- мультиплікативна  
e - нейтральний елемент алгебри 

,,, ∗M  - булева алгебра 

( ) ,,, UB
 
- алгебра Кантора 

,,, ∧∨ℑ  - алгебра висловлювань 

{ }1,,; ∧⊕ℑ - алгебра Жегалкіна 
∨  - символ операцій диз’юнкції 
∧  - символ операцій кон’юнкції 
→ - символ операції імплікації 
⇔ - символ операції еквівалентності 
⊕ - символ операції логічного додаван-

ня 
- символ операції штрих Шефера 

↓ - символ операції стрілка Пірса 
i

imσ
- первинний терм 

0K - клас функцій, які зберігають 0 

1K - клас функцій, які зберігають 1 

лK - клас лінійних булевих функцій 

мK - клас монотонних булевих функцій 

сK - клас самодвоїстих булевих функцій 

kx
f

∂
∂

- похідна  булевої функції  
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Елементи комбінаторики 

k
nC - сполучення з n  елементів по k 

nP - перестановки множини з n  елементів 
k
nA - розміщення з n  елементів по k 

( ) m
nmn CkkkC =,...,, 21 - перестанов-

ки з повтореннями з n  елементів по m 
k

nf - сполучення з повтореннями  n  еле-
ментів по k 

 
Елементи теорії графів 

EVG ,=  - граф G 

ℑ - відношення інцидентності 
S - відношення суміжності 

nK - повний граф з n вершинами 

nnK , - двохдольний регулярний граф з 2n 

вершинами 
)( ivρ - степень вершини графа 

( )Gd  - діаметр графа 

( )Gr  - радіус графа 

D(G) - матриця досяжності 
S(G) - матриця суміжності 
С(G) - цикломатична матриця 
 K(G) – матриця Кірхгофа 
k(G) - зв’язність графа 
λ(G) - реберна зв’язність 

 

)(Gδ  - мінімальний степінь вершин 
графа 

)",'( vvd  - метрика на графі 

Zi -  цикл 

v(G) - цикломатичне число графа G 

χ(G) – ранг розрізу графа G 

µ(e) – вага ребра 
f  - кількість граней графа 
( )Gt  - товщаграфа 
∗G  - абстрактно двоїстий граф 
( )G0ε  - число вершинної незалежності 

графа 
( )G1ε  - число реберної незалежності 

графа 
( )G0π  - число вершинного покриття 

графа 
( )G1π  - число реберного покриття 

графа 
η (G) – хроматичне число 
( )eϕ  - поток на дузі е 

( )0vG  - окіл вершини 

( )0vG  - неокіл вершини 
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Розділ І. Множини. Відображення множин. Відношення. 
 

§ 1. Множини. Операції над множинами. 
 

1.1 Поняття множини.  

 На кожному кроці у повсякденному житті нам доводиться 
мати справу з поняттям множини, якому важко дати чітке визна-
чення. Наприклад, можна говорити про такі множини: вищих на-
вчальних закладів країни; студентів даного навчального закладу; 
підприємств міста; гравців та болільників на стадіоні; літер укра-
їнського алфавіту; слів у  словнику і так далі. У математиці пос-
тійно доводиться працювати з множинами різної природи, напри-
клад: множиною дійсних чисел, множиною прямокутних трикут-
ників, множиною векторів у тривимірному просторі. 

Поняття множини є одним із загальних початкових понять, 
тому неможливо дати йому означення, спираючись на інші більш 
прості й загальні поняття, на зразок того, як визначається поняття 
розв'язку рівняння або похідної. 

Поняття множини базується на інтуїтивному уявленні про 
об'єкти, зібрані в деяку сукупність, яке дає змогу добре відрізняти 
їх одне від одного.  

Отже, множина - це сукупність певних об'єктів, що на-
зиваються елементами множини, які можна добре розрізня-
ти. 

Довільна множина сама може бути елементом деякої мно-
жини, яка може входити як елемент до складу інших множин. 

Надалі елементи, з яких складаються множини, будемо поз-
начати малими латинськими літерами, а самі множини познача-
тимемо великими латинськими літерами. Запис Aa∈  означає, 
що елемент а належить множині А. Якщо а не є елементом мно-
жини А, то пишуть Aa∉ . 
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Означення 1.1 Множина А називається підмножиною мно-
жини В, якщо всі елементи множини А є елементами множини В. 
Позначається це так: BA ⊂  або BA ⊆ . 

Означення 1.2 Дві множини називаються рівними, якщо всі 
елементи однієї множини є елементами другої множини і навпа-
ки. Тобто, BA =  означає, що BA ⊆  та AB ⊆ . 

Означення 1.3 Множина, яка не містить жодного елемента 
називається порожньою і позначається ∅. 

Означення 1.4 Кількість елементів множини А називається 
її потужністю і позначається A . 

Множини поділяються на скінчені та нескінчені.  
Для позначення нескінчених числових множин, з якими до-

водиться працювати в неперервній математиці, зокрема, в мате-
матичному аналізі, загальноприйнятими є такі позначення: N - 
множина натуральних чисел; Z - множина цілих чисел; Q - мно-
жина раціональних чисел; R - множина дійсних чисел; C - мно-
жина комплексних чисел. 

Потужності цих множин поділяються на два типи. Множини 
N, Z, Q називаються зліченими, тобто кожному елементу цих 
множин можна присвоїти певний номер. Множини R, C  не є злі-
ченими, тобто їхні елементи не можна перерахувати, потужність 
останніх множин називається континуум. 

Множиною скінченої потужності є, наприклад, множина ко-
ренів рівняння 0322 =−− xx . Позначимо її 0M . Розглянемо ще 
множину чисел -1 та 3, позначимо її 1M , а також, множину чисел 
-2, -1, 0, 1, 2, З, позначимо її 2M . Про ці множини можна сказати, 
що вони всі мають скінчену потужність, тобто є скінченими, і 
між ними мають місце співвідношення: 

.6,2,,, 210212010 ===⊂⊂= MMMMMMMMM  
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Рис. 1 

1.2 Нескінчені множини.  

Множини, які мють таку ж потужність, що й 
множина натуральних чисел, тобто елемен-
там якої можна привласнити номери, інакше 
кажучи перенумерувати, називаються зліче-
ними. Наприклад, множина усіх точок 
площини з цілими координатами злічена. 
Дійсно, якщо вести рахунок, як показано на 
Рис.1, тобто розташувавши пари натураль-
них чисел (точки площини) за зростанням 
суми їхніх координат, то кожна з діагоналей 
матиме скінчену кількість пар, а, отже, їх можна 
занумерувати. Цей принцип нумерації привлас-
нює кожній із точок площини з цілими координатами певний номер. Цей  
факт  дає  змогу стверджувати, що множина раціональних чисел Q є зліче-
ною, бо кожне раціональне число цілком визначається парою натуральних 

чисел (т,п) (дійсно, довільне раціональне число має вигляд 
n
mq = ). 

Теорема 1.1 (Кантор Г.) Множина дійсних чисел, що міститься у ві-
дрізку [0,1] не є зліченою. 

Доведення. Припустимо, що множина дійсних чисел відрізку [0,1] є 
зліченою, тоді можна всі елементи цієї множини занумерувати. Розташує-
мо всі числа згідно з порядковими номерами та представимо їх у вигляді 
десяткових дробів: 

131211,0 aaa  

232221,0 aaa  
              

321,0 nnn aaa  
              

Розглянемо нескінчений десятковий дріб 321,0 bbb , де 

,, 222111 abab ≠≠ . Цей дріб відрізняється від кожного з дробів, що на-
ведені вище, тобто не має номера. Отже, не можна перенумерувати всі дій-
сні числа відрізку [0,1], тобто ця множина незлічена. Потужність множини 
[0,1] називається континуум. ∇ 
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 Потужність континуум має довільний відрізок дійсної числової вісі, 
а також і сама числова пряма. 

1.3 Способи визначення множин.  

Існує кілька способів визначення множини. 
1) Перерахування елементів для скінчених множин. У цьому 

випадку елементи множин записуються у фігурних дужках: 
{ }3,2,1,0,1,22 −−=M . 

2) Визначення множини за допомогою породжуючої проце-
дури. Це індуктивні або рекурентні правила або формули: 

а) індуктивне або рекурсивне визначення: 







 ∈π+

π
=∈= NkkaRaM kk ,2

2
,3 , 

тобто 3M  - це множина дійсних чисел, які обчислюються за фор-

мулою π+
π

= kak 2
2

 при кожному натуральному k; 

б) рекурентне визначення:  
{ }NkaaaRaM kkkk ∈>+=∈= − ,0,5, 14 . 

 3) Описання властивостей елементів множини.  
5M ={натуральні числа менші за число 100}. Для цього способу 

визначення множини важливим є існування розпізнавальної про-
цедури, яка дає змогу точно визначити, чи буде даний об'єкт еле-
ментом множини, чи ні. Наприклад, множина 6M ={хороші кни-
жки, видані у XX столітті} не може вважатися заданою коректно, 
бо поняття "хороша книга" суб'єктивне, а, отже, неоднозначне. 
Але множина 7M ={літературні твори, що удостоєні Нобелівської 
премії} задана цілком коректно. Розпізнавальною процедурою 
тут є перерахування всіх творів, удостоєних цієї премії. 

4) Визначення множини за допомогою операцій над іншими 
множинами.  
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1.4  Булеан.  

Означення 1.5 Булеаном  довільної множини A називається 
множина ( )AB , елементами якої є всі підмножини множини A.  

При цьому множина A входить до булеану і називається 
простором або універсумом. Для універсума часто приймається 
одне з позначень U  або 1. 

Приклад 1.1 Нехай { }cbaA ,,= . Побудуємо множину всіх 
підмножин A, тобто ( )AB . Це зробити неважко, перераховуючи 
всі підмножини в A. Зрозуміло, що A⊂∅  та A⊆∅ . Ці підмно-
жини називаються тривіальними. Крім них необхідно розглянути 
нетривіальні одноелементні та двохелементні підмножини. Отже, 
( ) { } { } { } { } { } { } { }{ }cbacbcabacbaAB ,,,,,,,,,,,= . 

У розглянутому випадку ( ) 328B ==A . Насправді, має міс-
це теорема про визначення потужності булеану.  

Теорема 1.2. Потужність булеану визначається формулою 

( ) AA 2B = . 
Цю теорему можна довести застосуванням поняття бієктив-

ного відображення, що буде введено пізніше  (§2, Означення 2.7). 
Зауваження 1.1 Для нескінчених множин має місце такий 

факт. Потужність булеану довільної зліченої множини є конти-
нуум. Взагалі, потужність булеану множини вище, ніж у самої 
множини. Тому не існує множини максимальної потужності. 

1.5  Двійкове представлення множин.  

Нехай U  скінчений універсум. Занумеруємо всі його елеме-
нти niai ,1, = . Кожній підмножині UA ⊆ , поставимо у відпові-

дність вектор { }nvvv ,,1 =  за правилом: 




∈
∉

=
Aa
Aa

v
i

i
i ,1

,0
. 
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Рис. 2 

Рис. 4 

Рис. 3 

Вектор { }nvvv ,,1 = , складений з нулів та одиниць, назива-
ється двійковим кодом або двійковим представленням підмножи-
ни A. Саме так множини представляються для роботи з ЕОМ. 

1.6  Операції над множинами.  

Для ілюстрації наступних означень 
використовуються так звані круги Ейлера 
або діаграми Венна. Множини зображу-
ються  
на площині у вигляді кругів або інших 
плоских фігур, незалежно від їхньої по-
тужності. Результат виконання операцій 
позначається відповідно кольором або 
штриховкою.  

Означення 1.6  Об'єднанням 
двох множин A та B  називається множина 
C , яка складається тільки з елементів 
множини A таелементів множини B, взя-
тих по одному разу. Позначення BAC =  
(Рис 2).  

Означення 1.7 Перетином двох мно-
жин A та B  називається множина C , 
елементами якої є ті і тільки ті елемен-
ти, що належать одночасно множинам 
A і B. Позначення BAC =  (Рис 3). 

Означення 1.8 Різницею двох 
множин A та Bназивається множина C , 
елементами якої є ті і тільки ті елементи 
множини A, що не є елементами мно-
жини B. Позначення BAC \= (Рис 4). 

Означення 1.9 Симетричною різницею двох множин Aта B
називається множина C , елементами якої є ті і тільки ті елементи 



13 
 

Рис. 5 

Рис. 6 

множин A та B, що не належать цим множинам одночасно. 
Позначення BAC ∆= (Рис 5). 

За означення симетричної різниці та-
кож приймають очевидну рівність: 

( ) ( )ABBABA \\ =∆ . 
Означення 1.10 Якщо BA ⊇ , різни-

ця BA \ називається доповненням множи-
ни B  у множині A і позначається AB . 

Як правило доповнення розглядаєть-
ся в універсумі, тобто AUA \= (Рис.6). 

Зауваження 1.2 Важливо також 
з’ясувати, як виконуються в алгебрі Кан-
тора операції, якщо множини задані двій-
ковим представленням. Розглянемо прик-
лад. Нехай множина A має код 01010111, 
а множина B  – 11100011, тоді: BA  має 
код 11110111 (умовно кажучи, операції 

об'єднання відповідає «майже сума», для 

якої  1+1=1), BA  має код 01000011 (операції перетину відпові-
дає звичайний добуток), A  має код 10101000 (операції допов-
нення відповідає так звана операція інверсії, яка нулі замінює 
одиницями і навпаки), BA∆  має код 10110100 (операції симетри-
чної різниці відповідає так зване логічне додавання, або додаван-
ня за модулем 2, для якої  1+1=0), і, нарешті, BA \  має код 
10100000. 

Контрольні запитання 
 

• Які існують способи визначення множин? 
• Як визначається потужність множини? 
• Як визначається булеан даної множини? 
• Чому дорівнює потужність булеану?  
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• Як визначається операція об’єднання множин? 
• Як визначається операція перетину множин? 
• Як визначається операція різниці множин? 
• Як визначається операція доповнення множини? 
• Як визначається операція симетричної різниці  множин? 
• Як визначається двійковий код множини? 
 

§2. Декартовий добуток. Відображення множин. 
 

2.1 Декартовий добуток. 

Означення 2.1  Декартовим або прямим добутком множин 
nAA ,,1   називається множина всіх впорядкованих наборів 

iin Aaaa ∈,,,1  , що називаються векторами або кортежами. 
Декартів добуток має таке позначення:  

ni
n

i
AAAA ×××=×

=
...21

1
. 

Якщо всі iA  рівні між собою, то декартів добуток познача-

ється nA  і називається степенем множини A. 
Приклад 2.1 1). Нехай RBA == , тоді 2RBA =×  є множи-

ною пар ( )yx,  дійсних чисел. Зображаються елементи цього до-
бутку точками на площині у декартовій системі координат. 

Точку тривимірного простору визначають трійкою дійсних 
чисел ( )zyx ,, , де Rzyx ∈,, , отже, ( ) Rzyx ∈,, . 

2) Кожній клітинці на шаховій дошці присвоєне ім'я у ви-
гляді пари, де перший елемент належить множині 

{ }hgfedcbaA ,,,,,,,= , а другий - множині { }8,7,6,5,4,3,2,1=B . 
Таким чином для запису шахової партії використовуються еле-
менти декартового добутку BA× . 

3) Нехай A - алфавіт української мови, тоді елементами 
множини 5A  є всеможливі набори з п'яти літер, серед яких міс-
тяться всі слова української мови, що складаються з п'яти літер.  
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4) Числова таблиця 







=

232221

131211

aaa
aaa

A , де Raij ∈ , що на-

зивається матрицею, може представлятись, як вектор-стовпчик 









=

2

1
a
aA , де ( ) 3

321 ,, Raaaa iiii ∈= , i=1,2. Отже, сама матриця є 

елементом простору ( )23R , але не 6R , бо елементи 6R  - це векто-
ри довжини 6, що ніяк не пов'язано з матрицею А. Отже, для де-

картових степенів маємо ( ) 623 RR ≠ . 
Наступна теорема визначає потужність декартового добутку.  

Теорема 2.1 Нехай ( )niAi ,,1, =  скінчені множини, по-
тужності яких дорівнюють im  відповідно, тоді: 

  ....
1

21
1

∏
==

=⋅⋅⋅=×
n

i
ini

n

i
mmmmA

 
Звідси випливає, що nn AA = . 

Доведення. Застосуємо метод математичної індукції (Дода-
ток 2). Для 1=n , теорема тривіальна. Нехай теорема виконується 
при kn = , доведемо її справедливість для 1+= kn . Нехай 

iin Aaaa ∈,,,1   - довільний вектор. Допишемо до нього пра-
воруч елемент 11 ++ ∈ kk Aa . Це можна зробити 1+km  способами, 
тобто одержимо 1+km  різних векторів із декартового добутку 

121 ... +××× kAAA . Множина kAAA ××× ...21  складається, згідно з 
припущенням, з kmmm ⋅⋅⋅ ...21  векторів. Дописуванням до кожно-
го з векторів елемента 1+ka  одержимо 121 ... +⋅⋅⋅⋅ kk mmmm  різних 
векторів з 121 ... +××× kAAA . Інших векторів у множині 

121 ... +××× kAAA  немає. Отже, для 1+= kn  твердження теореми 
виконується. Принцип математичної індукції дозволяє стверджу-
вати, що теорема є вірною для довільного n . ∇. 
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Означення 2.2. Проекцією вектора kaaaa ,,, 21 = , аi∈Ai, 

на множину iA , яку називають i-тою віссю і позначають апрі ,  

називається його i-та компонента, тобто апрі =аi. 

Проекцією вектора kaaaa ,,, 21 = , аi∈Ai, на вісі з номе-

рами kiii ,...,, 21  називається вектор 
kiii aaa ,,,

21
  (позначається 

aпр
kііі ,,, 21  ). 

Нехай V  - множина векторів однакової довжини, тоді прое-
кцією множини V  на і-ту вісь називається множина всіх проекцій 
всіх векторів цієї множини на і-ту вісь, тобто: 

{ }VaanpVnp ii ∈|= . 
Якщо nAAAV ×××= ...21  , то 

kk iiiiii AAAVnp ×××= ...
2121 ,...,,

. 
Приклад 2.2. ( ) ( ) ( ) ( ){ }abaabcdddabcdcbaV ,,,,,,,,,,,,,,,= ,  

тоді { }dcaVпр ,,1 = , { }adbVпр ,,2 = , { }abcVпр ,,3 = , { }abdVпр ,,4 = , 
( ) ( ) ( ) ( ){ }bacdabcbVпр ,,,,,,,3,2 = , ( ) ( ) ( ) ( ){ }aabddcdaVпр ,,,,,,,4,1 = . 

2.2 Відношення. Відображення множин. 

Означення 2.3 Відношенням на декартовому  добутку мно-
жин A та Bназивається підмножина BAG ×⊂ . Gba ∈,  означає, 
що елементу Aa∈  поставлено у відповідність елемент Bb∈ . 

Означення 2.4. Множина елементів Bb∈ , які відповідають 
елементові Aa∈ , називається образом елемента а відношення G. 

Множина елементів Aa∈ , які співставляються елементу 
Bb∈ , називається прообразом елемента b відношення G. 

Нехай AA ⊆1  і BB ⊆1  такі, що 11 BAG ×⊂ 1, тоді GпрA 11 =  
називається областю визначення відношення G, а GпрB 21 =  - об-
ластю значень. 

Означення 2.5. Відношення G називається функціональним, 
якщо образ кожного елемента Gпрa 1∈  є одноелементною мно-
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Рис. 7 

жиною в Gпр2 . Функціональне відношення називається відо-
браженням множини А у множину В. 

Надалі розглядатимемо відображення множин. Якщо 
AGпрA == 11 , то відображення називається скрізь визначеним. У 

протилежному випадку - частково визначеним. Якщо 
BGпрB == 21 , то відображення називається відображенням на 

або сюр'єктивним. У протилежному випадку - відображенням в. 
Означення 2.6. Нехай 2,1,, =∈ iGba ii . Відображення G 

називається ін'єктивним або однозначним, якщо Gпрaa 121, ∈∀  
таких, що 21 aa ≠ , їхні образи теж різні, тобто 21 bb ≠ . 

Означення 2.7. Якщо відображення G скрізь визначене, сю-
р'єктивне та ін'єктивне, то воно називається бієктивним або взає-
мно однозначним. 

Приклад 2.3 1) Нехай { }7,5,3,1=A , { }8,7,6,5,4,3,2,1=B . Роз-
глянемо відношення { }8,7,6,5,4,3,2,1=G . Воно є функціо-
нальним, бо образ кожного елемента з А є одноелементною мно-
жиною в В, отже, маємо справу з  
відображенням, яке є скрізь ви-
значеним, не сюр'єктивним і не 
ін'єктивним. 

2) Прикладом відношення 
може слугувати словник. Причо-
му, таке відношення частково ви-
значене, не сюр'єктивне і не ін'є-
ктивне. Дійсно, ні один словник 
не охоплює всієї множини слів 
мови, одне слово (наприклад, англійське) може мати кілька зна-
чень при перекладі. 

3) Розглянемо круг радіуса 2 з центром у точці ( )2,3O  

(Рис.7), тобто множину ( ) ( ) ( ){ }423:, 22 ≤−+−= yxyxG , яка є пі-

дмножиною в 2R , а також в [1,5]×[0,4]. Отже, G - відношення. 
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Розглянемо детальніше це відношення. Якщо його розглядати в 
2R , то воно частково визначене і не сюр'єктивне. Якщо ж розгля-

дати його на множині [1,5]×[0,4], то воно скрізь визначене і сю-
р'єктивне. Образом числа 5 є єдине число 2, образом 4 - є нескін-
чена множина чисел, зображуваних точками відрізка [К,М]. Про-
образом числа 4 є єдине число 3, прообразом числа 2 - відрізок 
[1,5]. 

Розглянемо декартовий добуток [1,3]×[0,4], відношення ви-
гляду  ( ) ( ) ( ){ }2;423:, 22 ≥=−+−= yyxyxH  є відображенням 
множини [1,3] у множину [2,4]. Воно є бієктивним і може бути 

представленим формулою: 2)3(4 2 +−−= xy .∇ 
4) Кодування - це однозначне відображення, бо інакше не 

було б можливості дешифрації закодованої інформації. Однак, 
таке відображення не завжди може бути сюр'єктивним, тобто до-
вільний код може не мати сенсу. Наприклад, довільний набір з 
десяти цифр може являти собою номер телефона, але не всі деся-
тизначні коди використовуються для телефонних номерів. 

Приклад 2.4  Множина перетворень множини натуральних 
чисел, що називаються підстановками і позначаються nP . 

 Підстановкою  порядку  п  називається  взаємно   однознач-
не відображення множини з п елементів на себе. Розглянемо 
множину {1,2,3,4}. Підстановка на цій множині має вигляд:









4213
4321

. Цей запис означає, що встановлено відповідність: 

1↔2, 2↔1, 3↔2,4↔4. 
Перший рядок - область визначення підстановки, другий ря-

док - область значень.  Дві підстановки рівні між собою, якщо їх-
ні області визначення співпадають і однаковим елементам облас-
ті визначення відповідають однакові значення.  Підстановка ви-

гляду Е= 







4321
4321

   називається тотожньою або одиничною. 
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Зауваження 2.1 Має місце твердження: якщо між множи-
нами А та В встановлено бієктивне відображення, то їхні по-
тужності рівні |А|=|В|. 

Для нескінчених множин це твердження приймається за 
означення рівності потужностей. 

Доведення теореми 1.2 (§1).  Нехай  А  скінчена множина, 
яка має потужність п, доведемо, що потужність булеану визнача-

ється за формулою ( ) AnAB 22 == . 
Дійсно, розглянемо двійкові коди кожної підмножини 
AB ⊆ , тобто кожного елемента булеану ( )AB . 
Таким чином, встановлюється взаємно однозначна відповід-

ність між множиною ( )AB ) та nV  - множиною всіх двйкових век-
торів довжини n, отже  |В(А)|=|Vn|. Потужність множини nV  легко 

визначити, бо { }n
nV 1,0= , отже |Vn|= 2n. ∇. 

2.3 Функції.   

Відображення будемо називати просто функціями. Для них 
будемо використовувати одне з позначень: BAf →:  або 

( )afy = , Aa∈ та Bb∈  ( f - функція типу BA → ). 
( )afyAa =∈∀ ,  позначення образу елемента а функції f, а 

( )bfxBb 1, −=∈∀  - позначення прообразу елемента b. 
Якщо AAf →: , то f називається перетворенням множини 

А. Розглянемо функцію ( ) xxf = . Якщо вона матиме тип 
RR →+ (R+ - множина додатніх дійсних чисел), то вона скрізь ви-

значена, але не сюр'єктивна. Якщо ж тип цієї функції буде 

++ → RR , то вона буде бієктивною. 
Означення 2.8  Функція f  типу BAAA n →××× ...21  назива-

ється п-місцевою або n-вимірною. 
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Означення 2.9 Нехай BAG ×⊂ . Якщо відношення 
ABH ×⊂ таке, що Hab ∈,  тоді і тільки тоді, коли Gba ∈, , то 

відношення H  називається оберненим до G і позначається 1−G . 
Якщо відношення обернене до функції f є також функцією, 

то воно називається оберненою функцією і позначається 1−f . 
Обернена функція існує тоді і тільки тоді, коли функція f 

бієктивна. 
Розглянемо функцію ( ) xxf sin= . Якщо вона має тип RR → , 

то оберненої для неї не існує, якщо ж її тип буде [ ]1,1
2

,
2

−→



 ππ
−

, то обернена, як відомо, існує, це є функція ( ) xxf arcsin1 =− . 
Означення 2.10  Нехай задано дві функції BAf →:  та 

CBg →: . Тоді функція CAh →:  називається композицією фу-
нкцій f та g, якщо ( ) ( )( )xfgxhAx =∈∀ : . 

Якщо f та g багатомісцеві функції, наприклад, BAf →:  та 

CBg n →: , то многовид функцій, які можна отримати шляхом 
композиції даних двох, досить великий. Відмітимо, що компози-
цію функцій в дискретному аналізі часто називають просто фор-
мулою. 

Контрольні запитання. 

• Що називається декартовим добутком множини? 
• Як визначається потужність декартового добутку мно-

жин? 
• Що називається відношенням на декартовому добутку 

множин? 
• Як визначається обернене відношення? 
• Яке відношення називається функціональним? 
• Яке відображення називається сюр’єктивним? 
• Яке відображення називається ін’єктивним? 
• Яке відображення називається бієктивним? 
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§ 3. Бінарні відношення. Еквівалентність. Порядок. 
 

3.1 Бінарні відношення.  

Означення 3.1. Підмножина nA⊆ℜ називається n-місцевим 
(n-арним) відношенням на множині A. 

Одномісцеве відношення - це просто підмножина в A. Най-
частіше доводиться мати справу з двомісцевими відношеннями, 
які називають бінарними, тобто бінарне відношення на множині 
A- це підмножина в 2A . 

Той факт, що елементи а та b знаходяться у відношенні ℜ , 
позначається так: baℜ . 

Приклад 3.1 1) Нехай NA = . Відношення: 1ℜ - мати спіль-
ний дільник, відмінний від 1; 2ℜ - елемент а є дільником елемен-
та b; 3ℜ  - ba < . Розглянемо пари чисел 〈5,8〉, 〈7,13〉, 〈4,12〉, 〈9,6〉. 
Зрозуміло, що 4 1ℜ 12, 9 1ℜ 6, 9 2ℜ 6, 5 3ℜ 8, 7 3ℜ 13, 4 3ℜ 12. 

2) Нехай RA = . Відношення: 4ℜ  - точки площини знахо-
дяться на однаковій відстані r0 від початку координат; 5ℜ  - точки 
площини симетричні відносно даної прямої l. yx 4ℜ означає, що 
х2+у2=r0

2, при 50 =r  прикладом таких пар можуть бути: 〈3,4〉,         

〈 13,12 〉. Нехай l - є вісь ОХ. Тоді координати   всіх   точок,   
що   належать   графікам   функцій xy ±= , знаходяться у від-
ношенні 5ℜ . 

Означення 3.2. Відношення ℜ′ називається звуженням від-
ношення ℜ  із множини Aна її підмножину 1A , якщо 

( )21Aℜ=ℜ′ . 
Означення  3.3. Оберненим відношенням для бінарного ві-

дношення ℜ називається множина { }ℜ=ℜ− xyyx ,:,1 . 
Означення  3.4. Добутком бінарних відношень 1ℜ  та 2ℜ  

називається { }2121 ,,,::yx, ℜ∈ℜ∈∃=ℜℜ yzzxz . 
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Приклад 3.2 Знайти 1
1
−ℜ , 1

2
−ℜ , 21 ℜℜ   ( 1ℜ , 2ℜ  з прикладу 1) 

Розв'язок, 1
1
−ℜ ={ 1,:, ℜ∈yxxy }={ xy, : х та y мають 

спільний дільник, відмінний від 1}= 1ℜ . 1
2
−ℜ ={ }2,:, ℜ∈yxxy

={〈x,y〉: у є дільником х}. 21 ℜℜ   = { xy, : існує z таке, що 

1, ℜ∈zx  та 2, ℜ∈ez }={ xy, : існує z, таке, що х та z мають 
спільний дільник, відмінний від 1 і z дільник у}={ xy, : х та у 
мають спільний дільник, відмінний від 1}= 1ℜ . 

3.2 Способи представлення бінарних відношень.  

Бінарне відношення на скінченій множині представляється: 
1) перерахуванням пар його елементів; 2) матрицею. 

Означення 3.5 Матрицею бінарного відношення ℜ  на мно 
жині { }naaA ,...,1=  називається квадратна матриця С порядку n, 

елементи якої визначаються за формулою: 






ℜ∉

ℜ
=

ji

ji
ij aa

aa
c

,,0

,1
. 

Приклад 3.3  Розглянемо відношення 1ℜ , 2ℜ , 3ℜ , з прикла-
ду 3.2 на множині A={1,2,3,4,5,6}.Ці відношення мають матриці::  

ℜ1 

1011106
0100005
1010104
1001003
1010102
0000001
654321A

   ℜ2  

1000006
0100005
0010004
1001003
1010102
1111111
654321A

  ℜ3  

0000006
1000005
1100004
1110003
1111002
1111101
654321A

 

3) Бінарне відношення на множині А можна представляти 
діаграмами, що називаються графами. 

Означення 3.6 Сукупність множини A з заданим на ній бі-
нарним відношенням ℜ  називається графом G ( ℜ= ,AG ). A 
називається носієм графа (множина вершин), а ℜ  - сигнатурою 
графа (множина ребер). 
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Рис. 8 

Граф 1,ℜ= AG , що зображує 
відношення 1ℜ , згадане вище, на 
множині { }6,5,4,3,2,1=A  наведено 
на Рис.8. Вершини графа відповіда-
ють елементам множини A. Якщо 
елементи знаходяться у даному від-
ношенні, то відповідні вершини 
з’єднуються. 

3.3 Властивості відношень.  

Серед властивостей бінарних відношень виділяють три най-
важливіші. 

Означення 3.7 Бінарне відношення ℜ  називається рефлек-
сивним на множині А, якщо для довільного aaAa ℜ∈ : . 

Означення 3.8 Бінарне відношення ℜ  називається симет-
ричним, якщо для довільних Aba ∈,  з baℜ  випливає abℜ . 

Означення 3.9 Бінарне відношення ℜ називається транзи-
тивним, якщо для довільних Acba ∈,,  з того, що baℜ  та cbℜ , 
випливає caℜ . 

Зауваження 3.1 Матриця рефлексивного відношення має на 
головній діагоналі всі одиниці, наприклад: 2ℜ , а граф має петлі в 
кожній вершині. Якщо властивість ре-
флексивності не має місця для кожного 
елемента множини, то відношення на-
зивається антирефлексивним. Головна 
діагональ матриці антирефлексивного 
відношення складається тільки з нулів, 
наприклад: 3ℜ , 5ℜ . 

Матриця симетричного відно-
шення є симетричною і на графі ребра 
не мають напрямленності. Рис. 9 
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Означення 3.10 Відношення ℜ  називається антисиметри-
чним, якщо з того, що baℜ та abℜ  випливає ab = . 

Прикладом симетричного відношення є відношення "рівно-
сті" (якщо ab = ,  то ba = ). Відношення "≤" на числових множи-
нах дає приклад антисиметричного відношення, дійсно, якщо 

ab ≤  та ba ≤ , то ab = . 
Граф   транзитивного   відношення характеризується тим, 

що для пари ребер таких, що кінець першого (1) є початком дру-
гого (2), існує  ребро (3), що називається транзитивним замикан-
ням, і з'єднує початок першого з кінцем другого ребра (Рис. 9). 
Транзитивними є відношення "=", "≤", "навчатися в одній групі". 
Прикладом нетранзитивного відношення є відношення  перпен-
дикулярності на множині прямих на площині. 

3.4 Еквівалентність, порядок. Діаграми Хасе. 

Означення 3.11 Бінарне відношення ℜ  називається еквіва-
лентністю, якщо воно рефлексивне, симетричне і транзитивне. 

Нехай ℜ  - еквівалентність на деякій множині A. Виберемо 
елемент Aa ∈1 та утворимо клас суміжності 1A (підмножину в A), 
що складається з усіх елементів, які еквівалентні 1a . Виберемо 
елемент 2a , 21 aa ≠  і побудуємо клас 2A , що складається з елеме-
нтів еквівалентних 2a , і т.д. У результаті одержимо систему кла-
сів суміжності 1A , 2A ,…  таку, що для довільного Aa∈  існує та-
кий клас суміжності iA , що iAa∈ , різні класи суміжності не ма-
ють спільних елементів та об’єднання усіх класів суміжності 
співпадає з множиною A. Ця процедура називається розбиттям 
множини А на класи суміжності (еквівалентності). 

Приклад 3.4 1) Відношення "=" - еквівалентність. Всі класи 
еквівалентності цього відношення містять по одному елементу.  

2) Відношення "конгруентності" на множині плоских фігур - 
еквівалентність.  
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Рис. 10 

Рис. 11 

3) Відношення на множині натуральних чисел "мати одна-
ковий залишок при діленні на число р". Наприклад, при 5=p , 
множина натуральних чисел розбивається на 5 класів еквівалент-
ності, які складаються з чисел, що дають при діленні на 5 залиш-
ки 0, 1, 2, 3, 4. 

Означення 3.12 Бінарне відношення ℜ  називається відно-
шенням нестрогого порядку, якщо 
воно є рефлексивним, антисимет-
ричним, транзитивним. Якщо від-
ношення ℜ  є антирефлексивним, 
антисиметричним та транзитивним, 
то воно називається відношенням 
строгого порядку. 

Якщо довільні два елементи 
множини можна порівняти, тобто 
вони знаходяться у відношенні по-
рядку (строгого чи нестрогого), то 
таку множину називають лінійно 
впорядкованою або 
повністю впорядкованою. В іншому 
випадку, множину називають част-
ково впорядкованою.  

Приклад 3.5. 1) Відношення "≥" 
"≤" - нестрогий порядок, 2) ">" "<" - 
строгий порядок.  3) Відношення 
вкладення "⊆" на булеані трьохеле-
ментної множини { }cbaA ,,=  
(Рис.10). Матрицю останнього від-
ношення наведено нижче. Якщо в 
графі цього відношення (Рис.10) ви-
ключити транзитивно замикаючі ду-
ги та петлі, то він матиме більш простий вигляд (Рис.11) і назива-
тиметься діаграмою Хасе або гіперкубом даного відношення. На 
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діаграмі Хасе (Рис.11) усі дуги мають напрямок, а саме, знизу до 
гори, у випадку відношення вкладення це означає від менших 
множин до більш широких множин. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
4) Лексико-графічний порядок. 

Позначатимемо його символом  . Нехай у скінченому алфавіті A 
порядок слідування літер фіксований. Тоді A є лінійно впорядко-
вана множина, тобто ji aa  , якщо ia , в списку літер стоїть рані-
ше ja . Виходячи з впорядкованості літер, впорядковуються сло-
ва. Нехай 1α  та 2α  два слова. Тоді 21 αα  , в тому і тільки в тому 
випадку, коли: або γβ=α ia1 , δβ=α 22 a  та аiаj, а β, γ, δ -деякі 
слова, можливо пусті, ia  та ja - літери; або βα=α 12 , де β - непус-
те слово. Таким чином визначається порядок слів у словнику.  

Наприклад: а) ліслісник , бо 1α = ліс, 2α = лісник = βα1 , де 
β = ник. б) або 1α = рівень, 2α = рівняння, тоді 21 αα  , так як 

γβ=α ia1 , δβ=α 22 a , де    β= рів, ji aea =  = н, γ = нь, δ = яння. 

3.5 Властивості впорядкованих множин.  

Розглянемо підмножину *M  множини М. Якщо знайдеться 
такийелемент Mma ∈ , що *Mmi ∈∀ , ai mm ≤ , то am -називається 

мажорантою підмножини *M . Якщо Mmb ∈ такий, що *Mmi ∈∀  

bi mm ≥ , то bm - називається мінорантою підмножини *M . 

 ∅ {а} {b} {c} {а,b
 

{b,с
 

{а,c
 

{а,b,с} 
∅ 1 1 1 1 1 1 1 1 
{а} 0 1 0 0 1 0 1 1 
{b} 0 0 1 0 1 1 0 1 
{с} 0 0 0 1 0 1 1 1 
{а,b} 0 0 0 0 1 0 0 1 
{b,с} 0 0 0 0 0 1 0 1 
{а,c} 0 0 0 0 0 0 1 1 
{а,b,с} 0 0 0 0 0 0 0 1 
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Якщо *Mma ∈ та *Mmb ∈ , то вони називаються максима-

льним та мінімальним елементами підмножини *M . Для пари 
елементів лінійно впрядкованої множини завжди існує максима-
льний (рівний одному з них) та мінімальний (рівний другому). 

Якщо множина мажорант (мінорант) має максимальний (мі-
німальний) елемент, то його називають верхньою (нижньою) ме-
жею підмножини *M  та позначають *sup M  ( *inf M ). 

Найменшою верхньою межею (найбільшою нижньою ме-
жею) називається верхня (нижня) межа менша (більша) довільної 
іншої верхньої (нижньої) межі. Підмножина впорядкованої мно-
жини має не більше однієї найменшої верхньої межі та однієї 
найбільшої нижньої межї. Верхня (нижня) межа підмножини *M  
називається найбільшим (найменшим) елементом підмножини 

*M , якщо вона належить до *M . 
Теорема 3.1 Впорядкована множина містить не більше од-

ного найбільшого (найменшого) елемента. 
Дійсно, якби am  та bm  були два найбільших (найменших) 

елементи, то ab mm ≤  та ba mm ≤ . Звідки, за умови антисиметрич-
ності відношення "≤", ba mm = . 

Принцип двоїстості. Відношення, обернене до відношення 
порядку, також є відношенням порядку. 

Контрольні запитання 

• Що називається бінарним відношенням на множині? 
• Як визначається добуток бінарних відношень? 
• Яке відношенням називається рефлексивним? 
• Яке відношенням називається симетричним? 
• Яке відношенням називається транзитивним? 
• Яке відношенням називається антисиметричним? 
• Яке відношення називається еквівалентністю? 
• Яке відношення називається відношенням порядку? 
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Розділ ІІ. Булева алгебра. 
 

§  4. Алгебри. Структури. Булеві алгебри. 

4.1 Алгебраїчні структури.  

Означення 4.1 Алгеброю називається сукупність множини 
M , яка називається носієм алгебри,  з заданою на ній сукупністю 
операцій { }kpkmn ffffffS  ,,,,,, 1221111= , яка називається 

сигнатурою алгебри, і позначається: A= SM , . У позначенні опе-
рації fmp перший індекс вказує на кількість місць операції. 

Означення 4.2 Алгебра A= fM , , сигнатура якої має одну 
бінарну (двохмісцеву) операцію f, називається групоїдом. 

Бінарні операції поділяються на два типи, а саме: адитивні 
операції або операції типу додавання (надалі позначається ); му-
льтиплікативні операції або операції типу множення (надалі бу-
демо позначати ∗). Групоїд ,M  називається адитивним. Групо-

їд ∗,M  називається мультиплікативним.  

Означення 4.3 Нехай A= fM ,  - групоїд. Елемент Me∈

називається нейтральним елементом, якщо для довільного 
Mm∈  виконується рівність mefmmfe == . 
Групоїд не може мати більше одного нейтрального елемен-

та. Дійсно, нехай Mee ∈′,  два нейтральних елементи. Тоді 
eeeffeee =′=′=′ . 

Якщо групоїд мультиплікативний, то нейтральний елемент 
називається одиницею і позначається 1, якщо групоїд адитивний, 
то нейтральний елемент називається - нулем і позначається 0. 

Означення 4.4  Групоїд A= fM ,  називається ідемпотен-
тним, якщо операція задовольняє закону ідемпотентності: для 
довільного Mm∈ , mmfm = .  
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Означення 4.5 Групоїд A= fM , , в якому виконується за-

кон асоціативності: для довільних Mzyx ∈,, , ( ) ( ) fzxfyyfzxf = , 
називається напівгрупою. 

Означення 4.6  Напівгрупа A= fM , , в якій операція f за-
довольняє закону комутативності: для довільних Myx ∈, , 

yfxxfy = , називається комутативною або абелевою. 
Означення 4.7 Напівгрупа A= fM , , в якій кожний еле-

мент має обернений, тобто для довільного Mx∈ , знайдеться у 
такий, що exfy =  називається группою (елемент у називається 

оберненим до елемента х і позначається так: 1−= xy ). 
Означення 4.8 Алгебра A= ∗,,M  називається кільцем, як-

що вона відносно операції   утворює  абелеву групу, а відносно 
операції ∗ - абелеву напівтрупу і виконується перший закон дис-
трибутивності: для довільних Mzyx ∈,, ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∗∗=∗  . 

Означення 4.9 Кільце A= ∗,,M , в якому елементи відмін-

ні від нуля утворюють групу відносно операції ∗ - називається 
тілом, а якщо ця група комутативна, то - полем. 

Приклад 4.1    A=〈N, +〉 - абелева напівгрупа без нуля.  
A=〈N,×〉 - абелева напівгрупа з одиницею.  
A=〈Z, +,×〉 - кільце цілих чисел. 
A=〈Q, +,×〉 - поле раціональних чисел.  
A=〈R, +,×〉 - поле дійсних чисел. 
A=〈P(x), +,×〉 - кільце поліномів (P(x) – множина поліномів).  
A=〈 nP ,∗〉 - група відносно  добутку підстановок nP .   

Нехай 







=

24513
54321

P , 







=

25134
54321

Q  дві підс-

тановки. Послідовна дія цих підстановок 







=∗

12354
54321

QP  

називається їхнім добутком. 
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Дійсно: а) ( ) ( ) FQPFQP ∗∗=∗∗ ; б) PPEEP =∗=∗  (Е – 
одинична підстановка); б) якщо Р та Q такі, що EPQQP =∗=∗ , 
то Q називається оберненою до підстановки Р. Для довільної під-
становки завжди існує обернена, щоб її визначити, необхідно пе-
реставити місцями верхній та нижній рядки.  

4.2 Гратки або структури.  

Означення 4.10 Алгебра A= ∗,,M  називається дистрибу-
тивною, якщо операції для довільних Mzyx ∈,,  задовольняють 
законам дистрибутивності:  

1) ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∗∗=∗  ;  2) ( ) ( ) ( )zxyxzyx  ∗=∗ . 
Означення 4.11 В  алгебрі A= ∗,,M  два елементи та та тb 

називаються такими, що доповнюють друг друга, якщо: 
1,0 ==∗ baba mmmm  . Елемент mb позначають am  і називають 

доповненням елемента та  в алгебрі A. Причому для довільного 
Mm∈  виконується закон подвійного доповнення mm = .  
Означення 4.12 Алгебра A= ∗,,M  називається алгеброю з 

доповненням, якщо вона має структурний нуль і для кожного 
Mm∈  існує його доповнення m . Крім того для довільних 

Mnm ∈,  виконуються закони де Моргана nmnm ∗= , 
nmnm =∗ . 

Означення 4.13 Алгебра A= ∗,,M , що відносно кожної 
операції є ідемпотентною абелевою напівгрупою, називається 
граткою або структурою, якщо операції підкоряються закону 
поглинання ( ) abaa =∗ , ( ) abaa =∗   Mba ∈∀ ,  

Означення 4.14 Якщо структуру побудовано на алгебрі A=
,,, ∗M , що є дистрибутивною і має доповнення, то вона на-

зивається булевою алгеброю. 
Окрім перерахованих законів булевої алгебри, мають місце 

й інші, серед яких виділимо такі:   
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а) закони склеювання: ababa =∗∗  , ( ) ( ) ababa =∗  ; 

б) закони Порецького: , ( ) babaa ∗=∗  . 

Контрольні запитання 

• Що називається алгеброю? 
• Як визначається напівгрупа? 
• Як визначається група? 
• Як визначається кільце? 
• Як визначається поле? 
• Що називається структурою (граткою)? 
• Що називається булевою алгеброю? 
• Як визначається підстановка? 

 
§  5.  Алгебра Кантора 

Розглянемо алгебру  К= ( ) ,,, UB , де носій алгебри 

В(U) – булеан на множині U (універсум),  сигнатура складається з 
операцій об’єднання, перетину та доповнення множин.  

Теорема 5.1 Алгебра Кантора є булевою алгеброю. 
Доведення. Доведення теореми випливає з того, що в алге-

брі Кантора виконуються наступні закони. 
1) AUAAA ==∅  , ; 
2) комутативність: ABBA  = , ABBA  = ; 
3) асоціативність: ( ) ( ) CBACBA  = ,  
                                  ( ) ( ) CBACBA  = ; 
4) дистрибутивність: ( ) ( ) ( )CABACBA  = , 

                                  ( ) ( ) ( )CABACBA  = ; 
5) ідемпотентність: AAAAAA ==  , ; 
6) закон поглинання ( ) ABAA = , ( ) ABAA = ; 
7) ∅== AAUAA  , ;  

babaa  =∗
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8) закони де Моргана 




=
=

BABA
BABA




;    9) AA = . 

З наведених рівностей випливає, що алгебра має структурні 
нуль та одиницю, відносно кожної з операцій об’єднання та пере-
тину утворює ідемпотентні абелеві напівгрупи, дистрибутивна і 
має доповнення, а отже є булевою алгеброю 

Залишилося довести усі  вищезгадані рівності. Усі дев’ять 
рівностей тут доводити не будемо. Доведемо одну з формул дис-
трибутивності ( ) ( ) ( )CABACBA  = . 

Нехай а довільний елемент з множини  ( )CBA  , тоді згі-
дно з означенням об'єднання Aa∈  або ( )CBa ∈ . З означення 
операції перетину одержимо: Aa∈  або ( Ba∈  та Ca∈ ), що є 
еквівалентним твердженню Aa∈  або Ba∈  та Aa∈  або Ca∈  
та Aa∈ , але тоді, за означенням перетину, одержимо: BAa ∈  
та CAa ∈ . Нарешті, згідно з означенням об'єднання, одержимо 

( ) ( )CABAa ∈ . Так як а - довільний елемент, то з доведе-
ного випливає, що: ( ) ( ) ( )CABACBA  ⊆ . 

Навпаки, нехай а довільний елемент із множини 
( ) ( )CABA  . За означенням перетину, одержимо BAa ∈  
та CAa ∈ . З означення об'єднання випливає, що Ba∈  та 

Aa∈  або Ca∈  та Aa∈ , але це є еквівалентним тому, що: Aa∈  
або    ( Ba∈  та Ca∈ ). Це, згідно з означенням перетину, дає: 

Aa∈  або ( )CBa ∈ . Нарешті, за означенням об'єднання, одер-
жимо: ( )CBAa ∈ . Так як а - довільний елемент, то з доведе-
ного випливає, що: ( ) ( ) ( )CABACBA  ⊇ . Отже, одер-
жимо рівність: ( ) ( ) ( )CABACBA  = . ∇ 

Можна показати, що сигнатура алгебри Кантора 
підкоряється законам склеювання ABABA = , 
( ) ( ) ABABA = . 
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Рис. 12 

Рівність ( ) ( ) ( )CABACBA  =  можна 
проілюструвати 
за допомогою 
кругів Ейлера 
(діаграм Венна) 
(рис 12). 

Важливим є 
питання про по-
тужність об'єд-
нання двох і біль-
ше множин. Має 
місце формула, що пов’язує потужності об'єднання і перетину 
двох множин: 

BABABA ∩−+=∪ . 
У випадку, коли А та В не перетинаються, потужність об'єд-

нання множин співпадає з сумою потужностей множин, що об'є-
днуються, тобто натуральні числа можна інтерпретувати як по-
тужності множин, а операції над натуральними числами - як опе-
рації над множинами. Це говорить про те, що операція 
об’єднання є операцією адитивного типу. 

У випадку трьох множин формула матиме вигляд: 
CBACBCABACBACBA  +−−−++= . 

Цю формулу можна узагальнити для обчислення потужності до-
вільної скінченної кількості множин. Вона матиме вигляд:  

−+++= nn AAAAAA  2121 ...  

( )++++++− − nnn AAAAAAAA  113121  

( )+++++ −− nnn AAAAAAAAA  12421321  

( ) nn
n AAAA  121

11 −
−−+ . 

В алгебрі Кантора представляють самостійний інтерес опе-
рації різниці та операція симетричної різниці.  
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Властивості різниці множин. 
1) ∅==∅ AAAA \,\ ;      2) ( ) BAABA  =\ ; 
3) дистрибутивність: ( ) ( ) ( )CABCBACBA \\\  == ; 
4) закони де Моргана: ( ) ( ) ( )CABACBA \\\  = ,  
                                     ( ) ( ) ( )CABACBA \\\  = ; 
5) ( )BAABA \\ = , ця властивість дає зв'язок для потуж-

ностей різниці та перетину двох множин: BAABA −=\ . 
Припустимо в рівності 2), що BA⊆ , тоді ( ) BABA =\ . Це 

є аналог операцій над натуральними числами ( ) baba =−+ . 
Властивості симетричної різниці: 
1) ABbA ∆=∆  - комутативність;          
2) ( ) ( ) CBACBA ∆∆=∆∆  - асоціативність; 
3) ( ) ( ) ( )CABACBA  ∆=∆  - дистрибутивність;      
4) ∅=∆=∅∆ AAAA , . 
Відмітимо, що, якщо ∅=BA , то BABA =∆ .  
Крім того, із властивостей 2) та 4) випливає, що 

( ) CCAA =∆∆ . Дійсно: ( ) ( ) CCCAACAA =∆∅=∆∆=∆∆ . 
Розглянемо рівняння CXA =∆ . Віднімемо симетрично від 

обох частин рівняння множину А, тоді: ( ) CAXAA ∆=∆∆  або 
CAX ∆= , що й є розв'язком рівняння CXA =∆ . 

Зауваження 5.1  Алгебра Кантора не може бути кільцем, бо 
відносно операцій перетину та об'єднання вона не утворює групу. 
Дійсно, рівняння CXMCXM ==  ,  не мають розв'язку, на-
приклад, коли ∅=CM  . 

§  6.  Алгебра висловлювань 

Висловлюванням називають оповідальне речення тієї чи ін-
шої мови, про яке можна сказати, що воно або хибне, або істинне. 

Поставимо кожному висловлюванню числове значення, за 
таким правилом: якщо висловлювання істинне, то йому відпові-
дає 1, якщо - хибне то -  0.  
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6.1 Операцій над висловлюваннями.  

Операції визначатимемо за допомогою так званих таблиць 
істинності, які визначають істинність або хибність новоутворено-
го висловлювання. 

Означення 6.1  Заперечення – унарна операція. Нехай А – 

висловлювання, то його заперечення позначається A  і визнача-
ється  таблицею істинності: 

A A  
1 
0 

0 
1 

Висловлювання A  істинне тоді і тільки тоді, коли А є хиб-
ним, читається “не А”. 

Означення 6.2 Кон’юнкція – бінарна операція. Позначаєть-
ся BA∧ . Визначається таблицею істинності.  Висловлювання 

BA∧  – істинне лише тоді і тільки тоді, коли А і В – істинні, чита-
ється “А і В”. 

А В А ∧ В 
1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

Означення 6.3 Диз’юнкція бінарна операція. Позначається 
через BA∨ . Визначається таблицею істинності: 

А В BA∨  
1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
1 
1 
0 

 Висловлювання BA∨ хибне тоді і лише тоді, коли А і В хи-
бні, читається “А або В”. 
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Розглянемо алгебру В= ,,, ∧∨ℑ , де носій алгебри ℑ  – 

множина всіх висловлювань, сигнатура складається з операцій 
кон’юнкції, диз’юнкції та заперечення.  

Теорема 6.1  Алгебра В= ,,, ∧∨ℑ   висловлювань є буле-

вою алгеброю. 
Доведення. Необхідно довести, що сигнатура алгебри В=

,,, ∧∨ℑ ,  підкоряється наступним законам: 

1) AA =∨ 0 , 00 =∧A , 11 =∨A , AA =∧1 ; 
2) комутативність: ABBA ∨=∨ , ; 
3) асоціативність: , 
                              ( ) ( ) CBACBA ∧∧=∧∧ ; 
4) дистрибутивність: ( ) ( ) ( )CABACBA ∧∨∧=∨∧ ,  
                                  ( ) ( ) ( )CABACBA ∨∧∨=∧∨ ; 
5) ідемпотентність: ; 
6) закон поглинання ( ) ABAA =∧∨ , ( ) ABAA =∨∧ ; 
7) закон протиріччя: ( ) 0=∧ AA ;  
8) закон виключеного третього ( ) 1=∨ AA ; 

9) закони де Моргана 




∧=∨
∨=∧

BABA
BABA

;   10) . 

З наведених рівностей випливає. Що алгебра має структурні 
нуль та одиницю, відносно кожної з операцій диз’юнкції та 
кон’юнкції утворює ідемпотентні абелеві напівгрупи, дистрибу-
тивна і має доповнення (заперечення), тобто є булевою алгеброю.  

Для прикладу розглянемо доведення дистрибутивності опе-
рації диз’юнкції. Доведення полягає в побудові та порівнянні 
таблиць істинності для лівої та правої частин рівності.  

Можна показати, що сигнатура алгебри висловлювань під-
коряється законам склеювання ABABA =∧∨∧ , 

.∇ 

ABBA ∧=∧
( ) ( ) CBACBA ∨∨=∨∨

AAAAAA =∧=∨ ,

AA =

( ) ( ) ABABA =∨∧∨
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А В С CB ∨  BA∨  ( )CBA ∨∨  ( ) CBA ∨∨  

0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 1 0 1 1 
0 1 0 1 1 1 1 
0 1 1 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 1 1 
1 0 1 1 1 1 1 
1 1 0 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 

В алгебрі висловлювань важливу роль відіграють й інші ло-
гічні операції.  

Означення 6.4 Імплікація - бінарна операція. Позначається 
BA → . Висловлювання BA→  хибне, тоді і лише тоді, коли А – 

істинне, а В – хибне.   
Читається “якщо А, то В”, де А – умова, а В – висновок. 
Визначається таблицею істинності: 

А В BA→  
1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
1 
0 
1 

Для операції імплікації мають місце такі закони:  
1) закон контрапозиції: BABA →=→ ; 
2) закон силогізму: ( ) ( ) CACBBA →=→∧→ . 
Означення 6.5  Еквівалентність - бінарна операція. Позна-

чається BA⇔  (або BA ≡ ). Висловлювання BA ⇔  істинне, тоді і 
лише тоді, коли А і В – істинні, або А і В – хибні.  

Читається “А тоді і тільки тоді, коли В”.  
Має місце формула: ( ) ( )ABBABA →∧→=⇔ . 
Визначається таблицею істинності: 
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А В BA ⇔  
1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
1 

Означення 6.6 Логічне додавання - бінарна операція. Поз-
начається BA⊕ . Висловлювання  BA⊕  хибне, тоді і лише тоді, 
коли А і В – істинні, або А і В – хибні, тобто має місце рівність 

BABA ⇔=⊕ , яка означає, що логічне додавання є заперечен-
ням еквівалентності. 

Визначається таблицею істинності: 
А В BA⊕  
1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

0 
1 
1 
0 

Для операції логічного додавання виконуються такі закони: 
1. AAAAAA =⊕=⊕=⊕ 1,0,0 . 
2. Комутативність ABBA ⊕=⊕ . 
3. Асоціативність ( ) ( )CBACBA ⊕⊕=⊕⊕ . 
4. Дистрибутивність ( ) ( ) ( )CABACBA ∧⊕∧=⊕∧ . 
Означення 6.7 Штрих Шефера - бінарна операція. Познача-

ється BA . Висловлювання BA  істинне, тоді і лише тоді, коли 
хоча б одне з висловлень А і В хибне. Тобто операція штрих Ше-
фера є запереченням операції кон’юнкції. 

Визначається таблицею істинності: 
A B BA  
0 0 1 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 
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Має місце рівність BABABA ∨=∧= . 
Означення 6.8 Стрілка Пірса або функція Вебба. Познача-

ється BA ↓ . Висловлювання BA ↓  істинне, тоді і лише тоді, ко-
ли А і В – хибні. Тобто операція стрілка Пірса є запереченням 
операції диз’юнкції. 

Визначається таблицею істинності: 
A B BA ↓  
0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 0 

Має місце рівність BABABA ∧=∨=↓ . 
Зауваження 1.1 Можна навести означення  структури, що є 

еквівалентним означенню 4.13.  
Означення 6.9 Структурою називається впорядкована 

множина 〈М, ≤〉, довільні два елементи тi та тj, якої мають найбі-
льшу нижню межу , та найменшу верхню межу 

. 
Еквівалентність означень 4.13 та 6.9 доведено в [1].  
В алгебрі Кантора можна ввести частковий порядок наступ-

ним чином BA ≤  означає, що ABA = , або BBA = . Визна-
чений таким чином частковий порядок співпадає з частковим по-
рядком, який породжується відношенням вкладення множин, 
тобто BA ⊆ , при цьому  ji mm inf = ji mm   і ji mm sup = ji mm  . 

Аналогічно в алгебрі висловлень можна ввести частковий поря-
док наступним чином BA ≤  означає, що ABA =∧ , або 

BBA =∨ , при цьому  ji mm inf = ji mm ∧  і ji mm sup = ji mm ∨ . 

ji mm inf

ji mm sup
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6.2  Булеві функції. Булеві функції двох змінних 

Враховуючи те, що кожному висловлюванню співставлене 
одне з двох числових значень 0 або 1, надалі будемо ототожню-
вати висловлення з їхніми значеннями і позначати Nixi ∈, .  

Означення 6.10  Булевою фyнкцiєю n змінних  називається 

відображення вигляду { } ( ) { }1,0,,,,1,0 11 ∈→∋ n
f

n
n xxfxx  , 

яке нaбyвaє знaчeнь 0 та 1 i apгyмeнти якого, є вектори, складені з 
0 та 1.  Булеву функцію n змінних називають, ще n-apною 
oпepaцiєю нa мнoжинi { }1,0 . Множина усіх функцій вигляду 

{ } ( ) { }1,0,,,,1,0 11 ∈→∋ n
f

n
n xxfxx   утворює двозначну ал-

гебру логіки.  
Булевих функцій двох змінних усього 16, кожна з яких може 

приймати всього по чотири значення. Розташуємо їх у таблиці, де 
в рядках стоять значення функції для фіксованого  набору зна-
чень аргументів 21, xx , а в стовпчиках усі значення функцій. 

Ця таблиця є фактично таблицею істинності для усіх буле-
вих функцій двох змінних. Серед цих функцій є ті, що визначені 
вище.  

x1 x2 ϕ0 ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7 ϕ8 ϕ9 ϕ10 ϕ11 ϕ12 ϕ13 ϕ14 ϕ15 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

Дійсно: ( ) 21211 , xxxx =ϕ  - кон’юнкція; 
             ( ) 212121216 , xxxxxxxx ⊕=∨=ϕ - логічне додавання; 
             ( ) 21217 , xxxx ∨=ϕ - диз’юнкція;   

             ( ) 212121218 , xxxxxxxx ↓=∨==ϕ - стрілка Пірса; 
             ( ) 212121219 , xxxxxxxx ≡=∨=ϕ - еквівалентність;  
             ( ) 21212113 , xxxxxx →=∨=ϕ  - імплікація;  
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             ( ) 21212114 , xxxxxx =∨=ϕ - штрих Шеффера.   

Функції ( ) 22110 , xxx =ϕ  та ( ) 12112 , xxx =ϕ  – заперечення. 
Вони мають так звані фіктивні змінні.  

Змiнна xi, нaзивaється фiктивнoю, якщo 
 ( ) ( )niinii xxxxfxxxxf  ,,1,,,,0,, 111111 +−+− =  

пpи дoвiльниx знaчeнняx peшти змiнниx.  
Функції сталі - ( ) 0, 210 =ϕ xx  – константа нуль,  
                         ( ) 1, 2115 =ϕ xx  – константа одиниця.  
Крім того, функції привласнення значення однієї з змінних 

(також із фіктивними змінними) ( ) 12121213 , xxxxxxx =∨=ϕ , 
( ) 22121215 , xxxxxxx =∨=ϕ . І, нарешті, функції, що представля-

ють собою різновиди імплікацій: ( ) 21122111 , xxxxxx ←=∨=ϕ – 
права імплікація (читається “якщо x2, то x1”), 

( ) 212121212 , xxxxxxxx →=∨==ϕ – ліва коімплікація (читається 
“ні, якщо x1, то x2”, префікс ко – від лат. conversus – обернений), 

( ) 212121214 , xxxxxxxx ←=∨==ϕ - права коімплікація. 
З таблиці функцій двох змінних видно, що для усіх функцій 

має місце рівність 15,0,15 =ϕ=ϕ − kkk . 

1x  2x  3x  321 xxx ∨∧  
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 
1 
1 
0 
0 

1 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 

1 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

Mнoжинy уcix булевих фyнкцiй n змiнниx двозначної алге-
бори логіки пoзнaчимo чepeз ( )nP2 . Лoгiчна фyнкцiя n змiнниx 
зaдaється тaблицeю icтиннocтi, де усім можливим нaбopам 
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знaчeнь аргументу співставляються знaчeння фyнкцiї. Наприклад: 
( )321 ,, xxxf = 321 xxx ∨∧  має таблицю істинності: 

Кількість усіх функцій з ( )nP2  дорівнює 
n22 . Отже, 

( ) 412 =P , ( ) 1622 =P , ( ) 25632 =P , ( ) 6553642 =P  і т.д. 

6.3  Ізоморфізм алгебр. Теорема Стоуна. 

Означення 6.11  Дві алгебри A1= 11,SM  та A2= 22 ,SM  
називаються ізоморфними, якщо між носіями та сигнатурами 
встановлено взаємно однозначну відповідність η таку, що: 

( ) ↔=− akakaai mmmmf 121 ,,,   
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )akakaai mmmmf η=ηηηη↔ −121 ,,,   

де 1Mmaj ∈ , , ( ) 21,,,1 SfSfkj ii ∈η∈= . 

Теорема 6.2 (Стоуна). Алгебра висловлювань і алгебра Ка-
нтора є ізоморфними булевими алгебрами. Для цих алгебр має 
місце такий ізоморфізм: 

yx MMyx ↔∨ , , xMx ↔ . 

Доведення. Розглянемо множину V двійкових векторів 
. На цій множині розглянемо такі операції: 

диз’юнктивне додавання векторів cba =+ , тобто 
диз’юнктивною сумою є такий вектор с, координати якого одер-
жуються в результаті покоординтаного додавання за правилами: 

,000 =+   110 =+ , 101 =+ , 111 =+ ; 
множення, тобто добутком двох векторів cba =⋅  є такий 

вектор с, координати якого одержуються в результаті покоордин-
таного множення за правилами: ,000 =⋅   010 =⋅ , 001 =⋅ , 111 =⋅ ; 

інверсія вектора ca = - це операція, в результаті якої всі ну-
льові координати вектора а замінюються одиницями, а одиничні 
– нулями. 

( ) 2Mmaj ∈η

yx MMyx ↔∧

{ } { }n
nvvv 1,0,,1 ∈= 
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Неважко переконатись, що алгебра A= ,,, ⋅+V  з носієм 

{ }nV 1,0=  та сигнатурою, що складається з наведених операцій 
над двійковими векторами, є булевою алгеброю. Дійсно, алгебра 
має нульовий та одиничний вектори, при чому, для довільних ве-
кторів Vcba ∈,, : 

1) aa =+ 0 , 00 =⋅a , 11=+a , aa =⋅1 ; 
2) комутативність: abba +=+ ,; abba ⋅=⋅  
3) асоціативність: ( ) ( ) cbacba ++=++ , ( ) ( ) cbacba ⋅⋅=⋅⋅ ; 
4) дистрибутивність: ( ) ( ) ( )cabacba ⋅+⋅=+⋅ , 
                                  ( ) ( ) ( )cabacba +⋅+=⋅+ ; 
5) ідемпотентність: aaaaaa =⋅=+ , ; 
6) закон поглинання ( ) abaa =⋅+ , ( ) abaa =+⋅ ; 

7) ( ) 0=⋅ aa ;  ( ) 1=+ aa ; 8) закони де Моргана 




⋅=+
+=⋅

baba
baba

;     

9) aa = . 
Як видно з таблиці істинності для операцій алгебри вислов-

лювань, що ця алгебра є ізоморфною побудованій алгебрі двійко-
вих векторів, а саме: , bayx ⋅↔∧ , ax ↔ . 

 
x y x ∧ y yx ∨  x  
1 
0 
1 
0 

1 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 

1 
1 
1 
0 

0 
1 
0 
1 

a b ba ⋅  ba +  a  
Аналогічно, якщо для множин з алгебри Кантора розглядати 

їхні двійкові представлення, то, очевидно, має місце така відпові-
дність операцій: BAba ↔+ , BAba ↔⋅ , Aa ↔ . 

bayx +↔∨
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Таким чином, алгебра Кантора і алгебра висловлювань є 
ізоморфні булевій алгебрі двійкових векторів, а отже, ізоморфні 
між собою.  

К= ( ) ↔,,, UB В= ↔∧∨ℑ ,,,  A= ,,, ⋅+V .∇ 

Зауважимо, що операції симетричної різниці в алгебрі Кан-
тора при описаному ізоморфізмі відповідає операція логічного 
додавання: yxBA yx ⊕↔∆ . 

Контрольні запитання 
• Що називається висловлюванням? 
• Як визначається операція диз’юнкції висловлювань? 
• Як визначається операція кон’юнкції висловлювань? 
• Як визначається операція заперечення висловлювань? 
• Як визначається операція імплікації висловлювань? 
• Як визначається операція логічного додавання? 
• Як визначається операція штрих Шефера? 
• Як визначається операція стрілка Пірса? 
• Як визначається ізоморфізм алгебр? 
• Як формулюється теорема Стоуна? 
• Яким законам підкоряються операції перетину та 

об’єднання множин? 
• Яким законам підкоряються операції різниці та допов-

нення множин? 



45 
 

Розділ ІІІ. Представлення елементів булевої алгебри. 
Мінімізація представлення. 

 
Важливим питанням для вивчення булевих алгебр є питання 

про представлення їхніх єлементів. Так в алгебрі Кантора – це 
представлення довільної множини за допомогою операцій пере-
тину, об’єднання і доповнення через певну фіксовану сукупність 
множин, що називається твірною. В алгебрі висловлювань це 
представлення булевих функцій від фіксованої кількості змінних 
через логічні змінні та операції кон’юнкції, диз’юнкції і запере-
чення. Для одного й того ж елемента булевої алгебри існують рі-
зні предсталення. Виникає потреба у відшуканні серед усіх пред-
ставлень елементів булевої алгебри представлення найменшої 
складності (мінімальне представлення). Послідовність перетво-
рень, що приводять до побудови мінімального представлення, на-
зивається стратегією перетворень.  

§ 7. Нормальна форма представлення  
елементів булевої алгебри. 

 

7.1 Конституенти та їхні властивості. 
 

Розглянемо булеву алгебру ,,, ∗= MA . Нехай 

{ }nmm ,,1 =Ω  довільна система  елементів носія алгебри М, які 
не співпадають між собою. Така система елементів називається 
породжуючою або твірною системою. Розглянемо питання про 
представлення довільного елемента булевої алгебри 

,,, ∗= MA через елементи даної твірної системи Ω  та її 

основні структурні операції.   

Означення 7.1 Нехай Ω∈im . Вираз 




=
=σ
=σ

=σ ni
m
m

m
ii

ii
i

i ,1
0,
1,

 

називається первинним термом. 



46 
 

Розглянемо множину усіх первинних термів даної твірної 

системи, яку позначимо { }n
nmm σσ=Ω ,,~ 1

1  .  
Якщо зафіксовано твірну систему, то кожному набору пер-

винних термів n
nmm σσ ,,1

1   відповідає один і тільки один двійко-

вий вектор 1,0,,,1 =σσσ=σ in .  

Означення 7.2 Вираз ni
ni

n

i
mmmmC σσσσ

=
σ ∗∗∗=∗= 21

211
, де 

1,0,,,1 =σσσ=σ in , називається конституентою. 
Загальна кількість конституент не перевищує 2n. З кожною 

конституентою, j
j

n

j
mC σ

=
σ ∗=

1
, пов'язується двійковий вектор 

1,0,,,1 =σσσ=σ in . Якщо jm  входить як множник до складу 

конституенти j
j

n

j
mC σ

=
σ ∗=

1
, то відповідний йому індекс 1=σ j , 

якщо ж jm  не входить як множник до складу конституенти, то 

відповідний йому індекс 0=σ j . Вектор 1,0,,,1 =σσσ in  на-

зивається двійковим еквівалентом конституенти j
j

n

j
mC σ

=
σ ∗=

1
, а  

число ( ) ∑
=

−
σ σ=

n

i

i
iCd

1

12  називається її десятковим еквівалентом.  

Приклад 7.1. Нехай п=2, породжуюча система { }21,mm=Ω  
така, що 21 mm = , тоді кількість конституент, які можна побуду-
вати на відповідній системі первинних термів, дорівнює чоти-
рьом, і вони мають вигляд: 

;02221
0
2

0
11 =∗=∗=∗= mmmmmmC  

;0221
1
2

0
12 ≠=∗=∗= mmmmmC  

;011121
0
2

1
13 ≠=∗=∗=∗= mmmmmmmC  
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01121
1
2

1
14 =∗=∗=∗= mmmmmmC . 

Перейдемо до розгляду властивостей конституент. 
Лема 7.1 Нижня межа двох різних конституент є нуль. 

Доведення. Якщо конституенти i
i

n

i
mC σ

=
σ ∗=

1
, 

*
*

1
i

i
n

i
mC σ

=σ
∗=  

різні, то знайдеться такий номер k, що *
kk σ=σ , але тоді 

0
*
=∗ σσ kk

kk mm , звідки випливає 0=∗ ∗σσ CC .∇ 

Лема 7.2 Верхня межа усіх конституент дорівнює носію 
алгебри М. 

Доведення. Множину М можна представити у такому ви-

гляді ( )10
1

ii
n

i
mmM 

=
∗= . Розкривши дужки в правій частині, одер-

жимо верхню межу усіх конституент.∇ 
Лема 7.3  Відображення ( ) in mmmf =,,1   дорівнює верхній 

межі конституент, кожна з яких містить 1
im . 

Доведення. Згідно з лемою 2, i

p

i
p CCCCM

1
10

=
==  , де  

Сi (і=1,...,р) – конституанти індексовані своїми десятковими екві-
валентами. Розглядаючи нижні межы обох частин цього виразу з 
елементом mi, одержимо: ( ) ( ) ( )piiii CmCmCmm ∗∗∗=  21 .∇ 

Якщо Сj містить 1
im , то jij CmC =∗ . Якщо ж Сj містить 0

im , 

то 0=∗ ij mC . Отже, mi є верхня межа тих конституент, що міс-

тять в собі 1
im . 

7.2 Нормальна форма представлення елементів булевої 
алгебри. 

Теорема 7.1  Кожний ненульовий елемент булевої алгебри є 
верхньою гранню деякої кількості конституент, побудованих за 
даною твірною системою { }nmm ,,1 =Ω . 
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Доведення. Згідно з лемою 7.3, твердження теореми випли-
ває для елементів nmm ,1 . Покажемо, що якщо довільні елемен-
ти представляються у вигляді верхньої грані  деякої кількості 
конституент, то й ba mm  , ba mm ∗ , am , якщо вони не нульові, 
також представляються у вигляді верхньої грані  конституент. 

Нехай ai
i

a Cm = , bk
k

b Cm = , тоді 

( )bkai
ki

bk
k

ai
i

ba CCCCmm 
,

=















=  

( )bkai
ki

bk
k

ai
i

ba CCCCmm ∗=







∗







=∗

,
 , 

де, у випадку, коли Сaa≠Сbβ , Сaa∗Сbβ=0, інакше Сaa=Сbβ . Отже, 

ba mm ∗  або дорівнює 0, або є верхньою гранню конституент. 

Нарешті, покажемо, що am  також представляється у вигляді 
верхньої грані конституент. Згідно з законом де Моргана одер-
жимо: 

ijij
jiijji

ai
i

ai
i

a mmCCm σσ
∗=∗∗=∗==  . 

Розкриваючи дужки і, враховуючи, що 0=∗ pp mm , 

Mmm pp = , одержимо представлення множини am  у вигляді 

верхньої грані конституент. ∇ 

Теорема 7.2 Існує не більше ніж 
n22 елементів булевої 

алгебри  ,,, ∗= MA , які породжуються твірною системою 

{ }nmm ,,1 =Ω . 
Доведення. Кожний елемент, породжуваний твірною сис-

темою { }nmm ,,1 =Ω  згідно з теоремою 7.1, є верхньою гранню 

конституент, кількість яких не перевищує n2 . Отже, кількість рі-

зних верхніх граней не перевищує 
n22 . При цьому, якщо елемен-
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ти твірної системи { }nmm ,,1 =Ω  незалежні, тобто всі конститу-
енти відмінні від нульового елемента, то кількість різних консти-
туент дорівнює n2 , а, отже, елементів алгебри (з урахуванням ну-

льового), що можна утворити з цих конституент дорівнює 
n22 . ∇ 

Нехай { }nmm ,,1 =Ω  твірна система незалежних елементів, 

тоді довільний елемент m з ,,, ∗= MA  можна задати у вигляді 

деякої верхньої грані конституент:  j
j

n

j
mm σ

=
∗=

1
 . 

Довільному елементу m з алгебри ,,, ∗= MA  можна спів-

ставити двійковий вектор довжиною 2n, в якому i-тому розряду 
відповідає  конституента з десятковим еквівалентом, що дорів-
нює і. Вектор nvv 21 ,,  визначається за правилом 1=iv , якщо 

конституента з номером  i входить до представлення j
j

n

j
mm σ

=
∗=

1


, і 0=iv , якщо конституента з номером  i не входить до предста-

влення j
j

n

j
mm σ

=
∗=

1
 . Вектору nvv 21 ,, , що визначає елемент m 

з ,,, ∗= MA відповідає десятковий еквівалент ∑
=

=
n

i

i
ivmd

2

0
2)( . 

Отже, довільний елемент m з ,,, ∗= MA  визначається своїми 

двійковим або десятковим еквівалентами. 
Відмітимо, що представлення елемента m з ,,, ∗= MA  

взаємно однозначно визначається вектором { }
n

nvv 2
21 1,0,, ∈ , 

компоненти якого є значеннями булевої функції  ( ) j
j
n

j vf =σσ ,,1 

, де j
n

j σσ ,,1   двійковий еквівалент конституенти з десятковим 

номерм j.  
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Виходячи з цього представлення, елемнт з алгебри 
,,, ∗= MA  визначається у вигляді двійкової таблиці, в рядках 

якої записуються двійкові еквіваленти конституент. Множина ря-
дків таблиці впорядкована за зростанням десяткових еквівалентів 
конституент. В останньому стовпчику записується значення двій-
кового вектора nvv 21 ,,  довжини n2 . Одиниця в цьому стовп-

чику вказує на те, що відповідна конституента входить до пред-
ставлення даного елемента.  

Представлення елемента у вигляді верхньої грані деякої кі-
лькості конституент називається нормальною формою (НФ) еле-
мента булевої алгебри. 

Для графічного зображення нормальної форми представ-
лення елемента булевої алгебри використовується n-вимірний гі-
перкуб. 

Означення 7.3 Гіперкубом називається граф Н, кожна вер-
шина якого взаємно однозначно відповідає певній конституенті, а 
ребра з’єднують ті вершини, двійковий код яких відрізняється 
лише в одному розряді. Приклад графічного зображення норма-
льної форми представлення елемента буде розглянуто нижче. 

§ 8. Мінімізація представлення елемента булевої алгебри.  

Метод Квайна. 
 

8.1 Мінімальна нормальна форма. 

Означення 8.1 Складністю представлення елемента булевої 
алгебри називається кількість символів im  та im  у виразі, що ви-
значає цей елемент. 

Задача знаходження стратегії, що приводить до представ-
лення елемента з  булевої алгебри у вигляді з найменшою склад-
ністю називається задачею мінімізації представлення. 
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Одним з методів одержання мінімальної нормальної фор-
ми (МНФ) представлення для елементів з великою складністю є 
метод Квайна.  

Означення 8.2  Елемент булевої алгебри, що є нижньою 

гранню попарно різних термів i
imσ∗  називається елементарним.  

Означення 8.3 Представлення елемента булевої алгебри у 
вигляді верхньої грані різних елементарних елементів, називаєть-
ся нормальною формою (НФ) представлення. Якщо ж елемент 
булевої алгебри є верхньою гранню певної кількості конституент, 
то таке представлення цього елемента називається досконалою 
нормальною формою (ДНФ).  

Означення 8.4  Мінімальною нормальною формою елеме-
нта алгебри  називається нормальна форма цього елемента най-
меншої складності. 

8.2 Метод Квайна. 

Пошук   мінімальної нормальної форми елемента алгебри 
методом Квайна розглянемо на прикладі. Розв’язання задачі ме-
тодом Квайна полягає в послідовному виконанні певних кроків.  

 Приклад 8.1 Побудувати мінімальну нормальну форму для 
елемента булевої алгебри,  що має десятковий еквівалент 
d(М)=19357. 

1 крок. Побудова досконалої нормальної форми елемента 
булевої алгебри. Якщо десятковий еквівалент елемента алгебри  
дорівнює d(М)=19357, то його двійковим еквівалентом є вектор 

0111010100101110 . Скористаємось табличним представленням 
елемента алгебри, з якого видно, що складність розглядуваного 
елемента дорівнює 36. Досконалу НФ тут виписувати не будемо, 
бо вона досить громіздка, але рекомендуємо виписати її самос-
тійно. 

Для подальшого викладення нам потрібне буде, також, 
представлення   множини  за допомогою гіперкубу (Рис.13). 
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Рис. 13 

d(с) 1m  2m  3m  4m  f  
0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 1 0 
2 0 0 1 0 1 
3 0 0 1 1 1 
4 0 1 0 0 1 
5 0 1 0 1 0 
6 0 1 1 0 0 
7 0 1 1 1 1 
8 1 0 0 0 1 
9 1 0 0 1 1 
10 1 0 1 0 0 
11 1 0 1 1 1 
12 1 1 0 0 0 
13 1 1 0 1 0 
14 1 1 1 0 1 
15 1 1 1 1 0 

 
2 крок. Виділення максимальних інтервалів на гіперкубі. 

Означення 8.5. Інтервалом на гіперкубі називається мно-
жина конституент представлення елемента булевої алгебри, яка 
утворює гіперкуб деякого порядку (розмірності). Очевидно, що 
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інтервали можуть мати порядок, який дорівнює лише степеням 
двійки. 

Означення 8.6  Інтервал називається максимальним, якщо 
не існує серед конституент представлення елемента булевої алге-
бри, інтервалу, в якому він міститься. 

Множина інтервалів для даного прикладу має вигляд: {0000, 
0010, 0011, 0100, 0111, 1000, 1001, 1011, 1110, -000, 0-00, 00-0, 
001-, 100-, 0-11, -011, 10-1}. "-" в запису інтервалу означає, що 
терм, який відповідає цьому розряду в нижній грані, відсутній, 
тобто по ньому відбулося склеювання конституент. Наприклад, 
інтервал 0-00, одержується в результаті перетворення 

43143214321 mmmmmmmmmmm ∗∗=∗∗∗∗∗∗  . 
В даному випадку є 9 максимальних інтервалів 1110, -000, 

0-00, 00-0, 001, 100-, 0-11, -011,10-1, кожен з яких, крім першого, 
утворює гіперкуб першого порядку (ребро). 

Означення 8.7  Нижня межа i
imσ∗ , що відповідає максима-

льному інтервалу елемента булевої алгебри, називається прос-
тою імплікантою цього елемента.  

Означення 8.8  Верхня межа простих імплікант елемента 
алгебри, називається скороченою нормальною формою (СНФ) 
цього елемента. 

Побудовою скороченої нормальної форми закінчується дру-
гий крок методу Квайна. Отримана СНФ елемента булевої алгеб-
ри має складність 28. 

Означення  8.9  Тупіковою нормальною формою предста-
влення елемента булевої алгебри називається така нормальна фо-
рма цього елемента, яка при викреслюванні хоча б одного пер-
винного терму не визначає даного елемента булевої алгебри. 

Має місце такий факт. 
Теорема 8.1 Мінімальна нормальна форма міститься в тупі-

ковій нормальній формі, яка належить до скороченої нормальної 
форми представлення  цього елемента. 

Рис. 8 
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Означення 8.10 Покриттям стовпчиків рядками в двохвимі-
рній таблиці називається така множина рядків, в якій для кожно-
го стовпчика знайдеться хоча б один рядок з цієї множини, на пе-
ретині з яким стовпчик має одиницю, причому, при викреслювані 
хоча б одного елемента з цієї множини рядків, описана власти-
вість не має місця.  

3 крок. Побудова покриття таблиці Квайна. 
Таблиця Квайна - двохвимірна таблиця, кожному рядку 

якої взаємно однозначно відповідає максимальний інтервал, а 
стовпчику - конституента. На перетині i-того рядка з j-тим стовп-
чиком знаходиться одиниця, якщо j-та конституента входить до i-
того максимального інтервалу, в іншому випадку клітину (і,j) не 
заповнюють або вписують у неї 0. 

Означення 8.11  Максимальний інтервал називається обо-
в'язковим, якщо існує конституента, яка належить тільки йому.  

Множина обов'язкових інтервалів утворює ядро покриття. 
Для нашого прикладу таблиця Квайна має вигляд: 

 
Макс. 

 
Конституента 

інтерв. 0000 0010 0011 0100 0111 1000 1001 1011 1110  
-000 1     1    а 
0-00 1   1      b 
00-0 1 1        с 
001-  1 1       d 
100-      1 1   е 
0-11   1  1     f 
-011   1     1  g 
10-1       1 1  h 
1110         1 k 

У даному випадку ядром покриття є множина інтервалів {0-
00, 0-11, 1110}, яка покриває 1, 3, 4, 5, 9-ий стовпчики. Для утво-
рення покриття усієї таблиці є декілька варіантів. Наприклад, до 
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ядра можна додати множину інтервалв {001-, 100-, 10-1}. У ре-
зультаті одержимо покриття {0-00, 0-11, 1110, 001-, 100-, 10-1}. 
Воно дає мінімальну нормальну форму представлення зі складні-
стю 19. Як видно таке покриття не єдине. Мінімальні нормальні 
форми знаходять, перебираючи всі покриття.  

8.3 Метод Петрика знаходження усіх мінімальних форм 
представлення елемента булевої алгебри.  

Перебирання покриттів таблиці Квайна здійснюють за до-
помогою перетворення   мультиплікативно-адитивної   форми   в   
адитивно-мультиплікативну форму. Розглянемо це на даному 
прикладі. Присвоїмо рядкам таблиці Квайна назви у вигляді літер 
латинського алфавіту (останній стовпчик таблиці Квайна). Ви-
пишимо множину рядків, що покривають j-тий стовпчик: 

{ }cbaAj ,,,1 1 == ; { }dcAj ,,2 2 == ; { }gfdAj ,,,3 3 == ; 
{ }bAj == 4,4 ; { }fAj == 5,5 ; { }eaAj ,,6 6 == ; 
{ }heAj ,,7 7 == ; { }hgAj ,,8 8 == ; { }kAj == 9,9 . 

Якщо кожну множину Аі представити у вигляді об'єднання її 
елементів та знайти перетин всіх множин Аi, то кожний перетин в 
одержаній адитивній формі відповідатиме покриттю, а кількість 
всіх покрить дорівнює кількості різних перетинів в одержаній 
адитивно-мультиплікативній формі. Отже, маємо: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) =

=

khgheeafb

gfddccbaA
i

i




 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ==

==
hegehadckfb

hgheeadckfb



 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ).khfdbekgfdbe

khfdbakhfcbe
kgfcbekhfcba





=
 

Отримані перетини породжують шість покриттів, кожне з 
яких відповідає мінімальній нормальній формі. Серед цих пок-
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риттів знаходиться і те, що ми виписували вище: {0-00, 0-11, 
1110, 001-, 100-, 10-1}. Воно відповідає перетину 

hedkfb  . Отже, розв'язок поставленої задачі можна 
представити у вигляді:  

.421321321

4321431431

mmmmmmmmm

mmmmmmmmmmm

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗=




 

Спрощення представлення елемента алгебри можна продовжува-
ти й далі, але за межами класу нормальних форм представлення. 

Контрольні запитання 

• Що називається первинним термом? 
• Що називається конституентою? 
• Які є властивості конституент? 
• Як формулюється теорема про нормальне представлення? 
• Що таке скорочена нормальна форма? 
• Що таке тупікова нормальна форма? 
• Як елемент булевої алгебри зобразити на гіперкубі? 
• Як формулюється задача про мінімізацію представлення? 
• У чому полягає метод мінімізації Квайна? 
• Що таке покриття таблиці Квайна? 

 
§ 9. Реалізації представлень в алгебрі Кантора 

та алгебрі висловлювань. 

Розглянемо приклади наведеної теорії представлення елеме-
нтів булевої алгебри у відомих реалізаціях булевих алгебр, а са-
ме: булевій алгебрі висловлювань та алгебрі Кантора. 

Враховуючи ізоморфізм булевої алгебри висловлювань та 
алгебри Кантора (теорема Стоуна), наведений метод Квайна за-
стосовується як для спрощення представлення множини в алгебрі 
Кантора, так  і для спрощення булевих функцій.  
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Рис. 14 

Представлення булевої функції у вигляді диз’юнкції консти-
туент логічних термів називається диз’юнктивно-
кон’юнктивною нормальною формою (ДКНФ).  

Представлення множини, заданої десятковим еквівалентом, 
у вигляді об’єднання конституент називається нормальною фо-
рмою Кантора (НФК).  

9.1 Алгебра Кантора.  

Для алгебри Кантора є можливість 
зображення конституент на діаграмах 
Венна (якщо кількість множин породжу-
ючої системи невелика). Розглянемо про-
стір,  що породжується системою твірних 
з трьох множин { }CBA ,, .  

Побудуємо представлення множини 
М із десятковим еквівалентом 
( ) 187=Md . Так як  187=1⋅27+0⋅26+1⋅25+1⋅24+1⋅23+0⋅22+1⋅21+1⋅20, 

то множина М має двійковий еквівалент (1,0,1,1,1,0,1,1), який ви-
значає включення конституент до складу множини М. Множину 
М у даному випадку можна зобразити не на гіперкубі, а явно за 
допомогою кругів Ейлера (рис.14) (позначено штриховкою). 

d A B C М 
0 0 0 0 1 
1 0 0 1 1 
2 0 1 0 0 
3 0 1 1 1 
4 1 0 0 1 
5 1 0 1 1 
6 1 1 0 0 
7 1 1 1 1 
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9.2 Булева алгебра висловлювань.  

Об’єктом представлення є булева функція n змінних. На ві-
дміну від алгебри Кантора для булевих функцій має місце більш 
загальне представлення у диз’юнктивно-конюнктивній 
нормальній формі, а саме, так званий розклад Шеннона.  

Теорема 9.1 Будь-яку булеву функцію ( )nxxf ,,1   можна 
представити у вигляді розкладу Шеннона:  

( )
( )

( )nkkj
k

j
n xxfxxxf j

k



,,,,, 11

1,,
1

1
+

σ

=σσ∀
σσ∧








∧∨= , 

де { }1,0∈σ j , 






=σ

=σ
=

σ

0,

1,

jj

jj
j x

x
x j     kj ,,1= . 

Доведення: Довільна булава функція приймає одне зі зна-

чень 0 або 1. Первинний терм 






=σ

=σ
=

σ

0,

1,

jj

jj
j x

x
x j     kj ,,1= . 

  Неважко перевірити, що jjj xx j σ=↔=
σ 1 . Цей факт є 

очевидним (дивись таблицю).  
jx  jσ  j

jxσ  
0 0 0=1 
0 1 0 
1 0 1=0 
1 1 1 

Підставимо в обидві частини формули, що доводиться, до-
вільним чином замість перших k змінних їхні значення: 
( ) ( )**

11 ,, kkxx σσ=  . Тоді ліва частина формули, дорівнює 

( )nkk xxf ,,,,, 1
**

1  +σσ . Права частина формули являє собою 

диз’юнкцію вигляду ( )nkkk xxfxx k ,,,,, 111
1  +

σσ σσ∧∧∧ , які 
цією підстановкою розіб'ються на два класи.  До першого класу  
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відноситься кон’юнкція, для якої ( ) ( )**
11 ,, kk σσ=σσ  , при цьо-

му вона дорівнюватиме 

( ) ( ) ( )nkkk xxfk ,,,,, 1
**

1
**

1

**
1

 +
σσ

σσ∧σ∧∧σ =

( )nkk xxf ,,,,, 1
**

1  +σσ , 
а, отже, лівій частині формули.  До другого класу відноситься 2k – 
1 кон’юнкцій, у кожної з яких хоча б для однієї змінної хi , 

ii σ≠σ* . Отже, кожна з таких конституент дорівнює нулю.  Таким 
чином, враховуючи ідемпотентність операції кон’юнкції, одер-
жимо рівність лівої і правої частин розкладу при будь-якій підс-
тановці змінних ( )kxx ,1 . ∇ 

Наслідок 9.1 Граничний розклад Шеннона (k = n) булевої 
функції ( )nxxf ,,1  , яка не дорівнює 0, має  вигляд 

( )
( )
( )
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 . 

 Граничний розклад Шеннона  булевої функції ( )nxxf ,,1   
називається її досконалою диз'юнктивно-кон’юнктивною нор-
мальною формою (ДДКНФ). 

Згідно з принципом двоїстості, маємо двоїстий розклад 
Шеннона булевої функції ( )nxxf ,,1   по k змінним 

( )
( )

( )nkkj
k

j
n xxfxxxf j

k
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∨∧=  

та двоїстий граничний розклад 

( )
( )
( )
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 . 

Двоїстий граничний розклад Шеннона булевої функції 
( )nxxf ,,1   називається її досконалою кон'юнктивно-

диз’юнктивною нормальною формою (ДКДНФ). 
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Булеву функцію ( )nxxf ,,1   зручно зображати на гіперкубі, 
кожній вершині якого взаємно однозначно відповідає двійковий 
вектор nσσ ,,1   значень аргументів.  Вершини упорядковані по 
ярусах за кількістю одиниць у двійковому векторі. 

Вершини, в яких ( )nxxf ,,1   = 1 і які, в свою чергу, утво-
рюють гіперкуб, породжують одиничний інтервал цієї функції.  
Одиничний інтервал aI  булевої функції f називається максималь-
ним, якщо не знайдеться одиничного інтервалу bI , що включає 

aI . Множина вершин гіперкуба, на яких функція дорівнює 0 і які 
утворюють гіперкуб, називається нульовим інтервалом.   

При фіксованому порядку змінних та впорядкованості двій-
кових кодів конституент за зростанням десяткових еквівалентів, 
таблиці істинності функцій з однаковою кількістю змінних відрі-
зняються лише останнім стовпчиком. Тому можна булеві функції 
задавати скорочено, виписуванням одиничного інтервалу функ-
ції. Розглянемо приклад визначення булевої функції трьох змін-
них  ( ) ( )7,3,2,1,0,, 1321 ∨=xxxf . Такий спосіб визначення булевої 

функції означає, що на конституентах з десятковими еквівален-
тами 0,1,2,3,7 функція приймає значення 1, а на усіх інших - зна-
чення 0. Тобто дану функцію можна визначити таблицею істин-
ності:  

Десятковий 
еквівалент 

 
1x  

 
2x  

 
2x  

 
( )321 ,, xxxf  

0 0 0 0 1 
1 0 0 1 1 
2 0 1 0 1 
3 0 1 1 1 
4 1 0 0 0 
5 1 0 1 0 
6 1 1 0 0 
7 1 1 1 1 
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У даному прикладі одиничними інтервалами є множини ве-
ршин: {0}, {1}, {2}, {3}, {7}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {3, 7}, 
{0, 1, 2, 3}, а максимальними интервалами - {0,1, 2, 3}, {3, 7}.  

Кон'юнкція, що відповідає максимальному одиничному ін-
тервалу, функції, називається простою імплікантою цієї функції: 
{ } 13,2,1,0 x↔ , { } 217,3 xx↔ .  

Будемо задавати одиничний інтервал перерахуванням вер-
шин, а також за допомогою послідовності символів 0, 1 - , де рис-
ка означає відсутність у кон'юнкції відповідної змінної: 
{ } −−↔ 03,2,1,0 ,  { } 117,3 −↔ . 

Контрольні запитання 

• Що називається диз’юнктивно-кон’юнктивною фор-
мою представлення булевої функції? 

• Що називається простою імплікантою? 
• Що називається нормальною формою Кантора пред-

ставлення множини? 
• Як визначається двійковий код елемента булевої?  
• Як визначається десятковий код булевої?  
• Як формулюється теорема Шеннона? 
• Як визначається граничний розклад Шеннона? 
9.3 Слабко визначені булеві функції та їх мінімізація 

Велике значення для практичних застосувань мають слабко визначені 
булеві функції. 

Означення 9.1  Булева функція ( )nxxf ,,1   називається слабко ви-
значеною, якщо виконуються наступні умови:  1) кількість змінних п вели-
ка;  2) потужність об'єднання одиничної 1V  і нульової 0V  областей набага-
то менше, ніж 2n, де одиничну і нульову області утворюють вершини, в 
яких функція дорівнює відповідно 1 і 0; 3) одинична і нульова області за-
даються відповідними інтервалами.  

Скорочену ДНФ слабко визначених функцій будують за допомогою 
таблиць розходжень.  
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Означення 9.2  Таблицею розходжень називається двохвимірна таб-
лиця розміру 0Vn× , кожному рядку якої взаємно однозначно відповідає 

розряд розглядуваного одиничного інтервалу, стовпчику - нульовий інтер-
вал, а на перетині i-го рядка з j-м стовпчиком знаходиться результат опера-
ції:  

0 ⊕  0 = 0,     1 ⊕  0 = 1,      − ⊕  0 = 0, 
0 ⊕  1 = 1,     1 ⊕  1 = 0,       − ⊕  1 = 0, 
0 ⊕  − = 0,    1 ⊕  − = 0,       − ⊕  − = 0, 

причому першим доданком береться значення i-го розряду одиничного ін-
тервалу, а другим - значення i-го розряду нульового інтервалу, що відпові-
дає j-му стовпчику.  

Виділення максимальних інтервалів зводиться до покриття стовпчи-
ків рядками таблиці розходжень.  Справді, максимальні інтервали в слабко 
визначених функціях складаються з вершин одиничної і недовизначеної 
областей.  Одиниця в клітині (i, j) таблиці розходжень показує, що якщо 
залишити i-й розряд у кон'юнкції, то j-й нульовий інтервал не входить у гі-
перкуб, що відповідає цій кон'юнкції.  Отже, покриття стовпчиків рядками 
породжує максимальний інтервал аналізованої слабко визначеної булевої 
функції.  

Приклад 9.1. Розглянемо представлення мінімальної ДНФ булевой 
функції 

( )




−−−
−−−

=
0001,0101,10000

1001,1001,11001
,, 51 xxf   

або функції, заданої за допомогою десяткових еквівалентів мінімальних і 
максимальних елементів відповідних інтервалів, що утворюються в ре-
зультаті підстановки нульового 00...0 й одиничного 11...1 коду замість 
прочерків 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




=
3,2,26,18,24,80

25,9,14,10,14,61
,, 51 xxf  . 

Виділимо множину максимальних інтервалів {Iмакс}, які містять оди-
ничний інтервал (6,14), по таблиці розходжень (табл.1), в якій рядки іден-
тифіковані літерами a, b, c, d, e, .  

Покриття цієї таблиці утворюється рядком с. Максимальний інтервал 
цього покриття - - 1 - - або (4, 31). Йому відповідає проста імпліканта 3x . 
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Таблиця1  
Одиничний                  

інтервал 
(6,14) 

Нульові інтервали  
(8, 24) 
-1000 

(18,26) 
1-010 

(2,3) 
0001- 

 

a 0 0 1 0 1x  
b - 0 0 0 2x  
c 1 1 1 1 3x  
d 1 1 0 0 4x  
e 0 0 0 0 5x  

Аналогічно будуються таблиці розходжень для інших двох одинич-
них інтервалів. 

Одиничний                  
інтервал 
(10,14) 

Нульові інтервали  
(8, 24) 
-1000 

(18,26) 
1-010 

(2,3) 
0001- 

 

a 0 0 1 0 1x  
b 1 0 0 1 2x  
c - 0 0 0 3x  
d 1 1 0 0 4x  
e 0 0 0 0 5x  

Покриття   цієї   таблиці утворюється рядками а, b та d. Максималь-
ний інтервал цього покриття 0 1 -1 - або (10, 15). Йому відповідає проста 
імпліканта 421 xxx . 

Одиничний                  
інтервал 

(9,25) 

Нульові інтервали  
(8, 24) 
-1000 

(18,26) 
1-010 

(2,3) 
0001- 

 

a - 0 0 0 1x  
b 1 0 0 1 2x  
c 0 0 0 0 3x  
d 0 0 1 1 4x  
e 1 1 1 0 5x  
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Існує два покриття цієї таблиці рядками b, е та d, e. Інтервали відпо-
відні цим покриттям: -1 - -1 або (9,31) та - - -01 або (1,29). Проста імплікан-
та, що відповідає інтервалу (9,31), має вигляд 52xx , а імпліканта, що від-

повідає інтервалу (1,29)  - 54xx . 
Диз'юнкція всіх простих імплікант булевої функції називається ско-

роченою ДНФ цієї функції.  У результаті отримано скорочену ДНФ булевої 

функції ( )51 ,,~ xxf  , що є вже цілком визначеною. 

Одинична область 1
~V  функції f~  містить одиничну область 1V  функ-

ції ƒ, 11
~ VV ⊃ , нульова область 0

~V  функції f~  - нульову область 0V  функ-

ції ƒ, 00
~ VV ⊃ : ( ) 5452421351 ,,~ xxxxxxxxxxf ∨∨∨= . 
На наступних гіперкубах і наведено зображення початкової функції 

( )51 ,, xxf   (рис.15) та функції ( )51 ,,~ xxf   (рис.16). Зафарбовані 
чорним вершини п’ятивимірного гіперкубу – це одинична область 
( )51 ,, xxf  . Зафарбовані сірим вершини – це нульова область 

( )51 ,, xxf  . Виділення максимальних інтервалів, побудова скороченої 

ДНФ функції ƒ- перший етап мінімізації в класі ДНФ.  Другим етапом є 
перехід від скороченої ДНФ функції ƒ до тупікової ДНФ цієї функції. Тупі-
ковою ДНФ булевої функції ( )nxxf ,,1   називається ДНФ, що не визна-

чає функцію ƒ з точністю до невизначеної області при викреслюванні хоча 

б одного довільного первинного терма i
ixσ .  

Тупікова ДНФ булевої функції утворюється в результаті покриття 
стовпчиків рядками імплікантної таблиці (двовимірної таблиці, кожному 
рядку якої взаємно однозначно відповідає максимальний інтервал, стовп-
чику - одиничний інтервал, а на перетині i-го рядка з j-М стовпчиком зна-
ходиться 1, якщо j-й одиничний інтервал входить у i-й максимальний інте-
рвал, у супротивному випадку на перетинi знаходиться 0). 

Побудуємо для аналізованого прикладу імплікантну таблицю. Взага-
лі краще будувати таблицю Квайна і знаходити її покриття, але це більш 
трудомістка робота. 

Таблиця має два покриття, які утворюються першими двома рядками 
та одним з двох останніх рядків. Ці покриття породжують дві тупикові 
ДНФ функції: 
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( ) 52421351 ,,~ xxxxxxxxf ∨∨= , ( ) 54421351 ,,~ xxxxxxxxf ∨∨= . 
 
 

Максимальні оди-
ничні інтервали 

Одиничні інтервали функції f  
(6, 14)       0-110 (10, 14)     01-10 (9, 25)     - 1001 

(4, 31)   - - 1 - - 1 1 1 
(10, 15)   01-1- 0 1 0 
(9, 31) - 1 - - 1 0 1 1 
(1, 29) - - -01 1 1 1 

 
Теоретично кількість тупікових ДНФ булевої функції ( )nxxf ,,1    

при ∞→n  росте   як    число    всіх    різноманітних     булевих    функцій    

від   n змінних 
n22 .  Практично ж кількість тупикових ДНФ збільшується 

значно повільніше, ніж 
n22 , через велику кількість невідомих вершин 

гіперкуба.  Перебір усіх тупикових ДНФ булевої функції ƒ визначає вибір 
мінімальної ДНФ цієї функції.  

У аналізованому прикладі тупикових ДНФ дві. Складність кожної з 
них дорівнює 6, отже, кожну з них можна взяти за мінімальну. Булева фун-
кція, яку отримано з функції ( )nxxf ,,1   фіксуванням i-ї змінної, i ∈ {l, 
2,...,n}, називається залишковою.  Якщо xi=1, то залишкова функція назива-
ється одиничною, якщо 0=ix  - нульовою. Булева функція ( )nxxf ,,1   
несуттєво залежить від i-ї змінної, якщо її залишкові функції по цій змін-
ній рівні. 
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Рис. 15 

Рис. 16 
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§ 10. Властивості булевих функцій 

10.1 Пoвнoтa cиcтeм бyлевиx функцій  

Як вiдoмo, кoжнe cклaднe виcлoвлювaння мoжнa дicтaти з 
пpocтиx шляxoм oпepaцiй кoн'юнкцiй, диз'юнкцiй, зaпepeчeння. 
Poзглянeмo мoжливicть пoдaння бyдь-якoї бyлeвoї фyнкцiї y ви-
глядi cyпepпoзицiї функцій деякої фіксованої cиcтeми S. 

Oзнaчeння 10.1 Нехай S система булевих функцій, 
( ) ( ) ( ){ }nmnn xxxxxxS  ,,,,,, 11211 ϕϕϕ= . Сyпepпoзицiєю фу-

нкцій цієї системи нaзивaють бyдь-якy фyнкцiю ƒ, якa 
yтвopюєтьcя: 

1) з  ( )nj xx ,1ϕ  пepeймeнyвaнням змiнниx; 

2) зaмiнoю    дeякиx   змiнниx   фyнкцiї    ( )nj xx ,1ϕ  

фyнкцiями з системи S. 
Oзнaчeння 10.2 Cиcтeмy S нaзивaють пoвнoю,  якщo бyдь-

якy  булеву фyнкцiю  f, мoжнa визнaчити як cyпepпoзицiю функ-
цій цiєї cиcтeми, i бaзиcoм, якщo пoвнoтa S втpaчaєтьcя пpи 
видaлeннi з неї xoчa б oднiєї з фyнкцiй.  

Означення 10.3 Довільна сукупність функцій алгебри логі-
ки, замкнена відносно суперпозиції, називається функціонально 
замкнутим клacом бyлeвиx фyнкцiй 

Bизнaчимo наступні п'ять клaciв бyлeвиx фyнкцiй. 
Oзнaчeння 10.4  Kлacoм K0 бyлeвиx фyнкцiй ( )nxxf ,,1  ,  

якi збepiгaють кoнcтaнтy 0, нaзивaють мнoжинy всіх фyнкцiй ви-
глядy ( ) ( ){ }00,,0:,,10 ==  fxxfK n . 

Oзнaчeння 10.5 Kлacoм 1K бyлeвиx фyнкцiй ( )nxxf ,,1  , якi 
збepiraють кoнcтaнтy 1, нaзивaють мнoжинy всіх фyнкцiй ви-
глядy ( ) ( ){ }11,,1:,,11 ==  fxxfK n . 

Oзнaчeння 10.6 Kлacoм лінійних бyлeвиx фyнкцiй 
нaзивaють мнoжинy всіх фyнкцiй виглядy: 
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( ) ( )
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Oзнaчeння 10 .7 Kлacoм самоспряжених (самодвоїстих)  

бyлeвиx  фyнкцiй ( )nxxf ,,1    нaзивaють мнoжинy усіх бyлeвиx 
фyнкцiй вигляду : ( ) ( ) ( ){ }nnnс xxfxxfxxfK ,,,,:,, 111  == . 

На множині двійкових векторів довжини n введемо такий 
порядок: ( ) ( ) nkkknn ,1,,,,, ***

11 =σ≥σ⇔σσ≤σσ   
Oзнaчeння 10.8 Kлacoм мoнoтонниx бyлeвиx фyнкцiй 

( )nxxf ,,1   нaзивaють  мнoжинy  усіх бyлeвиx  фyнкцiй  виглядy  

( ) ( ) ( ){ ⇒σσ≤σσ= **
111 ,,,,:,, nnnм xxfK 

( ) ( )}**
11 ,,,, nn ff σσ≤σσ⇒   

Теорема 10.1 (Поста). Класи мc KKKKK ,,,, л10  - замкнені. 
Доведення. Розглянемо доведення  для одного з п’яти кла-

сів, наприклад, для класу лінійних функцій.  
Нехай лKfff ∈210 ,, . Розглянемо функцію, що є композиці-

єю 21, ff  ( ) ( )( )nn xxfxxff ,...,,,..., 11110=Φ .  

Так як 2,1,0,...110 =⊕⊕⊕= jxCxCCf n
j

n
jj

j , то 

( ) ( )=⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕=Φ nnnn xCxCCCxCxCCCC 2
1

2
1

2
0

0
2

1
1

1
1

1
0

0
1

0
0 ......  

nn xDxDD ⊕⊕⊕= ...110 , 

де 2
0

0
2

1
0

0
1

0
00 CCCCCD ⊕⊕= , 20

2
10

1 jjj CCCCD ⊕= .  

Отже, Ф – є лінійною функцією. ∇ 
Аналогічно доводиться замкненість інших класів. 

Теорема 10.2 Kpuтepiй повноти 
Система S булевих функцій є повною тоді і тільки  тоді, ко-

ли вона не належить цілком ні одному з п’яти замкнених класів 
булевих функцій мc KKKKK ,,,, л10 . 

Застосування критерію повноти розглянемо на прикладі. 
Приклад 10.1 Перевірити повноту системи S={ }0,,⇔∨ . 
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Перевіримо виконання умов критерію повноти для даної си-
стеми булевих функцій і результат перевірки занесемо у табли-
цю, що називається таблицею  Поста. Таблицю Поста будують 
таким чином: рядкам відповідають функції системи; стовпчикам  
п’ять вище наведених функціонально замкнених класів; у клітин-
ках таблиці записуємо 1, якщо функція належить замкненому 
класу, і - нуль, якщо ні. Система є повною, якщо в кожному рядку 
таблиці Поста є хоча б один нуль. Перейдемо до обчислень. 
1) 111 =∨ , 111 =⇔ , ( ) 010 = . 2) 000 =∨ , 100 =⇔ , ( ) 000 = . 

1) Нехай ycxccyx 210 ⊕⊕=∨ , тобто є лінійною. Тоді: 
00000 0210 =→⊕⊕=∨ cccc , 

11010 221 =→⊕=∨ ccc , 
10101 121 =→⊕=∨ ccc . 

Отже, yxyx ⊕=∨ , що не є вірною рівність, бо  1111 ⊕≠∨ . 
Таким чином, диз’юнкція не є лінійною функцією.  

Аналогічно перевіряємо функцію ⇔ . Нехай 
ycxccyx 210 ⊕⊕=⇔ , тобто є лінійною. Тоді: 

100001 0210 =→⊕⊕=∨= cccc , 
10110110 2221 =→=⊕→⊕⊕=⇔ cccc , 
10101101 1121 =→=⊕→⊕⊕=⇔ cccc . 

Отже, yxyx ⊕⊕=⇔ 1 . Залишилось перевірити цю рів-
ність для одиничних значень змінних, тобто 

1111111 =⊕⊕==⇔ . Таким чином, еквівалентність є лінійною 
функцією. Зрозуміло, що константа 0 також є лінійною функцією. 

4) Самоспряженість функції перевіряється таким чином. 
Якщо в таблиці істинності функції конституентам вигляду 

nxx 1  та nxx 1  відповідають різні значення, то функція самос-
пряжена, якщо ж є хоча б одна пара рівних значень, то функція не 
є самоспряженою.  
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Рис. 17 

Дв. 
код 

00 01 10 11  Дв. 
код 

00 01 10 11  Дв. 
код 

0 1 

Дес. 
екв. 

0 1 2 3  Дес. 
екв 

0 1 2 3  Дес.
екв 

0 1 

∨  0 1 1 1  ⇔  1 0 0 1   1 0 
 
Враховуючи, що вище згадані консти-

туенти знаходяться на однакових відстанях 
від країв таблиці істинності, легко визначи-
ти - є функція самоспряженою, чи ні. 

5) З таблиць істинності досліджуваних 
функцій видно, що диз’юнкція є монотон-
ною, а дві інші функції не монотонні. Мо-
нотонність легко визначається, якщо функ-
цію зобразити на гіперкубі (рис17). Тоді, 
якщо при переході з нижчого ярусу на верхній є хоча б одне пе-
реключення функції з 1 на 0, то функція не є монотонною. На-
приклад, для ⇔  матимемо значення 1 для конституанти 00 і зна-
чення 0 для більшої конституенти 01, що означє немонотонність 
цієї функції.  

Нарешті, можемо скласти таблицю Поста: 
 1K  0K  лK  сK  мK  

∨  1 1 0 0 1 
⇔  1 0 1 0 0 

 0 1 1 1 0 
Отже, приходимо до висновку, що дана система є повною. При 
чому вона утворює базис, бо викреслювання хоча б одного з ряд-
ків приведе до появи стовпчика, в якому немає жодного нуля. 

Неважко перевірити, що система функцій або операцій 
{ },,∨∧  є повною, але не є базисною. Насправді, базисними бу-

дуть тут такі системи: { },∧  - кон’юнктивний базис; { },∨  - 
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диз’юнктивний базис. Можна показати що на двозначній алгебрі 
логіки існує 17 різних базисів. Тут ми це робити не будемо. Ми 
лише наведемо деякі з них у вигляді прикладу і залишаємо пере-
вірку базисності як вправу для самостійного виконання, а саме: 
{} – базис Вебба (Пірса) , {} – базис Шеффера; {→, 0} – імплі-
кативний базис; {⊕, ∧, 1} – базис Жегалкіна.  

10.2 Алгебра Жегалкіна. 

Розглянемо алгебру { }1,,; ∧⊕ℑ . Як ми вже з’ясували, систе-
ма булевих функцій {⊕, ∧, 1} є базисом. Надалі операцію 
кон’юнкції будемо позначати як множення в числовій алгебрі. 
Тобто базис Жегалкіна має такий вигляд { }1,, ⋅⊕ . Отже, довільна 
булева функція може бути представленою в цьому базисі.  

Представлення функції в базисі Жегалкіна називається 
поліномом Жегалкіна. 

Означення 10.9 Поліномом Жегалкіна називається булева 
функція, що має вигляд: 

( )

nnkkkk
n

kk
kkkkkk

jkkj
n

jk
jk

kk
n

k
n

xxcxxc

xxcxccxxf

jj

j
jj










112,,

1,,
,,,

1,
1

01

11

1
13121

,,

⊕⊕⊕⊕

⊕⊕⊕⊕⊕=

=
≠≠≠

=
≠=

−

 

де 1,0,,,, 120 =njkk cccc   - константи. 

Приклад 10.2. Представити функцію 
( ) 3121321 ,, xxxxxxxf ∨=  у вигляді поліному Жегалкіна. Функція 

трьох змінних має наступне представлення у вигляді полінома 
Жегалкіна:  

( ) ⊕⊕⊕⊕⊕= 21123322110321 ,, xxcxcxcxccxxxf
32112332233113 xxxcxxcxxc ⊕⊕⊕  
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Для визначення коефіцієнтів цього представлення прирівня-
ємо значення лівої і правої частин цієї рівності. Одержимо 8 рів-
нянь, з яких визначаються шукані коефіцієнти. 

З рівнянь одержимо значення коефіцієнтів: 
101 1313 =→=⊕ cc , 001 1212 =→=⊕ cc , 1111 123123 =→=⊕⊕ cc  

Отже, маємо таке представлення даної функції: 
( ) 321311321 ,, xxxxxxxxxf ⊕⊕= 3121 xxxx ∨= . 

Систему рівнянь наведено у таблиці. 
1x  2x  3x  3121 xxxxf ∨=  рівняння 

0 0 0 0 00 =c  
0 0 1 0 03 =c  
0 1 0 0 02 =c  
0 1 1 0 023 =c  
1 0 0 1 11 =c  
1 0 1 0 01 13 =⊕ c  
1 1 0 1 11 12 =⊕ c  
1 1 1 1 11 1231312 =⊕⊕⊕ ccc  

Означення 10.10 Похідною булевої функції по змінній kx  
називається функція вигляду: 

( ) ( )nkknkk
k

xxxxfxxxxf
x
f ,,,0,,,,,,1,,, 111111  +−+− ⊕=

∂
∂ , 

де ( )nkk xxxxf ,,,1,,, 111  +−  називається залишковою одиничною 
функцією, а ( )nkk xxxxf ,,,0,,, 111  +−  називається залишковою 
нульовою функцією. 

Похідна від функції ( )nxxf ,,1   по змінній kx  визначає 
умови, за яких функція змінює своє значення (переключається) 
при переключенні змінної kx . 
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Мішаною похідною порядку n булевої функції називається 

вираз вигляду 










∂∂∂
∂

∂
∂

=
∂∂∂

∂

−

−

121

1

21 n

n

nn

n

xxx
f

xxxx
f


 

Зрозуміло, що ( )
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Обчислимо значення функції ( )nxxf ,,1   та її похідних при 
( ) ( )0,,0,,1  =nxx , враховуючи, що 0=⊕ xx .  ( ) 00,,0 cf =  
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Аналогічно 
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Отже, має місце такий факт. 
Теорема 10.3  Довільна булева функція ( )nxxf ,,1   визна-

чається значеннями в точці ( ) ( )0,,0,,1  =nxx  її самої та усіх її 
похідних, а саме: 
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Приклад 10.3 Виходячи з вигляду полінома Жегалкіна 
( ) 321311321 ,, xxxxxxxxxf ⊕⊕=   можемо написати значення по-

хідних цієї функції в нульовій точці, а саме: 

( ) ( ) ( )
1,1,1

0,010,031

2

0,0321

3
=

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂∂∂
∂


x
f

xx
f

xxx
f  інші похідні до-

рівнюють нулю. 
Приклад 10.4  Знайти мішану похідну другого порядку по 

змінних 31, xx  функції ( ) 3121321 ,, xxxxxxxf ∨= . 
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Умова 1
1
=

∂
∂
x
f  є умовою переключення вихідного каналу f  

при переключенні вхідного каналу 1x . Якщо на другий канал по-
дається 1 або на третій канал – 0, то переключення 1x  з σ  на σ
дає переключення вихідного каналу f  також з σ  на σ . 

10.3 Синтез логічних схем.  

Розглянемо застосування описаних вище властивостей алге-
бри логіки до конструювання (проектування) схем, що реалізу-
ють логічні функції.  

Моделювання логічних схем базується на тих чи інших 
фізичних явищах. Так, наприклад, властивості напівпровідників 
відповідають функції Шефера, а за допомогою магнітних явищ 
можна реалізувати  імплікативний базис. 

Базисні елементи графічно зображують у вигляді прямокут-
ників з позначками логічних операцій. Прямокутники мають ін-
версні входи і виходи, що зображаються у вигляді кружків. Запе-
речення позначається незафарбованим кружком на вході змінної 
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до прямокутника-зображення логічної операції.  Нижче наведено 
приклади позначень деяких логічних операцій. 

Елемент Диз’юнкція   x ∨ y Кон’юнкція    x ∧ y 
 

Позначення 
  

Розглянемо один із методів про-
ектування логічних схем, заснований 
на застосуванні формули Шеннона. 
Цей метод носить назву метода 
каскадів. Метод дозволяє шляхом 
виключення змінних спрощувати 
функцію, що реалізується. Важливо, 
щоб виключення змінних було опти-
мальним. Якщо шукати оптимальне виключення перебором, то 
задача матиме дуже великий обсяг обчислень. Тому оптимальне 
виключення змінних базується на еврістичних критеріях. Один із 
них використовує поняття похідної булевої функції, і полягає в 
тому, що спочатку виключаються змінні, при перемиканні яких 
булева функція перемикається за максимальної кількості умов. 
Максимальна кількість умов визначається вагою похідної, тобто 
кількістю конституент цієї похідної. 

Розглянемо дію метода каскадів на прикладі, використо-
вуючи блоки виключення однієї змінної (рис. 18).  З розкладу 
Шеннона одержимо: 

( ) ( )∨∧= +− nkkkn xxxxfxxxf  ,,1,,,, 1111
( ) =∧∨ +− nkkk xxxxfx  ,,0,, 111 ( ) ( )01 fxfx kk ∨ . 

Ця формула реалізується у вигляді блоку виключення.  
Приклад 10.5  Синтезувати логічну схему, що реалізує бу-

леву функцію  ( ) 52421351 ,, xxxxxxxxf ∨∨= . 
Для визначення змінної, що виключається першою, обчис-

лимо ваги похідних даної функції за всіма змінними. 

Рис. 18 



76 
 

( ) ( )52423523
1

xxxxxxxx
x
f

∨∨⊕∨=
∂
∂ , 

( ) 35413
2

xxxxx
x
f

⊕∨∨=
∂
∂ ,    ( )52421

3
1 xxxxx

x
f

∨⊕=
∂
∂ , 

( ) ( )52352213
4

xxxxxxxx
x
f

∨⊕∨∨=
∂
∂ , 

( ) ( )421324213
5

xxxxxxxxx
x
f

∨⊕∨∨=
∂
∂ . 

Побудуємо таблицю значень похідних.  
    

1x
f

∂
∂  

2x
f

∂
∂  

3x
f

∂
∂  

4x
f

∂
∂  

5x
f

∂
∂  

0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 1 1 0 0 
0 0 1 0 0 1 1 0 0 
0 0 1 1 0 1 1 0 0 
0 1 0 0 0 0 1 1 1 
0 1 0 1 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 1 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 1 0 0 
1 0 0 1 0 1 1 0 0 
1 0 1 0 1 0 1 0 0 
1 0 1 1 0 1 1 0 0 
1 1 0 0 0 0 1 0 1 
1 1 0 1 0 0 0 0 1 
1 1 1 0 0 0 1 0 0 
1 1 1 1 0 0 0 0 0 

P 1 5 11 1 3 
Перші чотири стовпчики – це конституенти для чотирьох 

змінних, які залишаються вільними при обчислення похідної і за-
лежать від того,  яку саме похідну обчислюємо.  
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Наприклад, для 
2x
f

∂
∂  це набір змінних 5431 ,,, xxxx . З таблиці 

видно, що виключенню підлягає змінна  3x , вага якої найбільша. 
Отже, дану функцію можна записати у наступному вигляді.

( ) ( ) ( )524213333 01 xxxxxxxfxfxf ∨∨=∨= , де ( ) 11 =f , 
( ) 524210 xxxxxf ∨= . Аналогічно обчислюються ваги для залиш-

кових функцій ( ) 11 =f  та ( ) 524210 xxxxxf ∨= . У даному випадку 
обчислюються ваги тільки для ( )0f .  

( ) ( )524252
1

0 xxxxxx
x

f
∨⊕=

∂
∂ ,    ( )

541
2

0 xxx
x

f
∨=

∂
∂ , 

( ) ( ) 525221
4

0 xxxxxx
x

f
⊕∨=

∂
∂ ,     ( ) ( ) 4212421

5

0 xxxxxxx
x

f
⊕∨=

∂
∂ . 

З наступної таблиці видно, що виключенню підлягає змінна  
2x , вага якої найбільша.  

   ( )
1

0
x

f
∂
∂  ( )

2

0
x

f
∂
∂  ( )

4

0
x

f
∂
∂  ( )

5

0
x

f
∂
∂  

0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 0 0 
0 1 0 0 1 1 1 
0 1 1 0 1 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1 0 0 
1 1 0 1 0 0 1 
1 1 1 0 1 0 1 

P 1 5 1 3 
Отже, дану функцію можна записати у наступному вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( )541222 0,01,00 xxxxfxfxf ∨=∨= ,  
де ( ) 5411,0 xxxf ∨= , ( ) 00,0 =f . 

Таким чином початкова функція набирає вигляду:  
( ) ( ) ( )( ) ( )5412332233 0,01,01 xxxxxxfxfxxfxf ∨∨=∨∨= . 
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Логічну схему для даної булевої функції наведено на рис 19. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Контрольні запитання 

• Що називається суперпозицією булевих функцій? 
• Що називається повною системою булевих 

функцій? 
• Що називається базисом? 
• Як визначається клас функцій, що зберігають 0? 
• Як визначається клас функцій, що зберігають 1? 
• Як визначається клас лінійних функцій? 
• Як визначається клас самоспряжених функцій? 
• Як визначається клас монотонних функцій? 
• Як формулюється теорема Поста? 
• Що називається поліномом Жегалкіна? 
• Що називається похідною булевої функції? 
• У чому полягає процес синтезу логічних схем? 
• На чому базується метод каскадів? 
• Який вигляд має блок виключення змінної? 
• Як визначається вага змінної? 

 
 

Рис. 19 
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Розділ ІV. Елементи комбінаторики 

Центральною задачею комбінаторики вважається задача про 
вибір із деякої множини тих об’єктів, що мають задані властивос-
ті, розміщення їх у відповідності зі спеціальними правилами та 
знаходження кількості способів, якими це можна зробити. Якщо 
правила прості, то головним у цій задачі є підрахування кількості 
можливостей для здійснення шуканого розв’язку. Якщо ж прави-
ла складні, то головною проблемою стає питання про існування 
таких розміщень та знаходження методів їх побудови. 

Комбінаторика має важливе значення для теорії ймовірнос-
тей, математичної логіки, теорії чисел. 

§ 11 Основне правило комбінаторики 
 

11.1 Приклади комбінаторних задач. 

Приклад 11.1 Скільки чотиризначних чисел можна скласти 
з цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, якщо: 1) цифри в числі не повторюють-
ся; 2) цифри можуть повторюватись; 3) цифри повинні бути пар-
ними?  

Розв’язок. 1) Першою цифрою числа може бути одна з цифр 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Якщо першу цифру вибрано, то другу можна 
вибрати сімома способами, третю – шістьма способами, четверту 
– п’ятьма способами. Отже, всього способів вибору цифр для чо-
тиризначного числа 14705677 =××× . 

 2) Першою цифрою числа може бути одна з цифр 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7. Кожну з останніх цифр можна вибирати вісьмома спосо-
бами. Отже, кількість чотиризначних чисел, в яких допускається 
повторювання цифр, дорівнює: 35848887 =××× . 

3) Першою цифрою числа може бути одна з цифр 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7. Останньою – одна з цифр 0, 2, 4, 6. Тому кількість парних 
чисел дорівнює 17924887 =××× .  
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Приклад 11.2 Нехай А та В – скінчені множини, причому 
nA = , mB = . Скільки існує різних відображень з А в В? 
Розв’язок. Побудувати відображення BAf →: - означає 

для кожного елемента з А знайти його образ у множині В. Побу-
дова відображення f складається з n незалежних між собою актів, 
кожний з яких полягає у виборі образу для даного елемента з 
множини А. Кожний такий акт можна здійснити m способами, 
тому всього таких відображень тому всього відображень можна 
побудувати mmm ⋅⋅⋅ ...  (в добуток входить n множників). Отже, 

існує nm  відображень. 
При розв’язанні кожної з задач ми використовували один і 

той же спосіб обчислення можливих варіантів. Цей спосіб носить 
назву основного правила комбінаторики або правила добутку, 
яке має таке загальне формування. 

Правило добутку. Нехай необхідно виконати послідовно k 
дій, кожну з яких можна здійснити ni (i=1,…,k) способами. Тоді 
всі k дій можна здійснити knnn ××× ...21  способами. 

§ 12 Сполучення. Перестановки. Розміщення. 

12.1 Сполучення.  

Нехай А довільна множина, що складається з n елементів. 
Позначимо )(AM k  множину всіх підмножин з А, що складаються 
з k елементів. Скільки k–елементних підмножин входить до мно-
жини А? Інакше кажучи, яка потужність множини )(AM k ? Від-
повідь на це питання дає формула: 

)!(!
!

...21
)1)...(1()(

knk
n

k
knnnAM k −

=
⋅⋅⋅

+−−
= , 

де nn ⋅⋅⋅= ...21!  - добуток всіх чисел від одиниці до n (за озна-
ченням 0!=1). 
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Означення 12.1  Довільна k–елементна підмножина n–
елементної множини називається сполученням з n елементів по k 
і позначається одним із символів k

nC або ( )n
k .  

Доведемо формулу 
( )!!

!
knk

nC k
n −
= . Одноелементних підм-

ножин в А стільки ж, скільки елементів, тобто n. Отже, nCn =1  
Двохелементні підмножини одержуються приєднанням до кожної 
одноелементної підмножини одного елемента, що не входить до 
неї. Такий елемент можна вибрати (n-1)–м способом. Згідно з 
правилом добутку, одержимо n(n-1) підмножин. Кожну з яких, 
можна побудувати двома способами, приєднуючи спочатку один 

елемент, а потім – другий. Отже,  ( )
( )!2!2

!
2

12
−

=
−

=
n
nnnCn . Продо-

вжуючи ці міркування, одержимо, що k–елементну підмножину 
можна побудувати приєднанням до (k-1)-елементної підмножини 
одного з (n–k+1) елементів, що залишились. Згідно з правилом 

добутку, одержимо (n–k+1) 1−k
nC  підмножин, серед яких кожна 

зустрічається k раз. Отже, ( ) 11 −+−
= k

n
k
n C

k
knC . Завершимо дове-

дення, застосувавши метод математичної індукції (Додаток 2). 
При n=1 та n=2 формула справедлива. Нехай вона є вірною при 
n=k-1, тоді: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )!!

!
!1!1

!11 1
knk

n
knk

n
k
knC

k
knC k

n
k
n −

=
+−−

+−
=

+−
= − . 

Згідно з принципом математич-
ної індукції формула є вірною при 
довільному натуральному n. 

Приклад 12.1 Прямокутник по-
ділено на nm×  квадратів. Визначити 
кількість різних найкоротших шляхів 
з лівого нижнього кута до правого 
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верхнього.  
Розв’язок. Кожний найкоротший шлях є ламана, що склада-

ється з n+m відрізків, причому серед них m горизонтальних та n 
вертикальних. Різні шляхи відрізняються порядком чергування 
горизонтальних та вертикальних відрізків. Тому кількість потріб-
них шляхів дорівнює кількості способів, якими можна вибрати з 

n+m відрізків, наприклад, n вертикальних відрізків, тобто n
mnC + . 

Враховуючи горизонтальні відрізки, прийдемо до тієї ж кількості, 

але представленої інакше: m
mnC + . Отже, задачу розв’язано і дове-

дено рівність m
mn

n
mn CC ++ = . 

 З’ясуємо тепер, скільки всього підмножин має множина А, 
яка складається з n елементів. 

 З одного боку, кількість усіх підмножин множини А одер-
жується, якщо скласти кількість всіх одноелементних, двохеле-

ментних і т.д. підмножин, ∑
=

− =+++++
n

i

i
n

n
n

n
nnnn CCCCCC

0

1210 ...

(тут враховано також порожню множину). З іншого боку, кіль-
кість всіх підмножин можна знайти так. Занумеруємо всі елемен-
ти множини А. Побудуємо відображення множини всіх підмно-
жин множини А на множину векторів довжини n, координати 
яких є нулі та одиниці, тобто на множину двійкових кодів. Отже, 
кількість всіх підмножин множини А дорівнює кількості двійко-
вих кодів. Потужність множини двійкових кодів дорівнює n2 . 

Отже, ми знайшли кількість усіх підмножин даної множини 
та довели тотожність: 

n
n

i

i
n

n
n

n
nnnn CCCCCC 2...

0

1210 ==+++++ ∑
=

−  

Довести самостійно тотожність: i
k

i
k

i
k CCC 1

1
+

− =+ . 
Розглянемо застосування еквівалентності множин для 

розв’язання деяких комбінаторних задач. 
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Приклад  12.2 Нехай А множина послідовностей {xi}, 
i=1,…,n, де xi приймають значення 0 або 1 та серед цих чисел рів-
но k одиниць. Скільки елементів у множині А?  

Розв’язок. Множина А еквівалентна множині всіх k–
елементних підмножин множини {1,…,n}. Дійсно, поставимо у 
відповідність послідовності {xi} множину чисел {i1,…,ik} таких, 

що .1,...,1,1
21

===
kiii xxx  Отже, =А k

nC . 

Приклад 12.3 Знайти кількість розміщень з n однакових 
предметів у m різних урнах. 

Розв’язок. Перенумеруємо урни. Поставимо у відповідність 
кожному розміщенню предметів у урнах послідовність нулів та 
одиниць так, що кількість нулів у запису послідовності відповідає 
кількості предметів в урні, а одиниця слугує відокремлювачем 
між низками нулів. У цій послідовності n нулів та m одиниць, 

всього n+m-1 чисел 0 та 1. Отже, кількість розміщень 1
1

−
−+

m
nmC . 

12.2 Перестановки та розміщення.  

Множина А ( nA = ) називається упорядкованою, якщо кож-
ному її елементу поставлено у відповідність натуральне число від 
1 до n, тобто присвоєно номер, при чому ця відповідність є бієк-
тивною.  

Упорядковані множини вважаються різними, якщо вони ві-
дрізняються елементами або їхнім порядком. 

Означення 12.2 Різні упорядковані множини, які відрізня-
ються тільки порядком елементів називаються перестановками 
даної множини, бо можуть бути отримані з елементів однієї мно-
жини. 

 Теорема 12.1 Кількість перестановок даної множини з n 
елементів позначається nP  і дорівнює !nPn = . 

 Доведення. Будемо вибирати елементи з множини та роз-
ташовувати їх на n місцях у визначеному порядку. На перше міс-
це можна поставити довільний з n елементів. На друге місце, піс-
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ля того як заповнили перше, можна поставити один з n-1 елемен-
тів, що залишились, і т.д. За правилом множення всі n місць мож-
на заповнити n!122)-1)(n-n(n =⋅…  способами. ∇ 

Приклад 12.4  Скількома способами можна розташувати на 
шахівниці 8 тур так, щоб вони не мали змоги бити одна одну? 

Розв’язок. При розташуванні, що вимагається, на кожній 
вертикалі та на кожній горизонталі буде знаходитись тільки одна 
тура. Якщо турам присвоїти номери, то шукане розташування ві-
дповідає деякій перестановці чисел 1,…,8. Отже, кількість спосо-
бів розташування тур дорівнює 40320!88 ==P . 

Розглянемо упорядковані підмножини даної множини А. 
Означення 12.3 Упорядковані k–елементні підмножини 

множини з n елементів називаються розміщеннями з n по k і по-

значаються k
nA .  

Кількість розміщень з n по k визначається за формулою: 

( ) ( ) ( )1...1
!

!! +−−=
−

== knnn
kn

nCkA k
n

k
n . 

Приклад 12.5 Скільки різних цілих чисел можна скласти з 
цифр 1, 2, 3, 4, 5, якщо цифри в числах не повторюються? 

Розв’язок. З даних п’яти цифр можна скласти 5P  

п’ятизначних чисел, 4
5A - чотиризначних і т.д. Всього можна скла-

сти різних цілих чисел 

325
!4
!5

!3
!5

!2
!5

!1
!5!51

5
2
5

3
5

4
55 =++++=++++ AAAAP . 

12.3 Перестановки з повтореннями.  
Нехай mBBBA  ...21= , де 11 kB = , 22 kB = ,…, mm kB = , 

0≥ik , nkk m =++ ...1  та jiBB ji ≠∅= , . 
Скільки існує розкладів множини А, що задовольняють на-

веденим умовам?  Відповідь на це питання така. 
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Теорема 12.2 Нехай 0≥ik , nkk m =++ ...1 . Кількість спосо-
бів, якими можна представити множину А у вигляді об’єднання 

множин iB  дорівнює ( )
!!...

!,...,,
1

21
m

m
nmn kk

nCkkkC == . Числа 

( ) m
nmn CkkkC =,...,, 21  називаються перестановками з повторення-

ми з n по m або поліноміальними коефіцієнтами. 
Доведення. Візьмемо довільну 1k -елементну підмножину 1B  

множини А. Це можна зробити 1k
nC способами. Серед n-k1 елемен-

тів, що залишилися, виберемо 2k -елементну підмножину 2B . Це 

можна зробити 2
1

k
knC − способами і т.д. Застосовуючи правило до-

бутку, одержимо загальну кількість способів, якими можна одер-
жати розбиття множини А: 

!!
!

11
2

1
1

m

k
kkn

k
kn

k
n kk

nCCC m
m 




=⋅⋅⋅ −−−− . 

Цю теорему можна сформулювати інакше, а саме. 
Теорема 12.2* Кількість різних перестановок, які можна 

скласти з n елементів, серед яких є 1k  елементів першого типу, 2k  
елементів другого типу, …, mk  елементів т-того типу, дорівнює 

!!...
!),...,,(

1
21

m

m
nmn kk

nCkkkC == . 

12.4 Сполучення з повтореннями 
Означення 12.4. Сполучення з т по n з повтореннями n

mf  
називаються групи, що містять n елементів, при чому кожний 
елемент належить до одного з т типів. 

Наприклад, з трьох елементів a, b, c можна скласти такі спо-
лучення по два з повтореннями: aa, bb, cc, ab, ac, bc. 

Теорема 12.3 Кількість різних сполучень з т елементів по n 

з повтореннями дорівнює: n
mn

m
mn

n
m CCf 1

1
1 −+

−
−+ == . 
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Прикладом, що може ілюструвати дану теорему, є доміно, а 
саме: кості доміно можна розглядати як сполучення з повторен-
нями по два з семи цифр 0, 1,…,6. Кількість цих сполучень дорів-
нює 28. 

§ 13 Біном Ньютона. Поліноміальна формула. 

13.1 Біном Ньютона. 

Теорема 13.1 Має місце формула: 

( ) ∑
=

−−− =+++++=+
n

k

kknk
n

nn
n

kknk
n

n
n

n
n

n baCbaCbaCbaCbaCba
0

011100  . 

Ця формула називається біномом Ньютона, а терема – бі-

номіальною. Числа k
nC  називаються біноміальними коефіцієнта-

ми.  
У випадку коли n=2 та n=3 формула являє собою формули 

скороченого множення, квадрат суми та куб суми. 
Доведення. Доведемо теорему за індукцією. Для 2=n  та 

3=n  формула бінома є вірною. Припустимо, що вона є вірною 
для деякого kn =  і доведемо її для 1+= kn . Отже, одержимо: 

( ) ( ) ( ) =++=+ + bababa kk 1  

( )( ) =++++++= −− babaCbaCbaCbaC kk
k

iiki
k

k
k

k
k

011100 ......  

10121110

1111010

......

......
++−−

+−+

++++++

++++++=
kk

k
iiki

k
k

k
k

k

kk
k

iiki
k

k
k

k
k

baCbaCbaCbaC

baCbaCbaCbaC
 

Після зведення подібних одержимо: 
( ) ( ) ...1010101 +++=+ ++ baCCbaCba k

kk
k

k
k

( ) 1011 ...... ++−− ++++ kk
k

iiki
k

i
k baCbaCC  

Враховуючи, що 11
1

0
1

0 ==== +
++

k
k

k
kkk CCCC  та тотожність 

i
k

i
k

i
k CCC 1

1
+

− =+ , яку легко перевірити за означенням, одержимо 
формулу для 1+= kn . Згідно з принципом математичної індукції 
(Додаток1), теорема є вірною при всіх натуральних n.∇ 
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При a=b=1 з біному Ньютона випливає формула 
n

n

i

i
n

n
n

n
nnnn CCCCCC 2...

0

1210 ==+++++ ∑
=

− .  При 1=a  1−=b  одержи-

мо ще одну важливу тотожність 0)1(...210 =−+−+− n
n

n
nnn CCCC . 

Теорема 13.2 (Поліноміальна теорема). 

( ) ∑
≥≥

=+
=+++

0,...,0
...

1
1

21

1
1

1 ...
!!...

!...

k
k

k

rr
nrr

r
k

r

k

n
k aa

rr
naaa . 

Доведення. Перемножимо послідовно kaa ++ ...1  n разів. 

Тоді одержимо nk доданків вигляду kdd ,...,1 , де кожен з множни-
ків id  дорівнює або 1a , або 2a ,…, або ka . Позначимо ( )krrB ,...,1  
сукупність всіх тих доданків, де 1a  зустрічається множником 1r  
раз, 2a  – 2r  раз,…, ka  – kr  – раз. Кількість таких доданків дорів-
нює ( )kn rrC ,...,1  - кількості способів представлення множин з n 
елементів {1,2,…,n} у вигляді суми k множин kBB ,...,1 , так, щоб 
множина sB  мала sr  елементів ( nrrr ki =++≥ ...,0 1 , множина sB  
– це множина тих і, для яких si ad = ). Ми вже показали, що 

!!...
!),...,,(

1
21

k
kn rr

nrrrC = . ∇ 

Біноміальні коефіцієнти ма-
ють ряд цікавих і важливих влас-
тивостей, які представляються у 
вигляді тотожностей. Розглянемо 
кілька прикладів такого характеру. 

Приклад 13.1. Довести 
1
1

1
2

1
1 ... −

−
−
−

−
− +++= k

k
k
n

k
n

k
n CCCC . 

Доведення 1.  Розглянемо всі k-
елементні підмножини множини 

{ }naaA ,...,1= . Кількість цих підмножин дорівнює k
nC .  
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Розіб’ємо всі ці підмножини на класи 11,..., +−knTT , віднісши 
до класу rT  всі k-елементні підмножини множини А, в яких еле-
мент з найменшим індексом дорівнює ra . Так як кожна підмно-
жина із класу rT  може бути одержана приєднанням до ar деякої
( )1−k -елементної підмножини множини nrr aaa ,...,, 211 ++ , то клас 

rT  складається з 1−
−

k
rnC . Отже, одержуємо потрібну рівність. 

Доведення 2. Розглянемо друге доведення рівності (1), яке 

використовує геометричну інтерпретацію чисел k
nC . Розглянемо 

всі найкоротші ламані, що з’єднують точку (0,0) з точкою 

( )knk −, . Кількість всіх таких ламаних є k
nC . rB  - клас тих лама-

них, що перетинають пряму 
2
1

=x  в точці (
2
1 ,r) ( 1,...,1,0 −= nr ). 

Клас rB складається з 1
1

−
−−

k
rnC  ламаних. Тому ∑

−

=

−
−−=

kn

r

k
rn

k
n CC

0

1
1 . 

Приклад 13.2. Довести: 0110 ... m
k
n

k
mn

k
mn

k
mn CCCCCCC +++= −

+ . 
Доведення. Для доведення скористаємось тим фактом, що 

коли два поліноми рівні при всіх значеннях х, то коефіцієнти цих 
поліномів при однакових степенях рівні. Розглянемо рівність: 

( ) ( ) ( ) mnmn xxx ++=++ 111 . 
Використовуючи формулу бінома Ньютона, переконаємось, 

що коефіцієнт при xk в правій частині рівності дорівнює k
mnC + , а 

в лівій відповідно: 0110 ... m
k
n

k
mn

k
mn CCCCCC +++ − . 

§ 14 Методи розв’язання комбінаторних задач. 

14.1 Метод рекурентних співвідношень.  

Метод рекурентних співвідношень полягає в тому, що розв’язок 
комбінаторної задачі з n елементами представляється через розв’язок ана-
логічної задачі з меншою кількістю елементів за допомогою деякого спів-
відношення, яке називається рекурентним (зворотним). 



89 
 

Проілюструємо цей метод таким прикладом. Нехай r
nf  є кількість 

сполучень з n елементів {a1,a2,…,an} по r з повтореннями. Кожне сполу-
чення з n по r або містить, або не містить a1. Кількість сполучень, які не 

містять a1, дорівнює r
nf 1−  (це сполучення з a2,…,an елементів по r). Кожне 

сполучення, що містить a1, може бути одержане приєднанням до a1 деякого 

сполучення з n елементів по r-1 (кількість таких сполучень 1−r
nf ). Отже, 

1
1

−
− += r

n
r

n
r

n fff . 

Ми одержали рекурентне співвідношення, з якого можна знайти r
nf . 

Послідовно застосовуючи це співвідношення, одержимо: 
rrr

n
r

n
r

n
r

n
r

n
r

n
r

n
r

n ffffffffff 1
1

2
1
1

1
2

1
1

11
1 )( ++++=++=+= −−

−
−

−
−
−

−−
− 

Зрозуміло, що 1, 1
1 == r
n fnf . Вважаючи в (3) r=2, одержимо: 

2
1

2
2

)1(
+=

+
= nn Cnnf . 

При r=3 з рівності (3) одержимо: 
3

2
2
2

2
3

22
1

3
++ =++++= nnnn CCCCCf  . 

Тут використана тотожність, доведення якої виконати самостійно. 

Повторюючи ці кроки, на r-1 кроці одержимо: r
rn

r
n Cf 1−+= . 

14.2 Метод твірних функцій.  

Метод твірних функцій є найбільш ефективним методом розв’язання 
комбінаторних задач. Для його описання необхідно ввести поняття ряду. 
Це поняття детально вивчається у курсі математичного аналізу, тому тут 
наведемо лише найнеобхідніші означення і теореми без доведень. 

Розглянемо нескінчену суму a1+a2+…+an=∑
∞

=1n
na . Ця нескінчена су-

ма називається числовим рядом. З кожним рядом пов’язана послідовність 

скінчених сум вигляду sn=a1+a2+…+an=∑
=

n

i
ia

1
. Ці скінчені суми назива-

ються частинними сумами ряду. Якщо послідовність {sn} має скінчену 
границю s при n→∞, то ряд називається збіжним, а число s його сумою. Ін-
акше ряд називається розбіжним. 
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Розглянемо приклади рядів. 

∑
∞

= +
=+

+
++

⋅
+

⋅ 1 )1(
1

)1(
1

32
1

21
1

n nnnn
 . 

Частинна сума цього ряду має вигляд 

1
11

1
11

3
1

2
1

2
11

1
1

21
1

+
−=








+
−++






 −+






 −=

+
++

⋅
=

nnn)n(n
Sn  , 

отже, послідовність {sn} має границю при n→∞ і ця границя дорів-
нює 1, тобто ряд збігається і його сума є 1. 

∑
∞

=
=+++++

1

11
3

1
2

11
n nn

 . 

Частинна сума цього ряду має вигляд 

n
n

n
n

Sn =⋅>++++=
11

3
1

2
11  , 

отже, послідовність {sn} при n→∞ необмежено зростає, тобто ряд ро-
збігається. 

∑
∞

=

− +−++−+=−
1

1 )1(1)1(1)1(
n

n   

Частинна сума цього ряду має вигляд 




+=
=

=
12,1

2,0
kn
kn

sn , отже, 

послідовність {sn} при n→∞ границі не має, тобто ряд розбігається. 
Поряд із числовими рядами розглядаються, так звані функціональні 

ряди, тобто такі, де кожен доданок є функцією від деякого змінного. Серед 
таких рядів виділяється клас степеневих рядів, які мають вигляд: 

∑
∞

=
=++++

1

2
21

n

n
n

n
n xaxaxaxa  . 

Сумою степеневого ряду є функція s(x). 
Степеневі ряди мають багато цікавих властивостей і застосувань. 
Виділимо такі важливі властивості: 
а) областю збіжності степеневого ряду є інтервал на числовій вісі 

симетричний відносно початку координат, до якого можуть входити кінце-
ві точки; 

б) степеневі ряди можна перемножувати, збираючи коефіцієнти при 
однакових степенях x; 
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в) якщо два степеневих ряди мають однакову суму при всіх x з обла-
сті збіжності, то коефіцієнти при однакових степенях x цих рядів рівні між 
собою. 

Розглянемо приклади степеневих рядів. 

∑
∞

=
=+++++

0

21
n

nn xxxx  . 

Цей ряд є сумою нескінченої геометричної прогресії. Як відомо, ця 

сума може бути обчислена, якщо |x|<1. При цьому 
x

xs
−

=
1

1)( . У випад-

ку, коли |x|≥1, ряд розбігається. 

( ) 


 +
+−α−αα

++
−αα

+α+=+ α nx
n

nxxx
!

)1()1(
2

)1(11 2  

Як видно, цей ряд є узагальненням формули бінома Ньютона для 
двох доданків при довільному показникові. Цей ряд носить назву біноміа-
льного ряду, і його область збіжності є множина |x|<1. При α=-1 ряд має 

вигляд   +−+−+−=
+

nn xxx
x

)1(1
1

1 2 . 

Означення 14.1. Твірною функцією послідовності {an} називається 

сума степеневого ряду ∑
∞

=
=

0
)(

n

n
nsasA . 

Наприклад: 1) твірною функцією послідовності {an}, an=an (n=0,1,…) 
є функція 

 
as

sasA
n

nn
−

== ∑
∞

= 1
1)(

0
 при |as|<1; 

2)твірною функцією послідовності {an}, k
nn Ca =  (k=0,1,…,n) є фун-

кція   ∑
∞

=
+==

0
)1()(

n

nnk
n ssCsA . 

Означення 14.2. Згорткою двох послідовностей {an} та {bn} назива-
ється послідовність {cn}, загальний член якої має вигляд: 

00 babac nnn += . 
Теорема 14.1 Твірна функція згортки двох послідовностей дорівнює 

добутку твірних функцій цих послідовностей. 
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Доведення. Нехай {cn} – згортка послідовностей {an} та {bn}, а 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
===

000
)(,)(,)(

n

n
n

n

n
n

n

n
n scsCsbsBsasA  

- твірні функції цих послідовностей. Перемножуючи ряди, що є твірними 
функціями послідовностей {an} та {bn}, та збираючи коефіцієнти при одна-
кових степенях sn, одержимо новий ряд з коефіцієнтами 

00 babac nnn += . Отже, A(s)B(s)=C(s). ∇ 
Ідея застосування методу твірних функцій. Нехай потрібно відшука-

ти всі члени деякої послідовності. Виходячи з рекурентних чи комбінатор-
них міркувань, знаходять твірну функцію, розкладають її в ряд. Коефіцієн-
ти цього ряду і є членами досліджуваної послідовності. 

Приклад 14.1 Нехай дано {an}, де r
nn fa = . Ми вже показали, що 

має місце рекурентне співвідношення 1
1

−
− += r

n
r

n
r

n fff , причому nfn =1

, а щоб співвідношення виконувалось при r=1, досить покласти 10 =nf . 

Нехай: ∑
∞

=
=

0
)(

r

rr
nn sfsA . Помножимо на sr обидві частини рекурентної 

рівності і додамо всі одержані рівності почленно:  

∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=
−

−− +=
1 1 1

1
11

r r r

rr
n

rr
n

rr
n sfsfssf .  Але ∑

∞

=
−=

1
,1)(

r
n

rr
n sAsf  

∑
∞

=
−− −=

1
11 ,1)(

r
n

rr
n sAsf  ∑ ∑

∞

=

∞

=

−− ==
1 0

11 )(
r i

n
ii

n
rr

n sAsfsf  1−= ri . Отже, 

одержимо рівність: 
s

sA
s
sAsA n

n −
=

−
= −

1
1)(,

1
)()( 1

1 . З цієї рівності ви-

пливає: nn s
sA

)1(
1)(
−

= . Розкладаючи в ряд цю функцію, одержимо 

r
rn

r
n Cf 1−+= . 

Припустимо, що послідовність {an} (n=0,1,…) задовольняє рекурент-
ному співвідношенню порядку r, тобто nrrnrn ababa += +++ 11 , де bi 
(i=1,2,…,r) – постійні коефіцієнти. Тоді, якщо g(x) – твірна функція для 
послідовності {an} та, якщо через k(x) позначено поліном вигляду k(x)=1-
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b1x-b2x2-…-brxr, то: g(x)k(x)=c0+c1x+c2x2+…+cr-1xr-1=C(x), де C(x) – поліном 
степеня не вищого за r-1. Дійсно, якщо cn+r коефіцієнт при xn+r, в добутку 
g(x)k(x), то cn+r=an+r-b1an+r-1-b2an+r-2-…-bran=0. Таким чином, для послідов-
ності {an}, яка задовольняє вище згаданому лінійному рекурентному спів-
відношенню, твірною функцією g(x) буде раціональна функція 

)(
)()(

xk
xCxg = . 

З лінійним рекурентним співвідношенням зв’язують так званий ха-
рактеристичний поліном, який має вигляд: f(x)=xr-b1xr-1-b2xr-2-…-br, (br≠0). 

Розглянемо розклад цього полінома на лінійні множники: 

rllxxxf s
l

s
l s =++α−α−=  11 ,)()()( 1 . 

де α1,…,αs – корені (можливо, комплексні) полінома f(x). Порівнюючи f(x) 

та k(x), бачимо, що 





=

x
fxxk r 1)( , і у відповідності з розкладом (6) оде-

ржуємо розклад на множники для k(x): 

rllxxxk s
l

s
l s =++α−α−=  11 ,)1()1()( 1 . 

Отже, враховуючи відомий факт з алгебри, можемо функцію g(x) 
представити у вигляді суми простих дробів: 

∑∑
= = α−

β
==

s

i

l

k
k

i

ik
i

xxk
xCxg

1 1 )1()(
)()( , де βik – деякі сталі. 

Таким чином, ми одержали представлення твірної функції у вигляді 
суми функцій β⋅(1-α⋅x)-k. Розкладуючи ці функції у біноміальні ряди, одер-

жимо коефіцієнт при xn, який дорівнює nk
knC α⋅β −
−+

1
1 . Отже, зводячи поді-

бні, одержимо: ∑∑
∞

= =
α==

0 1
)(

)(
)()(

n

s

i

nn
ii xnP

xk
xCxg , де 

∑
=

−
−+β=

il

k

k
kniki CnP

1

1
1)(  - поліном степеня не вище li-1. З іншого боку 
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∑
∞

=
=

0
)(

n

n
n xaxg . Порівнюючи коефіцієнти в представленнях твірної фун-

кції, одержимо: ∑
=

α=
s

i

n
iin nPa

1
)( . 

Одержаний результат сформулюємо у вигляді теореми. 
Теорема 14.2. Нехай послідовність {an} задовольняє лінійному реку-

рентному співвідношенню порядку r з постійними коефіцієнтами bi 
(i=1,2,…,r), тобто an+r=b1an+r-1+b2an+r-2+…+bran, n≥0. Тоді 

∑
=

α=
s

i

n
iin nPa

1
)( , де Pi(n) – поліном степеня не вище li-1, αi (i=1,…,s) – 

корені характеристичного полінома, а li – їхня кратність. Коефіцієнти по-
лінома Pi(n) визначаються початковими значеннями послідовності {ai}. 

Приклад 14.2 Розглянемо множину {1,2,…,m} натуральних чисел. 
Нехай am, m≥2 – кількість способів знайти перестановку u1,u2,…,um цих чи-
сел таку, що для кожного і число аі знаходиться в і-тому стовпчику таблиці 

 1 2 3 … m-3 m-2 m-1 
1 2 3 4 … m-2 m-1 m 
2 3 4 5 … m-1 m  

Знайти ат. 
Розв’язок. Безпосередньо знаходимо, що а2=2, а3=3, а4=5. Число т 

повинно бути використане або в т-му або в (т-1)-му стовпчику. Таким чи-
ном, маємо дві можливості: 

 1 2 3 … m-3 m-2 m   1 2 3 … m-3 m m-1 
1 2 3 4 … m-2 m-1  або 1 2 3 4 … m-2   
2 3 4 5 … m-1    2 3 4 5 …    

В обох випадках вибрані числа виділені жирним шрифтом. Кількість 
способів вибору чисел 1,2,…,т-1 в першому варіанті дорівнює ат-1, а в 
другому - ат-2. Додаючи, ці числа одержимо всі способи вибору am=am-

1+am-2, тобто лінійне рекурентне співвідношення другого порядку. Покла-
вши а0=1, а1=1, що узгоджується з рекурентним співвідношенням (хоча за-
дача при цих значеннях т не має сенсу), можемо застосувати теорему 14.2. 
Характеристичний поліном рекурентного співвідношення має вигляд: 
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f(x)=x2-x-1=(x-α1)(x-α2), де 
2

51
1

+
=α , 

2
51

2
−

=α . Отже, за теоремою 

14.2. легко знайти, що ( )1
2

1
15

1 ++ α−α= nn
na . 

Знайдена послідовність є не що інше, як відома послідовність чисел 
Фібоначчі. 

14.3 Метод включень і виключень.   

В теорії множин для сукупності A1,A2,…,An має місце формула: 
| −+++= nn AAAAAA  2121 ...  

( )++++++− − nnn AAAAAAAA  113121  

( )+++++ −− nnn AAAAAAAAA  12421321  

( ) nn
n AAAA  121

11 −
−−+ . 

яку з деякими незначними змінами використовують при розв’язанні комбі-
наторних задач, де потрібно знаходити кількості елементів із заданими 
властивостями. Застосування модифікованої формули і носить назву ме-
тода включень і виключень. 

Отже, нехай є N елементів та деяка кількість властивостей P(1), 
P(2),…,P(n). Нехай Ni – кількість елементів, що мають властивість P(i), а 
взагалі 

ri,...,i,iN
21

- кількість елементів із властивостями P(i1), P(i2),…, P(ir). 

Тоді кількість N(0) елементів, що не мають жодної властивості, задається 
формулою: 

n
n

ii
ii

s

ii
iii NNNNNN

s
s ...12

...
,...,, )1(...)1(...)0(

1
1

21
21

−++−+++−= ∑∑∑
<<<

 

Доведемо цю формулу. Елемент, що не має жодної властивості, вра-
ховується один раз в доданку N і більше ні в які доданки не входить. Еле-
мент із властивістю P(j) враховується по одному разу в N та Nj, тому в 
першому доданку дає вклад +1, а в другому –1, а разом 1-1=0 в правій час-
тині рівності. Елемент, що має точно r властивостей, наприклад, l1, l2,…,lr 
дає 1 в доданку ∑

<< s
s

ii
iiN

...
,...,

1
1

, де s≤r, для кожного набору i1,i2,…,is з набору 

l1, l2,…,lr, тобто для s
rC  наборів. Отже, вклад у праву частину цього елемен-

та дорівнює: 
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0)11()1()1(1 21 =−=−++−+++− rr
r

rs
r

s
rr CCCC  . 

Права частина формули враховує кожний елемент, що не має жодної 
властивості, точно по одному разу, а всі інші елементи – 0 разів, отже, вона 
дає кількість N(0). 

Таким же шляхом можна знайти формулу для визначення кількості 
елементів N(r) з точно r властивостями. 

 +−++= ∑∑
<<<< s

s
r

r
ii

ii
r
s

s

ii
ii NCNrN

...
,...,

...
,...,

1
1

1
1

)1()( . 

Приклад 14.3. Задача про безладдя. Скільки існує перестановок 
u1,u2,…,un чисел 1,2,…,n, таких, що ui≠i при довільному i? 

Розв’язок. В даній задачі N дорівнює n! перестановок u1,u2,…,un, а 
властивість P(i) виражається рівністю ui=i. Тоді )!(,...,, 21

rnN
riii −=  - кі-

лькість перестановок, що залишають на місці r визначених символів. Далі, 

у ∑ riiiN ,...,, 21
 є r

nC  доданків – по кількості способів вибору i1, i2,…,ir з 

1,2,…,n. Застосовуючи наведену вище формулу, знаходимо: 







 −++−++−=

=⋅−++−−++−+−−=

!
1)1(

!
1)1(

!3
1

!2
1!

1)1()!()1()!2()!1(!)0( 2

nr
n

rnCnCnnnN

nr

nr
n

r
n





 

Якщо нас цікавить не тільки кількість безладь з 1,2,…,n, а й кількість 
перестановок u1,u2,…,un чисел 1,2,…,n, для яких ui=i точно в r місцях при 
деякому r=0,1,…,n, то виникає задача, що носить назву задачі про зустрічі. 

14.4  Метод траєкторій.  

Для багатьох комбінаторних задач можна навести таку геометричну 
інтерпретацію, яка зводить задачу до підрахування кількості шляхів (трає-
кторій), що мають задану властивість. У цьому і полягає метод траєкторій.  

Приклад 14.4. (Задача про балотування). Кандидат А зібрав на вибо-
рах а голосів, кандидат В зібрав – b голосів (a>b). Виборці голосували по-
слідовно. Скільки існує таких способів голосування, при яких А завжди 
буде попереду В по кількості поданих за нього голосів? 

Розв’язок. Нехай εi=+1, якщо i-тий голос подано за А, та εi=-1, коли 
i-тий голос подано за В. Покладено sk=ε1+…+εk і розглянемо в системі ко-
ординат XOY ламану, що з’єднує точки О, (1,s1),…,(k,sk),…,(a+b,sa+b). Зро-
зуміло, що sa+b=a-b. Кожному способу подання голосів відповідає визна-
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чена ламана лінія (траєкторія), що з’єднує точки О та (a+b, a-b). Траєкто-
рія складається з a+b відрізків, причому a з них напрямлено вгору. Загаль-

на кількість траєкторій дорівнює a
baC + . Кандидат А завжди буде попереду 

В, якщо відповідна траєкторія проходить через точку (1,1) (перший голос 
повинен бути поданий за А) і не перетинає вісь ОХ. Кількість таких траєк-
торій може бути підрахована за формулою 

1
11

+
−+

=− +
+
++ n

mnCCC n
nm

n
nm

n
nm , де необхідно покласти n=a-1, m=b. 

Отже, шукана кількість подання голосів дорівнює: 

a
ba

a
ba C

ba
ba

a
baC +

−
−+ +

−
=

+−
−+−
11

111
1 . 

Перейдемо до розгляду загальних властивостей траєкторій. 
Означення 14.3  Нехай x>0 та y – цілі числа. Траєкторію з початку 

координат в точку (x,y) називається ламана, що з’єднує точки О, 

(1,s1),…,(k,sk),… …,(x,sx), де 



−
+

=−= − 1
1

, 1iix ssys . 

Нехай Nx,y – кількість всіх траєкторій, що з’єднують точку (0,0) з то-
чкою (x,y). Мають місце теореми. 

Теорема 14.3 
!

2
!

2

!
,







 −







 +

=
yxyx

xN yx , якщо числа x та y мають 

однакову парність, та Nx,y=0 в протилежному випадку. 
Доведення. Припустимо, що траєкторія складається з p відрізків, на-

прямлених угору, та q відрізків, напрямлених донизу. Тоді p+q=x, p-q=y, 
звідки p=(x+y)/2, q=(x-y)/2 (оскільки p й q цілі, то x та y повинні мати од-
накову парність). Так як траєкторія повністю визначається, якщо вказати, 
які відрізки напрямлені вгору, загальна кількість траєкторій з точки О в 

точку (x,y) дорівнює: 
!

2
!

2

!2
,







 −







 +

=
+

yxyx
xCN

yx

xyx . 

Теорема 14.4. (Принцип дзеркального відбивання). Нехай А(а,α), 
В(b,β) – точки з цілочисельними координатами, причому b>a≥0, α>0, β>0, 
а A'(a,-α) – точка, симетрична до А відносно вісі ОХ. Тоді кількість траєк-
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торій з А в В, які перетинають вісь ОХ або мають з нею спільну точку, до-
рівнює кількості траєкторій з А' в В. 

Доведення. Кожній траєкторії Т з А в В, що перетина вісь ОХ або 
має з нею спільну точку, поставимо у відповідність траєкторію з А' в В по 
правилу: берем дільницю траєкторії Т до першої точки зустрічі з віссю ОХ 
і відображуємо її відносно вісі ОХ, а далі траєкторії Т та Т' співпадають. 
Таким чином, кожній траєкторії Т з А в В, що перетинає вісь ОХ, відпові-
дає єдина траєкторія Т' з А' в В. І навпаки це співставлення траєкторій та-
кож однозначне. Встановлено взаємно однозначну відповідність між мно-
жиною траєкторій, що перетинають вісь ОХ або мають з нею спільну точ-
ку, та множиною всих траєкторій з А' в В. Отже, їхні кількості співпада-
ють. ∇ 

Теорема 14.5. Нехай x>0, y>0. Тоді кількість траєкторій з точки О в 
точку (x,y) таких, що не мають вершин на вісі ОХ (окрім точки О),  

дорівнює
 

yxN
x
y

, . 

Доведення. Всі траєкторії, що з’єднують точку О з точкою (x,y)  і не 
перетинають вісь ОХ, проходять через точку А(1,1). Загальна кількість 
траєкторій, що ведуть з А в В, дорівнює Nx-1,y-1. Загальна кількість траєкто-
рій, що ведуть з А в В і перетинають вісь ОХ, дорівнює, кількості траєкто-
рій, що ведуть А' в В, тобто Nx-1,y+1. Отже, шукана кількість траєкторій до-
рівнює 

( ) ( )
=
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Теорема 14.6. Нехай траєкторії з’єднують точку О з точкою (2n,0) на 

вісі ОХ і позначимо n
nn C

n
L 22 1

1
+

= . Тоді серед n
nC2  траєкторій, що 

з’єднують точку О з точкою (2n,0) існує:  а) рівно L2n-2 траєкторій, що ле-
жать вище вісі ОХ і не мають спільних точок з нею, окрім точок О та 
(2n,0);  б) рівно L2n траєкторій, що не мають вершин на вісі ОХ. 
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Доведення. а) Всі траєкторії, що з’єднують О з (2n,0), лежать вище 
вісі ОХ і не мають других спільних точок з ОХ, обов’язково проходять че-
рез точку (2n-1,1). Кількість траєкторій, що з’єднують О з (2n-1,1) і не пе-
ретинають вісь ОХ, дорівнює 

22
1

22121,12
1

12
1

12
1

−
−
−−− ==

−
=

− n
n
n

n
nn LC

n
C

n
N

n
. 

б) Розглянемо траєкторію, що з’єднує О з точкою М(2n,0) і не має 
вершин нижче вісі ОХ. Додамо ще один відрізок, що з’єднує О з О1 (-1, -1). 
Приймаємо О1 за новий початок системи координат Х1О1Y1. У новій сис-
темі координат точка М має координати (2n+1,1), а точка О – (1,1). Кіль-
кість траєкторій, що з’єднують точку О з точкою М і не мають вершин ни-
жче вісі ОХ, дорівнює кількості траєкторій, що з’єднують О1 з М і розта-
шовані вище вісі О1Х1. Остання кількість  дорівнює  

n
n
n

n
nn LC

n
C

n
N

n 22121,12 1
1

12
1

12
1

=
+

=
+

=
+ ++  

Приклад 14.5. Біля каси зібралося m+n осіб, причому n з них мають 
купюри вартістю 50 одиниць, а інші m мають тільки по 100 одиниць.  У ка-
сі є p купюр вартістю 50 одиниць, білет коштує 50 одиниць. Скільки всього 
є способів розміщення m+n покупців у черзі так, щоб ні один покупець не 
чекав решти (m≤n)? 

Розв’язок. Задача зводиться до підрахування кількості траєкторій з 
точки О в точку (m+n, n-m), які не перетинають пряму y=-(p+1). Кількість 
тих траєкторій, що перетинають цю пряму, дорівнює кількості траєкторій з 

точки (0, -2/(p+1)) в точку (m+n, n-m), тобто 11 −−
+

++
+ = pm

nm
np
nm CC . Шукана 

кількість траєкторій дорівнює: 1−−
++ − pm

nm
m

nm CC . 

Контрольні запитання 

• Як формулюється основне правило комбінаторики? 
• Що таке сполучення? 
• Що називається перестановкою? 
• Як визначається розміщення? 
• Що таке перестановки з повтореннями? 
• Що таке сполучення з повтореннями? 
• Який вигляд має поліноміальна формула? 
• Що таке біном Ньютона? 
• Які тотожності мають місце для біноміальних коефіцієнтів? 
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Розділ V. Елементи теорії графів 

Теорія графів є одним з розділів математики з досить широ-
кою областю застосування. Оперуючи множинами точок та ліній, 
що їх з’єднують, ця теорія дає багатий різновид форм, які мають 
цікаві властивості, корисні для дослідження різноманітних про-
блем. 

Це робить теорію графів досить корисним інструментом, 
який використовується у багатьох галузях наукових досліджень, 
починаючи з дослідження операцій та лінгвістики і закінчуючи 
хімією та генетикою. Методи теорії графів дозволяють досить 
успішно розв’язувати задачі впорядкування об’єктів та побудови 
різних моделей. До таких задач можна віднести наступні: кален-
дарне планування промислового виробництва; мережеве плану-
вання та управління; побудова систем зв’язку та дослідження 
процесів передачі інформації; вибір оптимальних маршрутів та 
потоків у мережах; побудова електричних мереж та електронних 
схем; ідентифікація у хімії та інші. 

§ 15. Поняття графа, основні означення.  
Матричне представлення графів. 

 

15.1  Означення основних понять.   

З поняттям графа ми вже зустрічались при вивченні теорії 
множин та математичної логіки, де було наведено абстрактне 
означення графа. Нагадаємо його. 

Означення 15.1 Графом G називається множина V  із зада-

ним на ній бінарним відношенням  2VE ⊂ , тобто  EVG ,= . 
Можна граф визначити інакше, спираючись на більш 

елементарні геометричні поняття точки та лінії. Причому 
геометричні характеристики цих ліній до уваги не приймаються.  
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Рис. 20 

Рис. 21 

Означення 15.2 Граф G – 
це сукупність двох множин V 
та E (V – множина точок (вер-
шин), E – множина ліній (ре-
бер), що з’єднують точки, на 
якій визначено відношення ін-
цидентності ℑ , тобто кожний  
елемент Ee∈  інцидентний 
двом елементам Vvv ∈",' . 

Відношення інцидентно-
сті ℑ  дозволяє розглядати 
граф як сім’ю пар 

Vvvvv ∈''),",'( , що визначає, 
які вершини сполучені лініями. Якщо порядок елементів у парі 
відіграє певну роль, то граф називається орієнтованим, в іншому 
випадку – неорієнтованим. Ребра орієнтованого графа зобража-
ються стрілками, які вказують на порядок слідування вершин. 
Часто орієнтовані ребра називають дугами. 

Граф зображується на площині у вигляді геометричної фігу-
ри, що має вершини з’єднані відрізками прямих або кривих ліній 
(Рис. 20).  

Означення 15.3 Граф 'G  називається підграфом G, якщо: 
( ) ( )GVGV ⊂′  та )()'( GEGE ⊂ . 

Означення 15.4 Два ребра назива-
ються суміжними, якщо вони інцидентні 
одній вершині; дві вершини – суміжні, 
якщо вони інцидентні одному ребру.  Від-
ношення суміжності вершин iv  та jv поз-

начається так: jiSvv  

Означення 15.5  Граф називається 
простим, якщо його суміжні вершини з’єднані не більше, як од-
ним ребром. Інакше граф називається загальним. 
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Рис. 22 

Рис. 23 

У загальному графі допускаються кратні ребра, тобто кілька 
ребер з’єднують одну й ту саму пару вершин (ребра е4,е3 Рис.20) 
та петлі, тобто ребро замкнене на одну вершину (е7 Рис.20). 

Розрізняють графи: 1) орієн-
товані (Рис.21) та неорієнтовані 
(на Рис.20 зображено неорієнтова-
ний загальний граф); скінчені та 
нескінчені. 

Означення 15.6 Простий 
граф називається повним, якщо до-
вільні дві вершини суміжні. Пов-
ний граф з n вершинами познача-
ється Кn. На Рис. 22 зображено 
граф К4.                                                               

Означення 15.7  Граф нази-
вається зірчаним, якщо одна вер-
шина суміжна з усіма іншими ве-
ршинами (Рис.23). 

Означення 15.8 Кількість 
ребер, інцидентних даній вершині 
називається її степенем. При ви-
значенні степеня вершини ребро, 
що утворює петлю, враховується 
двічі.  

Вершина степеня 0 назива-
ється ізольованою, а вершина сте-
пеня 1 – підвішеною або кінцевою. 

Має місце лема Ейлера про «потискання рук».  
Лема 15.1 Сума степенів усіх вершин – парна, це парне чис-

ло дорівнює подвоєній кількості ребер. 
Цю лему можна сформулювати неформально у вигляді: як-

що кілька осіб потиснуть один одному руки, то загальна кількість 
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Рис. 24 

рук, які потиснуто, парна. Зрозуміло, що в кожному потисканні 
беруть участь дві руки. 

Наслідком наведеної леми є таке твердження: в довільному 
графі кількість вершин непарного степеня є парною. 

Означення 15.9 Якщо степені всіх вершин графа рівні між 
собою, наприклад n, то граф називається однорідним або регуляр-
ним степеня n. 

Кожний повний граф є регулярним степеня n-1. 
Означення 15.10 Граф нази-

вається зваженим, якщо кожній 
вершині та кожному ребру  ста-
виться у відповідність елемент де-
якої множини, яка називається ва-
гою вершини або вагою ребра:  

}....{
},...{

niii

niii

ppPpEe
wwWwVv

=∈→∈
=∈→∈

 

Розглянемо побудову зваже-
ного графа на прикладі логічної 
схеми, що реалізує операцію дода-
вання по модулю два 21 xx ⊕  в ба-
зисі Шефера (Рис. 24). Кожній ве-
ршині графа, що відповідає цій 
схемі (Рис.25), присвоєно вагу, а 
саме: вершинам v1 , v2 відповіда-
ють змінні х1, х2; вершинам   v3 - v6 
відповідає вага β∨α=βαϕ ),( ; ве-
ршині   v1 – вага .21 xxf ⊕=                        

15.2  Ізоморфізм графів.  

Один і той же граф може мати різні зображення, тому важ-
ливу роль відіграє поняття ізоморфних графів, яке дає можливість 

Рис. 25 
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різні зображення одного графа вважати представниками одного 
класу і не розрізняти їх при дослідженнях.        

Означення 15.11 Два графи G 
та 'G  називають ізоморфними, якщо 
існує взаємно однозначна відповід-
ність між множинами вершин така, 
що вершини одного графа сполучені 
тоді і тільки тоді, коли сполучені ве-
ршини другого графа. Якщо графи 
орієнтовані, то напрямок дуг теж по-
винен збігатися. 

На Рис. 26  зображено два гра-
фи, які є ізоморфними при відповід-
ності mvu ↔↔ ,1 , qypx ↔↔ ,  

rz ↔ .  Ці графи можна вважати од-
ним графом, представленним різни-
ми зображеннями. 

15.3  Представлення графів матрицями.  

Означення 15.12 Нехай EVG ,=  граф, де  },...,{ 1 nvvV = , 

}.,...,{ 1 meeE =  Позначимо матрицю з m рядків та n стовпчиків: 

( )
nj
miij
,1
,1

=
=ξ=Ξ , де  









ℑ

ℑ

ℑ

=ξ

),(,,2

,,0

,,1

jjji

js

ji

ij

vvve

ve

ve

    граф неорієнтований,  

                   













ℑα

ℑ

ℑ

ℑ−

=ξ

).,,(,,

,,0

),(.,,,1

,.),(,1 ,

jjji

js

jji

jjs

ij

vvve

ve

vve

vve

граф орієнтований. 

 

Рис. 26 
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для орієнтованого.  Ця матриця називається матрицею інцидент-
ності графа G. Стовпчикам відповідають вершини, а рядкам – 
ребра графа. Запис  (vj,.), (.,vj)  та (vj,vj) означають, відповідно по-
чаток, кінець дуги та петлю при вершині vj,α  - довільне число, 
відмінне від 1, -1, 0. ji ve ℑ  - означає, що ребро ei інцидентне вер-

шині vj, ji ve ℑ  - означає, що ребро ei не є інцидентним вершині vj. 

Означення 15.13 Нехай EVG ,=  граф, де { },,...,1 nvvV =

{ }meeE ,...,1= . Позначимо квадратну матрицю порядку n: 
,)( ,1, njiij =δ=∆  де для неорієнтованого графа  









=δ

ji

ii

ji

ij

vSv
Svv

Svvk

,0
,2

,

 

k – кратність ребер, що з’єднують вершини iv  та jv , і для орієн-

тованого графа 













α

−

=δ

.,0
,

,,

,,

ji

ii

ij

ji

ij

vSv
Svv

vSvl

vSvk

 

 k, l – кратності ребер.  Ця матриця називається матрицею суміж-
ності графа G. Стовпчикам і рядкам відповідають  вершини. Для 
неорієнтованого графа матриця суміжності симетрична, тобто 

jiij δ=δ , для орієнтованого графа це не так. 

15.4 Степені вершин графа.   

Матричне представлення графа дає можливість визначити 
степені вершин графа (позначаються )( ivρ ) через елементи мат-
риці інцидентності чи суміжності. Так сума елеметів j – того сто-
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впчика матриці інцидентності неорієнтованого графа дорівнює 

степені вершини vj. Має місце формула: ( ) .
1
∑
=
ξ=ρ

m

i
ijjv  

З іншого боку степінь вершини можна визначити через еле-

менти матриці суміжності: ( ) ∑∑
==
δ=δ=ρ

n

j
ij

n

i
ijjv

11
. 

Кількість ребер неорієнтованого графа дорівнює:  

( ) ∑ ∑∑∑∑
= =

≥
===














ξ=δ=δ=ρ=

n

k

m

j
kj

n

kj
k

ij

n

jk
ij

n

k
kvm

1 111,1 2
1

2
1

2
1 . 

Для прикладу побудуємо матриці інцидентності та суміжно-
сті для графа,  зображеного на Рис.20. 

v1 v2 v3 v4 v5  
 e1 1 1 0 0 0  
 e2 1 0 1 0 0  

Ξ= e3 0 0 1 1 0  
 e4 0 0 1 1 0 
 e5 0 0 0 1 1 
 e6 1 0 0 0 1  
 e7 0 2 0 0 0  
  ( ) 31 =ρ v

 
( ) 32 =ρ v

 
( ) 33 =ρ v

 
( ) 34 =ρ v

 
( ) 25 =ρ v

 
( )∑

=

=ρ=
n

k
kvm

1
7

2
1  

v1 v2 v3 v4 v5  
 v1 0 1 1 0 1 ( ) 31 =ρ v  
 v2 1 2 0 0 0 ( ) 32 =ρ v  

∆= v3 1 0 0 2 0 ( ) 33 =ρ v  
 v4 0 0 2 0 1 ( ) 34 =ρ v  
 v5 1 0 0 1 0 ( ) 25 =ρ v  
  ( ) 31 =ρ v

 
( ) 32 =ρ v

 
( ) 33 =ρ v

 
( ) 34 =ρ v

 
( ) 25 =ρ v

 
( )∑

=

=ρ=
n

k
kvm

1
7

2
1  
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15.5 Дії над графами.   

З графами або з їхніми частинами можна виконувати певні 
операції, які спираються на поняття теорії множин. 

Нехай є граф ( ) mEnVEVG == ,,,  і деякі його підграфи 

( ) 111111 ,,, mEpVEVG ==   та ( ) 222222 ,,, mEqVEVG == . 

Означення 15.14  Доповненням 1G  частини 1G  графа 
( )EVG , називається граф, який складається з усіх ребер графа G, 

що не належать частині 1G , тобто 11 \ GGG = . 
Означення 15.15 Перетином 21 GG   підграфів ( )111 , EVG  

та ( )222 , EVG   називається граф, що складається з усіх ребер і ве-
ршин, які належать до кожної з частин одночасно. 

Означення 15.16 Об’єднанням 21 GG   підграфів ( )111 , EVG  
та ( )222 , EVG  називається граф, множини вершин і ребер якого є 
об’єднанням множин вершин і ребер кожного з графів. 

Означення 15.17 Симетричною різницею 21 GG ∆  підграфів 
( )111 , EVG  та ( )222 , EVG   називається граф, множини вершин і ре-

бер якого є об’єднанням множин вершин і ребер кожного з гра-
фів, за винятком вершини і ребер перетину цих підграфів. 

Означення 15.18 Сумою 21 GG +  підграфів ( )111 , EVG  та 
( )222 , EVG   називається граф, що є об’єднанням симетричної різ-

ниці цих підграфів, у якій кожну вершину графа G1 з’єднано з 
кожною вершиною графа G2, з перетином цих підграфів. 

Розглянемо матричне представлення цих операцій. 
Так як VVV ⊆21, , то можна ввести двійкові коди для носіїв 

підграфів, тобто двійковий вектор ( )k
n

kk
k ssss ,...,, 21= , де 

2,1,
,1
,0

=




∈
∉

= k
Gv
Gv

s
ki

ki
i . 

 Зрозуміло, що код носія графа ( )EVG ,  є вектор довжини  n, 
усі компоненти якого дорівнюють одиниці. 
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Позначимо матрицю графа ( )EVG ,  ( ) ( )
njiijaGA

,1, =
= і мат-

риці підграфів ( )111 , EVG  та ( )222 , EVG  відповідно ( )1GA  і ( )2GA . 
Матрці ( ) 2,1, =kGA k  є мінорами матриці ( )GA , які отримуються 
викреслюванням з ( )GA тих стовпчиків і рядків, що відповідають 
нульовим компонентам двійкового кода підграфа 2,1, =kGk . 

Для побудови матриць графів, що отримуються в результаті 
операцій над ними, скористаємось теоремою Стоуна про ізомор-
фізм алгебр Кантора  та булевої алгебри двійкових векторів. А 
саме:  SssGG =∨⇔ 2121  - це двійковий код об’єднання 
підграфів, у якому одиничні значення компонент вказують на ве-
ршини, що входять до графа об’єднання. Так як матриці 
неорієнтованих графів симетричні, то досить відслідковувати пе-
ретворення векторів лише за одним індексом i або j.  

Аналогічно 

 SssGG =∧⇔ 2121 , ∆=⊕⇔∆ SssGG 2121 , 11 sG ⇔ . 
Зрозуміло, що визначивши двійковий код результату тієї чи 

іншої операції, легко отримати матрицю графа, що є результатом 
застосованої операції. 

Наприклад, для операції об’днання матриця матиме вигляд: 

( ) ( )
njiijCGGA

,1,21 =
= , де 





=
=

=
1,

0,0

iij

i
ij sa

s
C , is  компоненти век-

тора S . 
Матриця суми будується наступним чином:   

( ) +=∧∨⊕⇔∆=+ SssssGGGGGG 2121212121   
визначаються вершини, що належать сумі графів. Нехай вектор 

Sss =∧ 21   має q ненульових компонент. Тоді матриця суми 

графів визначається формулою:  ( ) ( )
njiijCGGA

,1,21 =
=+ , де 
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( ) ( )
( ) ( )








−≤≤≤≤+−∨≤≤+−−≤≤≠

≤≤+−∨−≤≤≠
≤≤==

=

qpi,miqpmjqp,qpi,ss,

mj,iqpqpj,i,ss,a
qj,i,ss,a

C

ii

iiij

iiij

ij

11111

11
11

21

21

21

 
На Рис. 27 зображено приклад суми графів. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Означення 15.19 Добутком графів G1 та G2 )( 21 GG ×    нази-

вається граф, множини вершин і ребер якого є декартовими добу-
тками, множин вершин і множин ребер, відповідно, кожного з 
графів. На рисунку 28 зображено приклад декартового добутку 
графів. 

 
 
 
 
 

 
 

 

Контрольні запитання 
 

• Що таке граф? 
• Які існують основні типи графів? 

Рис. 27 

Рис. 28 
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Рис. 29 

• Як визначаються відношення інцидентності та суміжності 
на графах? 

• Як визначається матриця інцидентності? 
• Як визначається матриця суміжності? 
• Як визначається степінь вершини графа?  
• Як визначається зважений граф? 
• Які графи називаються ізоморфними? 
• За якими ознаками можна класифікувати графи? 

16.1 Маршрути, ланцюги та цикли.    

Нехай G – неорієнтований граф. 
Означення 16.1 Маршрутом в G називається скінчена або 

нескінчена послідовність 
ребер, кожна послідовна 
пара яких має спільну ін-
цидентну вершину. Одне й 
те саме ребро може зустрі-
чатися кілька разів. Кіль-
кість ребер маршрута на-
зивається його довжиною. 

Довільний скінчений 
маршрут має перше й 
останнє ребро, початкову 
та кінцеву вершини.  Роз-
глянемо для прикладу 
граф, що зображений на Рис.29. Послідовність ребер (е2, е5, е9, е7, 
е6, е5, е1) являє собою маршрут довжиною 7. 

Якщо маршрут скінчений (е0, е1, …, еn) i v0=vn,  то маршрут 
називається замкненим або циклічним. Наприклад, маршрут (е2, 
е3, е4, е10) циклічний (Рис.29).  

§ 16. Маршрути, ланцюги та цикли. Зв’язність. Метрика 
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Означення 16.22 Маршрут називається ланцюгом, якщо 
кожне ребро в ньому зустрічається не більше одного разу, та про-
стим ланцюгом, якщо довільна вершина G інцидента не більше 
ніж двом ребрам. Маршрут називається циклічним, якщо його по-
чаткова та кінцева вершини співпадають. 

Наприклад, маршрут (е2, е3, е4, е5, е6, е7, е8) є ланцюг, але не 
простий, бо вершини v2 та v5 інцидентні більше ніж двом ребрам. 
Приклад простого ланцюга: (е3, е4, е5) (Рис.29). 

Означення 16.3  Циклічний маршрут, що є ланцюгом, нази-
вається циклом. Якщо він - простий ланцюг, то простим циклом. 

Приклад циклу нами вже наведено, але  це не простий цикл. 
Простих циклів у графі, зображеному на Рис. 29, чотири. Серед 
них: (е2, е3, е4), (е6, е7, е8), (е8, е9). 

16.2 Зв’язність. 

Означення 16.4 Вершини Gvv ∈′′′,  називаються зв’язаними, 
якщо існує маршрут з початком у вершині 'v та кінцем у "v .  

Якщо вершина ізольована, то вона зв’язана сама з собою. 
Для довільних двох зв’язаних вершин існує простий ланцюг, 

яких їх з’єднує. Дійсно, нехай вершина v інцидентна більше ніж 
двом ребрам маршрута М = ( neee ,...,, 10 ), який з'єднує вершини 

".,' vv  Нехай еi – перше з цих ребер, а еj – останнє 1( +> ij ). Тоді 
з маршрута можна виключити ребра 11,..., −+ ji ee .Одержимо мар-

шрут, де вершина v інцидентна тільки двом ребрам. Якщо одер-
жаний маршрут не є простим ланцюгом, то розглянуту процедуру 
необхідно зробити з кожною вершиною, що інцидентна більше 
ніж двом ребрам. Після цього маршрут стане простим ланцюгом. 

Таким чином, на множині вершин довільного графа можна 
ввести відношення зв’язності. 

Теорема 16.1 Відношення зв’язності є еквівалентністю. 
Доведення. Рефлексивність. Якщо вершина ізольована, то 

вона зв’язана сама з собою (за означенням). Якщо вершина 'v  
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Рис. 30 

зв’язана з "v , то вершина 'v  зв’язана сама з собою. Нехай марш-
рут (е1,...,еn ) – зв’язує 'v  та, "v , тоді маршрут (е1, …, еn, en-1, …, 
e1) – є циклічним, отже, зв’язує 'v  з собою. 

Симетричність. Якщо v зв’язана з 'v , то той же маршрут, 
пройдений у зворотньому порядку, зв’яже  'v  з  v. 

Транзитивність. Якщо 'v  зв’язана з "v , та "v  зв’язана з v ′′′ , 
тобто існують маршрути M'(e1,…, en)  та M''(e1, … ,ep), що 
зв’язують 'v  з "v  та  "v  з v ′′′  відповідно, маршрут M (e'1, …, e'n, 
e''1 , …,e''p)  зв’язує  'v  з v ′′′ . Теорему доведено.∇ 

Наслідком теореми 1 є існуваня розбиття вершин графа на 
неперетинні підмножини  Vi  і граф представляється у вигляді 

)( iVGG = , де G(Vi) – зв’язний підграф або компонента 
зв’язності.  

Якщо граф складається з однієї компоненти, то його нази-
вають зв’язним. 

Розглянемо процедуру визначення зв’язності графа та кіль-
кості його зв’язних компонент. 

Позначимо S=(sij) – матрицею суміжності графа G, елементи 
якої визначаються таким чи-
ном: sij=0, якщо вершини vi  та 
vj не суміжні, sij= ідентифіка-
тор ребра, що з’єднує верши-
ни vi  та vj. 

Теорема 16.2 Елемент 
матриці  Sn являє собою мно-
жину ланцюгів довжини n, що 
з’єднують вершини vi  та  vj. 

При піднесенні до n-того 
степеня матриці S операція 
добутку елементів матриці 
полягає в дописуванні право-
руч до ідентифікатора, що ві-
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дповідає  i-тому рядку, ідентифікатор, що відповідає  j-тому сто-
впчику, а операція суми – полягає в об’єднанні слів, що одержані 
в результаті такого «множення».   

Доведення теореми 16.2 проводити не будемо, але розгля-
немо приклад, який дає ілюстрацію його. Розглянемо неорієнто-
ваний граф Петeрсена (Рис.30). Матриця суміжності S визначає 
розподіл ребер (ланцюгів одиничної довжини). Для визначення 
ланцюгів довжини 2 необхідно піднести матрицю S до квадрату. 
Матриці  S та S2 наведено нижче. 

 

 
Додаючи матриці S та S2, бачимо, що в матриці сумі відсутні 

нульові елементи. Отже, між кожною вершиною графа Петерсена 
існують ланцюги довжини 1 або 2, тобто граф зв’язний.  

Означення 16.5  Матриця А називається блочною або k–
клітковою, якщо її можна привести до вигляду: 
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де матриці  Ai (i=1, … , k),   не містять ні одного нульового елеме-
нта (окрім, може бути, діагональних). 

Теорема 16.3  (Без доведення). Граф G складається з k ком-
понент зв’язності тоді і тільки тоді, коли його матриця досяжно-
сті D(G) k-кліткoва. Матриця досяжності  визначається за фор-

мулою: ( ) ( )
( )
∑
=

=
Gd

i

i GSGD
1

, де S(G)–матриця суміжності, ( )Gd  - ді-

аметр графа (означення діаметра графа наведено у 16.4). 
Означення 16.5  Найменша кількість вершин k(G), вида-

лення яких робить граф незв’язним або тривіальним  (таким, що 
має одну вершину), називається зв’язністю графа. 

З цього означення випливає, що довільний незв’язний граф 
має зв’язність k(G)=0. Повний граф Kn стає тривіальним, якщо 
видалити n–1 вершин і тому  k(Kn) = n-1. Якщо  ,)( nGk ≥  то граф 
називається  n-зв’язним. 

Позначатимемо GvvSG ii ∈=δ ),(min)( – мінімальний сте-
пінь вершин графа. 

Означення 16.6  Число λ(G) називається реберною 
зв’язністю графа і дорівнює найменшій кількості ребер, видален-
ня яких приводить до незв’язного графа. 

Незв’язний граф - λ(G)=0. 
Для довільного графа G мають місце нерівності 

).()()( GGGk δ≤λ≤  

16.3 Теорема Менгера. Розріз. 

Важливим питанням у дослідженні графів є таке: наскільки 
сильна зв’язність графа? Це питання можна поставити й так: скі-
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льки ребер необхідно вилучити з графа, щоб він втратив 
зв’язність? 

Наступні означення та теореми дають опис понять, 
пов’язаних з цим питанням. 

Означення 16.7 Прості ланцюги називаються реберно непе-
ретинними, якщо ніякі два з них не мають спільного ребра. Якщо 
такі ланцюги не мають спільних вершин, то вони називаються ве-
ршинно неперетинними. 

Нехай – зв’язний граф  та u,v його вершини. 
Означення 16.8 Множина ребер Е називається u,v – розді-

ляючою в G, якщо довільний простий ланцюг включає ребро з E. 
Означення 16.9 Множина вершин графа V, яка не містить в 

собi u,v   називається u,v–відокремлюючою, якщо довільний зви-
чайний ланцюг з u до v проходить через вершину з множини V. 

Якщо  kE = , то кількість реберно неперетинних звичайних 
ланцюгів з u до v не перевищує k. 

Нижче наведемо декілька теорем (без доведення), які харак-
теризують степінь зв’язності графа. 

Теорема 16.4 Максимальна кількість реберно неперетинних 
простих ланцюгів з u до v дорівнює мінімальній кількості ребер в 
u,v - розділяючій множині. 

Теорема 16.5 Максимальна кількість  вершинно неперетин-
них простих ланцюгів з u до v дорівнює мінімальній кількості ве-
ршин в u,v – відокремлюючий множині. 

Теорема 16.6 (Менгера). Для довільних двох множин вер-
шин αV  та   βV  найбільша кількість неперетинних ланцюгів, що 

з’єднують αV  та βV  дорівнює найменшій кількості вершин, відо-

кремлюючих αV  та βV .  

Означення 16.10 Відокремлюючою множиною зв’язного 
графа G –називається така множина ребер, вилучення  яких з G 
робить його незв’язним. 
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Означення 16.11 Розрізом називається мінімальна відокре-
млююча множина в графі G, яка не має власної відокремлюючої 
підмножини. Розріз, що містить одне ребро називається мостом. 

Розглянемо граф, що зображено на Рис.29. Для вершин 3 та 
6  цього  графа матимемо: {3,6} - розділяючою множиною буде, 
наприклад, {e2 ,e4}; {3,6}-відкремлюючою множиною буде {2,5}; 
вікремлюючою множиною графа буде множина ребер {e7,e6,e5}; 
розрізом-{e2,e3}; мостом –{e5}. 

16.4 Метрика. 

Означення 16.12 Метричним простором називається мно-
жина М деяких елементів з заданою на ній числовою функцією 

),",'()",'( Mvvvvd ∈∀  яка задовольняє наступним аксіомам: 
1) 0)",'( ≥vvd , причому  0)",'( =vvd  тоді і тільки тоді, 

коли ;"' vv =  
2) );',"()",'( vvdvvd =  
3) )''','()''',"()",'( vvdvvdvvd ≥+  - нерівність трикутника. 
Функція )",'( vvd називається метрикою. 
Нехай G – зв’язний неорієнтований граф, v' та v''– довільні 

його дві вершини, тоді існує  (e1, …,en)  – простий ланцюг, що 
зв’язує  v' та v''. 

Означення 16.13  Довжина мінімального ланцюга, який 
зв’язує v' та v'' називається відстанню між v' та v''. Позначимо від-
стань між v' та v''  –  )",'( vvd . 

Зрозуміло, що  0)",'( =vvd , якщо "' vv =  і 0)",'( >vvd , якщо  
"' vv ≠ . Крім того,  ),()",'( vvdvvd ′′′= . 
Нехай  M'(v',v'')  та  M''(v'',v''')  мінімальні прості ланцюги, 

тоді M(e'1, …,e'p,e''1, …, e''p) зв’язує (v',v'''), його довжина 
)''',"()",'( vvdvvd + , якщо це не простий ланцюг, то  існує більш 

короткий маршрут M . Отже, )''','()''',"()",'( vvdvvdvvd ≥+ . Та-
ким чином відстань )",'( vvd  на грaфі має всі властивості метри-
ки, тобто граф можна розглядати як метричний простір. 
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Означення 16.14 Нехай G скінчений неорієнтований 
зв’язний граф. Діаметром  графа G називається число 

).'','(max)(
'','

vvdGd
Gvv ∈

=  

Найкоротші прості ланцюги, що зв’язують v' та v'' з макси-
мальною відстанню між ними, називаються діаметральними лан-
цюгами. 

Означення 16.15  Нехай Gv∈ довільна фіксована вершина. 
Максимальним віддаленням (або ексцентриситетом) вершини v 
в графі G називається величина  )',(max)(

'
vvdvr

Gv∈
= . 

Означення 16.16    Величина )'(min)(
'

vrGr
Gv∈

=  називається 

радіусом графа. Вершина v називається центром графа G, якщо 
максимальне віддалення від неї дорівнює  r(G). Найкоротший 
простий ланцюг від центру до максимально віддаленої вершини 
називається радіальним ланцюгом. 

Центр не обов’язково єдиний. Для графа, зображеного на 
Рис.29, метричні характеристики такі: d(G)=3,  r(G)=2, граф має 
два центри, це вершини 2 та 5. 

Контрольні запитання 

• Що таке маршрут на графі? 
• Який маршрут називається ланцюгом, циклом, простим ла-

нцюгом? 
• Як визначаються відношення зв’язності на графах? 
• Як визначається матриця досяжності? 
• Як визначається розріз?  
• Що таке міст? 
• Як визначається відстань на графах? 
• Як визначається метрика на графі? 
• Як визначається діаметр графа?  
• Як визначається радіус та центр графа?  
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Рис. 31 

§ 17. Ейлерові та гамільтонові графи. Цикломатика графа. 

17.1 Розбиття ребер. Ейлерові графи.   

Розглянемо  задачу про розбиття ребер графа на найменшу 
кількість підмножин, що не перетинаються, кожна з яких  є або 
ланцюгом, або циклом. Розбиття такого типу будемо називати 
реберними відокремленнями, а розбиття, що складаються з най-
меншої кількості ланцюгів та циклів – мінімальними реберними 
відокремленнями. Про мінімальне реберне відокремлення будемо 
казати, що воно покриває граф. 

Кожне ребро графа являє собою ланцюг, а у випадку петлі 
цикл. Отже, реберне відокремлення існує у кожному скінченому 
графі. Крім того, так як графи скінчені, то завжди існує мінімаль-
не реберне відокремлення, тобто покриття графа. Мінімальне ре-
берне відокремлення для незв’язного графа одержується 
об’єднанням мінімальних реберних відокремлень кожної компо-
ненти зв’язності, отже, надалі будемо розглядати тільки од-
нозв’язні графи. 

На Рис. 31 представлено приклад графа і його реберного ві-
докремлення. 

Серед графів важливе місце 
займають такі реберні відокрем-
лення, в яких є єдиний ланцюг або 
цикл, тобто графи, сукупність ре-
бер  яких утворює ланцюг або 
цикл. 

Означення 17.1. Граф нази-
вається унікурсальним, якщо його 
реберне відокремлення являє со-
бою єдиний ланцюг або цикл. 

В унікурсальному графі існує 
можливість неперервного руху вздовж усіх ребер без повторного 
проходження якогось ребра. 
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Відмітимо, що властивості мінімальних реберних відокрем-
лень суттєво залежать від наявності в графі вершин непарного 
степеня. 

Означення 17.2 Граф називається ейлеровим, якщо всі його 
вершини мають парний степінь. 

Теорема 17.1 Якщо   G = <V,U> - зв’язний ейлеровий граф, 
то U - цикл, який утворює єдине мінімальне реберне відокрем-
лення, що покриває граф G. 

Доведення. Якщо граф G містить петлі, то вилучимо їх і  
розглянемо новий граф, всі вершини якого мають парний степінь.  

Почнемо рухатись з довільної вершини v1 вздовж деякого 
ребра до другої вершини v2. Вершина  має парний степінь, отже, 
інцидентна, якнайменше, іншому ребру, вздовж якого продовжи-
мо рух до вершини v3. Продовжуючи цей процес обходу, ми дій-
демо до вершини vn=v1, бо парність всіх вершин гарантує можли-
вість покинути вершину  вздовж ребра, відмінного від того, 
вздовж якого до цієї вершини ми прийшли. Отже, ребра, які 
пройдені таким чином, утворюють цикл. Якщо при цьому 
з’ясовується, що пройдено всі ребра, то теорему доведено.  

Якщо ж ще не всі ребра пройдено, то вилучимо з графа 
цикл, який вже пройдено, і застосуємо описану процедуру до під-
графа, що залишився. Кожна вершина цього підграфа має парний 
степінь, отже, прийдемо до побудови ще одного циклу. Якщо ре-
бер більше немає, то теорему доведено, якщо ж ще не всі ребра 
пройдено, то продовжимо описану процедура доти, доки ребра не 
скінчаться. Так як граф скінчений, то ця процедура на якомусь 
кроці приведе до того, що ребер не залишиться.  

Множина циклів разом з початковими петлями, яку одер-
жимо, і є реберним відокремленням графа G. А так, як граф 
зв’язний, то об’єднання всіх циклів знову є циклом. ∇ 

Означення 17.3 Цикл, який покриває граф, називається ей-
леревим. 
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Згідно з теоремою 1, кожний зв’язний ейлеровий граф, має 
ейлеровий цикл. Вірне й обернене твердження. Граф, який має 
ейлеровий цикл, є ейлеревим зв’язним графом.  

Мають місце наступні факти. 
Теорема 17.2 (Без доведення). Якщо зв’язний граф  має 2n 

вершин непарного степеня, де  1≥n , то довільне мінімальне ре-
берне відокремлення графа складається з ланцюгів, кожний з 
яких з’єднує дві вершини непарного степеня. 

Теорема 17.3 (Без доведення). Зв’язний граф є унікурсаль-
ним тоді і тільки тоді, ко-
ли він має 0 або 2 верши-
ни непарного степеня. В 
першому випадку він по-
кривається циклом, в 
другому – ланцюгом, 
який з’єднує вершини не-
парного степеня. 

Класичним прикла-
дом, що має відношення 
до унікурсальних графів, 
є задача про Кенігсберзь-
кі мости. Задача полягала 
в тому, щоб дати відпо-
відь на питання: чи мож-
на виїхавши з деякої точ-
ки міста, пройти кожен з 
мостів по одному разу та 
повернутися в початкову  
точку? (Рис.32). Цю зада-
чу сформулював Л.Ейлер 
у 1736 р. у вигляді: 
“з’ясувати, чи існує непе-
рервний маршрут, який проходить по кожному з мостів точно 

Рис. 32 

Рис. 33 



121 
 

один раз”. Граф цієї задачі зображено на Рис. 33. Задача про мос-
ти еквівалентна питанню: чи є цей граф унікурсальним? 

 Так як він має всі чотири вершини непарного степеня, то 
він не є унікурсальним. Згідно з теоремою 2, потрібно, принайм-
ні, два ланцюги, щоб покрити цей граф. 

Наведемо метод побудови ейлеревого ланцюга у даному ей-
леревому графі, який носить назву алгоритм Фльорі. Він поля-
гає у виконанні наступної процедури, яка завжди є можливою і 
приводить до побудови ейлеревого ланцюга.  
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

 

Рис. 28 

Рис. 34 
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Виходячи з довільної вершини графа, виконуємо обхід вер-
шин, дотримуючись наступних правил: 

1) витираємо ребра після їх проходження, а також ізольо-
вані вершини, що при цьому утворюються; 

2) на кожному етапі проходимо по мосту тільки тоді, ко-
ли немає інших можливостей. 

На Рис. 34 наведено побудову ейлеревого ланцюга методом 
Фльорі. Рух починається з вершини з номером 1 (на кожному 
етапі вершини, через які ми проходимо виділені). Отже, на пер-
шому етапі викреслюється ребро (1,2), ІІ етап – викреслюється 
ребро (2,4), ІІІ етап – ребро (4,5), IV етап – ребро (5,2), V етап – 
ребро (2,3) далі, очевидно, рух продовжуємо по мостах (3,4), 
(4,1), (1,5). Таким чином одержимо ейлерів ланцюг з початком у 
вершині 1 і кінцем у вершині 5. Цей граф є напівейлеровий. 

17.2 Гамільтонові графи.   

Поряд із задачею про визначення унікурсальності графа, 
важливою є задача, яку можна сформулювати так: знайти при 
яких умовах скінчений граф містить ланцюг або цикл, що прохо-
дить через всі вершини. 

Якщо такий ланцюг чи цикл існують, то вони називаються 
гамільтоновим ланцюгом або гамільтоновим циклом. 

Означення 17.4  Простий цикл називається гамільтоновим, 
якщо він проходить через кожну вершину графа. Граф, що міс-
тить такий цикл називається гамільтоновим.  

Якщо граф має гамільтонів цикл, то він має і гамільтонів 
ланцюг, але оберне твердження, взагалі кажучи, невірне. Напри-
клад, дводольний граф, тобто граф, носій якого розбито на дві 
підмножини попарно несуміжних вершин, має кілька гамільтоно-
вих ланцюгів, але не має гамільтонового циклу. 

Повний граф, очевидно, містить гамільтонів цикл, причому 
не один. У загальному випадку задача про відшукання гамільто-
ніових ланцюгів та гамільтонових циклів є досить складною. Не-
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має ефективної процедури знаходження гамільтонова ланцюга в 
довільному графі. 

До питань, пов’язаних з 
гамільтоновими графами, при-
водять деякі цікаві задачі. Се-
ред них: задача про вихід з ла-
біринту; задача про комівоя-
жера, задача Гамільтона про 
знаходження гамільтонового 
циклу в графі, що визначаєть-
ся вершинами та ребрами пра-
вильного багатогранника, до-
декаедра (Рис. 35). 

Нижче наведено (без 
доведення) достатні умови 
гамільтоновості графа. 

Теорема 17.4 (Дірак). Якщо 3),,( ≥VUVG  зв’язний граф та 

степінь кожної вершини ,
2
1)(: 



≥ρ∈ vvVv ii  то граф є гамільто-

новим. 
Теорема 17.5 (Оре). (Без доведення). Якщо у графі 

3),,( ≥= nVUVG  сума степенів довільних двох вершин не мен-
ше ніж n, то граф є гамільтоновим. 

17.3 Цикломатика.   

Для дослідження циклів у графі використовують циклома-
тичну матрицю C(G)=[Cij], яка визначається за правилом







∉

∈
=

ij

ij
ij Ze

Ze
C

,0

,1
, де  ej ребро, Zi -  цикл. 

Кожному циклу відповідає вектор-рядок матриці. Множина 
всіх векторів-рядків матриці C(G), кожний з яких відповідає де-

Рис. 35 
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Рис. 36 

якому циклу, утворює векторний простір, який називається прос-
тором циклів графа G. 

Для довільних двох циклів графа мають місце умови: 
1. )(0),( GCZZZZGCZZ jijiji ∈⊕⇒≠∩∈  

2. ijji ZZZZ ⊕=⊕      

3. ( ) ( )kjikji ZZZZZZ ⊕⊕=⊕⊕ . 

Крім того, у лінійному просторі C(G) можна ввести скаляр-
ний добуток: 

jkik

m

k
ji zzZZ ⊕

=
=

1
, . 

Означення 17.5  Базисом векторного простору називається 
довільна мінімальна система лі-
нійно незалежних векторів, яка 
породжує цей простір. 

Базис циклів графа G – ба-
зис простору G, що складається з 
простих циклів. 

Вектор Z залежить від прос-
тих циклів, якщо він представля-

ється у вигляді i
n

i
ZZ

1=
⊕= Довіль-

ний вектор-цикл графа може бу-
ти представленим у вигляді лінійної комбінації базисних векто-
рів-циклів. Розглянемо, наприклад, цикломатичну матрицю для 
графа, зображеного на Рис. 36.                             

Базисом простору циклів даного графа можна вважати сис-
тему векторів Z1, Z2, Z3. Можна переконатись, що всі інші цикли 
цього графа представляються як лінійні комбінації базисних век-
торів.  

521,4321 ZZZZZZZ =⊕=⊕⊕ , ., 632731 ZZZZZZ =⊕=⊕  

Цикломатична матриця має вигляд: 
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Означення 17.6.  Деревом на-
зивається зв’язний граф, що не міс-
тить ні одного циклу. 

Означення 17.7 Остовним пі-
дграфом графа називається підграф, 
який містить всі вершини. Остовом 
називається остовний підграф, що є 
деревом. На  Рис. 37 представлено 
остов графа, зображеного на Рис. 
36. Хордою остова в графі G нази-
вається довільне ребро, що не на-
лежить остову.  

Довільний підграф, що складається з остова та ребра, що 
йому не належить, має точно один цикл. 

Означення 17.8 Число v(G), яке дорівнює кількості хорд 
довільного остова графа G, називається цикломатичним числом 
графа G. Якщо у зв’язному графі   mEnV == , , то v(G)= m-n+1.  
Якщо граф має k-компонент зв’язності, то v(G)= m-n+k 

Теорема 17.6  (Ейлера). Кількість базисних циклів графа 
дорівнює його цикломатичному числу  v(G). 

Означення 17.9 Базисною системою циклів для даного 
остова D графа G називається множина всіх циклів, кожний з 
яких містить тільки одну хорду з остовa D. 

Рис. 37 
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Будь-яке ребро базисного циклу є хордою. Виконуючи 
12 −ν−ν  раз операцію додавання за модулем 2 над базисними 

циклами, отримуємо всю множину циклів цього простору.  
Базисною цикломатичною матрицею графа G  називається 

матриця [ ]ijz=Ζ , що складається з ( )Gv  рядків і m  стовпців. 

Елемент цикломатичної матриці 1=ijz , якщо ребро ja  належить 

циклу iZ , і дорівнює 0 в іншому випадку. Припустимо, що сис-
тема незалежних циклів породжена деяким остовом D  графа G . 
Тоді, якщо ребра, які не належать остову D , послідовно прону-
мерувати від 1 до ( )Gv , а ребра остова D  від ( ) 1+Gv  до m , то ма-
триця циклів Z  матиме вигляд ( )1+ν= ZIZ , де I  - одинична мат-
риця розміру ν×v , а 1+νZ  -  матриця остову розміру ( )ν−× mv . 
Вертикальна риска означає, що до матриці I  дописано зліва мат-
рицю 1+νZ . 

У розглянутому прикладі базисна цикломатична матриця 
має три рядки. Нижче наведено матрицю, яка має чотири рядки.  

 
                   ХОРДИ                                       ОСТОВ 
У четвертому рядку отримуються інші, не базисні, цикли у 

резльтаті логічного додавання різних комбінацій перших трьох 
рядків, зокрема тут наведено логічну суму першого і третього ба-
зисних циклів. 

17.4 Алгоритм визначення базисної цикломатичної матриці. 

Нехай цикломатичне число графа G  дорівнює ( )Gν . 
1. Підносимо матрицю суміжності до степеня n. Клітинки 

головної діагоналі отриманої матриці будуть непорожніми. Вони 
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містять усі цикли довжини n даного графа. Можливі наступні ва-
ріанти: 

а)  різних, тобто незалежних, циклів довжини n більше ніж 
( )Gν , тоді, вибираючи довільні ( )Gν  циклів, отримаємо базисну 

цикломатичну матрицю, що завершує роботу алгоритму;  
б)  різних, тобто незалежних, циклів довжини n менше ніж 

( )Gν , наприклад, ( )Gk ν<1 ,  усі ці цикли довжини n утворюють 
перші 1k  рядків базисної цикломатичної  матриці. 

2. Підносимо матрицю суміжності до степеня n+1. Клі-
тинки головної діагоналі отриманої матриці містять усі цикли до-
вжини n+1  даного графа. Можливі наступні варіанти: 

а)  різних циклів довжини n+1  більше ніж ( ) 1kG −ν , тоді, 
вибираючи довільні ( ) 1kG −ν  циклів, отримаємо базисну цикло-
матичну матрицю, що завершує роботу алгоритму; 

б)  різних циклів довжини n+1 менше ніж ( ) 1kG −ν , напри-
клад, ( ) 12 kGk −ν< , усі ці цикли утворюють наступні 2k  рядків 
базисної цикломатичної  матриці. 

Розпочинається  процедура з n=3. Так як ( )Gν  скінчене чис-
ло, то через скінчену кількість s  кроків процедура  завершиться, 
тобто коли буде виконано умову ( )Gkkk s ν≥+++ 21 .  

Зауваження 17.1 Якщо виконуються умови ейлеровості 
зв’язного графа, тобто усі вершини мають парний степінь, то у 
разі, коли кількість ребер графа дорівнює m, ейлерів цикл, який 
покриває граф, буде виписано на головній діагоналі m-ого степе-
ня матриці суміжності.  Також ейлеровий цикл можна отримати, 
виконуючи операцію складання за модулем 2 над базисними цик-
лами. При цьому треба врахувати, що усі компоненти вектора, що 
відповідає ейлеревому циклу, дорівнюють одиниці. 

Зауваження 17.2  Якщо граф напівейлеровий, тобто усі ве-
ршини, окрім двох, мають парний степінь, то, у разі коли кіль-
кість ребер графа дорівнює m, ейлерів ланцюг між вершинами з 
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непарними степенями, який покриває граф, буде виписано у клі-
тинках m-ого степеня матриці суміжності, які відповідають вер-
шинам із непарними степенями.   

Зауваження 17.3 Якщо граф гамільтонів, тобто існує прос-
тий цикл, що прходить через усі вершини, то у разі, коли кіль-
кість вершин графа дорівнює n, гамільтоновий цикл буде виписа-
но на головній діагоналі n -ого степеня матриці суміжності.  Та-
кож гамільтоновий цикл можна отримати, виконуючи операцію 
складання за модулем 2 над базисними циклами. При цьому  га-
мільтоновий цикл це є підграф, матриця суміжності якого в кож-
ному стовпчику і рядку має тільки по два ненульових елементи. 

17.5 Алгоритм пошуку гамільтонового шляху, циклу. 

Нехай граф має n вершин. Обчислюємо степіь 1−nS матриці 
суміжності. Переглядаються елементи клітинок матриці jisij <, . 

У клітинці ijs  виписано усі шляхи з вершини iv  до вершини jv  

довжини 1−n . Якщо шлях не проходить через усі вершини, його 
необхідно видалити з клітинки. Для цього можна використати на-
ступну властивість: якщо шлях не проходить через усі вершини, 
то він обов’язково має хоча б один цикл. Отже, для підграфа, 
утвореного шляхом довжини 1−n , необхідно обчислити цикло-
матичне число. Якщо воно не дорівнює нулю, то такий шлях не 
може бути гамільтоновим і видаляється з клітинки ijs . Після такої 

процедури перевірки шляхи, що залишуться, є гамільтоновими. 
Можливий випадок, коли усі клітинки виявляться порожніми. Це 
означатиме, що граф не має гамільтонового шляху. 

Для відшукання гамільтонових циклів можна застосувати 
таку ж процедуру для матриці nS  і її діагональних клітинок. 

17.6 Матриця розрізів. Базисна матриця розрізів. 

 Розрізи і цикли грaфа мають певний зв’язок. 
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Означення 17.10 Рангом розрізу називається кількість ре-
бер в остові knG −=χ )(  де k-кількість компонент зв’язності. 

Множина розрізів, як і множина циклів, утворює лінійний 
простір відносно операції логічного додавання. 

Можна поряд із базисною системою циклів розглядати ба-
зисну систему розрізів. 

Базисна матриця  розрізів [ ]ijr=ℜ  визначається аналогічно 

— як матриця з ( )Gχ  рядками і m  стовпцями, де 1=ijr , якщо ре-

бро ja  належить розрізу iR , і 0 в іншому випадку. При тій же са-

мій нумерації ребер, що і вище, матриця ℜ  має вигляд 
( )Im χ−ℜ=ℜ , де I  - одинична матриця розміру χ×χ , а 1+χℜ  -  

матриця хорд розміру ( )χ−× mm . 
 Базисну матрицю розрізів будують таким чином. Вилуча-

ється ребро остова. Множина вершин при цьому розпадеться на 
дві неперетинні підмножини V1 тa V2. Множина всіх ребер у графі 
G, кожне з яких з’єднує вершину з V1 з вершиною з V2, є розрізом 
графа G. Множина всіх розрізів для кожного ребра остова є бази-
сною системою розрізів даного остова. Побудована таким чином 
базисна система розрізів графа називається спряженою з базис-
ною системою циклів для даного остова. 

 
                   ХОРДИ                                       ОСТОВ 
Наведена матриця має сім рядків. У сьомому рядку отриму-

ються інші, не базисні, розрізи, як результат логічного додавання 
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різних комбінацій перших шести рядків, зокрема тут наведено 
логічну суму першого і шостого базисних розрізів. 

 Виконуючи ( ) ( ) 12 −χ−χ GG  разів операцію логічного дода-
вання розрізів, одержимо всю множину розрізів графа.  

17.7 Алгоритм побудови базисної матриці розрізів  
спряженої з базисною системою циклів. 

Нехай визначено базисну систему циклів. Вилучення певно-
го набору хорд дає остов графа. Кожний розріз містить 
обов’язково одне ребро цього остова у сукупності з деякими хор-
дами даного графа. Кількість базисних розрізів на одиницю мен-
ше кількості ребер остова.  

1. Вилучаємо  одне з ребер остова, отримаємо 
двозв’язний граф. 

2. Знайдемо матрицю досяжності отриманого графа. Вона 
має два блоки. 

3. До отриманої матриці додаємо початкову матрицю су-
міжності графа (за умови збереження нумерації стовпчиків і ряд-
ків), тоді зовні блоків матриці досяжності з’являться ненульові 
елементи, що визначають набір хорд шуканого розрізу. Разом з 
вилученим ребром остова ці хорди утворюють розріз. 

Повторюючи цю процедуру для ( )Gχ  ребер остова, отрима-
ємо весь базисний набір розрізів, тобто побудуємо базисну мат-
рицю розрізів спряжену до базисної системи циклів даного графа. 

Нарешті, враховуючи те, що множина усіх розрізів є ліній-
ний простір,  довільний розріз графа отримується як лінійна ком-
бінація базисних розрізів, тобто логічним додаванням рядків ба-
зисної матриці розрізів. 

Теорема 17.6  Матриця фундаментальних циклів Z  і транс-
понована матриця фундаментальних розрізів ℜ′  ортогональні, 
тобто 0=ℜ′⋅Z . При множенні матриць застосовується операція 
логічного додавання. 

Доведення теореми базується на такому твердженні. 
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Теорема 17.7 ([6]) Довільний цикл та довільний простий ро-
зріз мають парну кількість (можливо нуль) спільних ребер.  

Розріз називається простим, якщо він не містить у собі під-
множини ребер, яка також є розрізом, тобто він є мінімальним. 
Базисна система розрізів графа спряжена з базисною системою 
циклів для даного остова складається тільки з простих розрізів. 
Звідси випливає, що при перемноженні матриць ℜ′⋅Z вектор-
рядок першої (деякий базисний цикл) поелементно перемножу-
ється з вектором-стовпчиком другої (деяким базисним простим 
розрізом) і при логічному додаванні отриманих добутків буде па-
рна кількість одиничних доданків, що в результаті дасть значення 
0. Отже, лінійний простір циклів ( )ZLν є ортогональним до ліній-

ного простору простих розрізів ( )ℜχL  відносно скалярного добут-
ку ⋅⋅, , тобто: 

( ) ( )ℜ∈∀ℜ∈∀==ℜ χν

=
⊕ LZLZrzZ jijkik

m

k
ji ,,0,

1
. 

Контрольні запитання 

• Що таке покриття графа? 
• Який граф називається унікурсальним? 
• Які умови унікурсальності графа? 
• Який граф називається Ейлеровим? 
• Який граф називається гамільтоновим? 
• Які умови існування гамільтонового циклу на графі? 
• Як визначається цикломатична матриця? 
• Що називається хордою графа?  
• Як визначається остов графа? 
• Як визначається цикломатичне число? 
• Як визначається базис циклів графа? 
• Як визначається базис розрізів графа? 
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§ 18. Задача комівояжера 

18.1 Задача комівояжера.  

Нехай є транспортна система, що сполучує деякі пункти пе-
вного призначення. Необхідно відвідати усі ці пункти таким чи-
ном, щоб пройдений маршрут був найкоротшим  серед усіх мож-
ливих. 

У термінах теорії графів ця задача формулюється наступним 
чином: у зваженому зв’язному графі знайти маршрут мінімальної 
ваги, що проходить через усі вершини. Можливо посилення ви-
моги щодо проходження маршруту, а саме: пройти усі пункти і 
повернутися у початковий, тобто у графі необхідно знайти цикл 
мінімальної ваги, який проходить через усі вершини. 

У такій постановці задача комівояжера має розв'язок завжди 
і називається загальною задачею комівояжера. 

 Якщо до викладених вище вимог, щодо проходження мар-
шруту, додати ще умову відвідування кожного пункту тільки 
один раз, то задача значно ускладнюється і розв'язку може не ма-
ти.  На мові теорії графів така постановка зводиться до 
відшукання у графі гамільтонового шляху або циклу мінімальної 
ваги. Ця задача називається гамільтоновою задачею комівояжера. 

18.2  Матричний метод відшукання гамільтонова лан-
цюга або циклу мінімальноїї ваги. 

Поіменуємо ребра даного графа, і побудуємо матрицю су-
міжності для нього. Згідно з зауваженням 17.3 та алгоритму 
пошуку гамільнового шляху, циклу п.17.5, шукані шляхи 
мінімальної ваги знаходяться серед елементів матриці 1−nS , а 
цикли мінімальної ваги знаходяться серед діагональних елементів 
матриці nS . На останок треба обчислити ваги отриманих шляхів 
або циклів, і вибрати серед них найменше значення.  

Розглянемо роботу алгоритма на прикладі. 
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Рис. 38 

Приклад 18.1 На зваже-
ному графі (Рис. 38) 
розв’язати гамільтонову зада-
чу комівояжера. Ваги ребер 
мають наступні значення:  

( ) 5=µ a , ( ) 6=µ b , ( ) 3=µ c , 
( ) 5=µ d , ( ) 8=µ e , ( ) 6=µ f , 

( ) 4=µ g , ( ) 5=µ h . 
Будуємо матрицю суміжності 
даного графа. Послідовно об-
числюємо степені цієї матриці 
четвертого і п’ятого порядку 
при цьому враховуємо насту-
пне: слова, в яких повторюються літери, вилучаємо з матриці; 
слова, що складаються з однакового набору літер, незалежно від 
порядку, вважаються однаковими і вносяться до матриці тільки 
один раз.  

 
Залишємо в матриці ті шляхи, що проходять через усі вершини.  

Для четвертого степеня заносимо дані у матрицю тільки для 
елементів, що стоять вище головної діагоналі. Саму діагональ не 
розглядаємо, а так як матриця симетрична, то інші елементи ни-
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жче головної діагоналі в матрицю не вносимо. Тому розглядаємо 
не саму матрицю 4S , а її певну модифікацію 4~S .Для ланцюгів 
перелічених у матриці 4~S , обчислимо ваги і визначимо шлях з 

мінімальною вагою. Усі ці дані заносимо у матрицю 4~
µS  . 

З останньої матриці видно, що розв’язком задачі є три лан-
цюги-шляхи { }bdgc , { }bhgc , { }adhc  з вагою 18. Отримали три 
максимальні ланцюги мінімальної ваги, які мають наступний ви-
гляд (Рис.39,40). 

 
   
 
 

  
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Рис. 40 

Рис. 39 
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Рис. 41 

Для п’ятого степеня заносимо дані у матрицю тільки для 
елементів, що стоять на головній діагоналі. Тому розглядаємо не 
саму матрицю 5S , а її головну діагональ 5~S . Для циклів, перелі-
чених у матрці 5~S , обчислимо ваги і визначимо цикл з мінімаль-
ною вагою. Таких циклів усього два. Отже, маємо: ( ) 26=µ achde , 
( ) 26=µ bchge . Таким чином знайдені цикли є роз’язками задачі 

(Рис. 41). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
§19. Дерева. Властивості дерев. 

19.1 Дерева. 

Означення 19.1 Деревом називається зв’язний граф, що не 
містить ні одного циклу. Незв’язний неорієнтований граф назива-
ється лісом, якщо його компоненти зв’язності є деревами. 
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Рис. 43 

Рис. 42 

Довільна частина лісу чи дерева також є лісом або деревом. 
Довільний ланцюг у такому графі – простий. 

Теорема 19.1  Граф є деревом тоді і тільки тоді, коли будь-
які дві вершини зв’язані єдиним ланцюгом. 

Доведення. Необхідність. 
Нехай граф є деревом. Припус-
тимо, від супротивного, що існу-
ють дві вершини v1, v2, які 
зв’язані двома ланцюгами l1, l2. 
Тоді ланцюг, який є об’єднанням 
ланцюгів l1, l2  (ланцюг l2 прохо-
диться в оберненому порядку, 
тобто від v2 до v1), утворює цикл. 
Прийшли до протиріччя, отже, 
довільні дві вершини дерева 
зв’язані єдиним ланцюгом. 

Достатність. Нехай довільні 
дві вершини графа зв’язані єдиним 
ланцюгом, але він не є деревом. 
Тоді в графі повинен існувати  хо-
ча б один цикл, що проходить че-
рез вершини, наприклад, v1, v2. 
Але тоді з цього циклу можна 
утворити два ланцюги, що 
з’єднують вершини v1, v2, що су-
перечить припущенню. Отже, 
граф є деревом. ∇ 

Дерево  у деякому графі бу-
дується таким чином: виберемо 
довільно вершину, наприклад, x1 i  
проведемо від неї всі ребра до ве-
ршин, що розташовані від неї на відстані 1. Від одержаної сукуп-
ності вершин проведемо всі ребра до вершин, що знаходяться на 
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відстані 2 від вершини x1 і так далі. Для вершин, що знаходяться 
на відстані 3 або більше, ребра, які утворюють цикли, не можуть 
належати дереву.  

Для прикладу розглянемо побудову дерева у дводольному 
графі (Рис. 42). Виберемо деяку вершину, наприклад 11,  i  про-
водимо від неї всі ребра до вершин 1,3,5,8, що розташовані від неї 
на відстані  1. Від одержаної сукупності вершин проведемо всі 
ребра до вершин 9,10,12,14, що знаходяться на відстані 1 від них, 
а, отже, на  відстані 2 від вершини 11. Від вершин 9,10,12,14, 
проводимо ребра до вершин 2,4,6,7.  На цьому кроці не можна 
з’єднувати вершини 8 і 12, 1 і 10, 7 і 13, бо утворюються цикли. 
Нарешті, з’єднуємо вершину 6 та 13. Ця процедура приводить до 
графа, що є деревом (Рис.43), для якого вершина 11  є кореневою.  

19.2 Орієнтовані дерева.   

Орієнтоване дерево (кореневе орієнтоване дерево) – це оріє-
нтований граф без циклів, що має тільки одну вершину, до якої 
не заходить ні одне з ребер (ця вершина називається кореневою). 
Крім того, до кожної вершини, що не є кореневою, заходить тіль-
ки одне ребро й існує шлях із кореневої вершини до довільної 
іншої вершини графа. 

Вершина v називається нащадком вершини u, якщо існує 
шлях із вершини u до вершини v. Вершина u називається в тако-
му випадку предком. Якщо довжина шляху між предком і нащад-
ком є одиниця, то для вершин, вживаються назви батько і син. 

Висотою дерева називається довжина максимального шля-
ху, що починається в кореневій вершині.  

Дерево називається впорядкованим, якщо множину синів 
кожної вершини впорядковано зліва направо. 

Дерево називається бінарним, якщо воно впорядковане і з 
кожної вершини може виходити не більше двох ребер. 

 
 



138 
 

Рис. 44 

Рис. 45 

Приклади орієнтованих дерев. 
Геніалогічні де-

рева. Будуються за 
принципом  від предка 
до нащадка. Нижче 
(Рис.44) наведено фра-
гмент генеалогічного 
дерева. 

Лінгвістика. Мо-
ва складається зі скін-
ченої множини різних 
символів, що утворю-
ють алфавіт, і скінче-
ної множини правил 
з’єднання символів. 
Множина правил нази-
вається граматикою Г. 
Послідовності симво-
лів, які утворюються у 
відповідності з грама-
тикою Г, називаються 
ланцюгами Σ  (словами) 
мови. Самі символи 
теж є ланцюгами дов-
жини 1. Отже, довільна 
мова Λ  визначається 
множиною ланцюгів та 
граматикою ( )ΓΣ=Λ , .  

Типова задача ма-
тематичної лінгвістики 
полягає у визначенні 
приналежності задано-
го ланцюга деякій мові. 
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При розв'язанні таких задач граматичні типи, що виділяються в 
них, зображаються у вигляді діаграм-дерев (Рис.45). 

19.3 Властивості дерев. 

Для довільного дерева мають місце наступні твердження, 
еквівалентні теоремі 12, а, отже, і між собою.  

Теорема 19.2. Зв’язний граф є деревом тоді і тільки тоді, 
коли кількість вершин на одиницю перевищує кількість ребер.  

Теорема19.3. Зв’язний граф є деревом тоді і тільки тоді, ко-
ли довільне його ребро є мостом. 

19.4 Характеристики вершин графа. 

Означення 19.2 Вершину  x0 називають кінцевою або вися-
чою, якщо її степінь ( ) 10 =ρ x , тобто існує єдине ребро, яке їй є 
інцидентним. Це ребро також називають кінцевим. 

Твердження 19.1 У довільного дерева, що має більше двох 
вершин, є, щонайменше, дві кінцеві вершини. 

Якщо дерево має більше двох кінцевих вершин, то воно 
обов’язково має внутрішні вершини, інакше порушиться 
зв’язність. У цьому неважко впевнитись, згадавши процедуру по-
будови дерева. 

Важливим є питання про відшукання центрів графа, зокрема 
центрів дерева. 

Нехай дано скінчене дерево G  (Рис. 46). Його вершини роз-
поділяються за типами таким чином. Будемо відносити до пер-
шого типу всі його кінцеві вершини. Вилучимо з графа G верши-
ни першого типу 1,2,13,14,12,10,11 та ребра, що їм інцидентні. 
Залишиться підграф G', який у свою чергу є деревом. Кінцеві ве-
ршини дерева  G' називаються  вершинами типу 2. Видаливши 
кінцеві вершини 3, 4, 9 з інцидентними їм ребрами графа G', оде-
ржимо новий підграф  G''.  Кінцеві вершини дерева G'' назива-
ються вершинами типу 3. Видаливши з графа кінцеві вершини 5 
та 8, отримаємо вершини 6 та 7 максимального типу, які є 
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Рис. 46 

центрами даного де-
рева. При чому раді-
ус даного дерева ло-
рівнює 4, а діаметр 
7.   

Неважко зро-
зуміти, що в скінче-
ному дереві вершини 
мають скінчені типи 
і вершини максима-
льного типу є 

центрами дерева. Має місце 
теорема. 

Теорема 19.4  Центрами 
дерева є вершини максималь-
ного типу і тільки вони. 

Доведення. Довільний 
ланцюг S з початком у вер-
шині максимального типу x0 
йде по вершинах типів k-1,k-2 і т.д. 
Його перше ребро e1 (x0,x1) веде у ве-
ршину типу k-1, або ще меншого. На-
ступні ребра e2 (x1,x2), e3 (x2,x3) 
обов’язково ведуть у вершини меншо-

го типу від k, оскільки сусідні верши-

ни більшого або однакового типу вже інцидентні використаним 
ребрам. 

Якщо є хоча б одна вершина типу k, тоді для ланцюга дов-
жиною l з початком у точці x0 (ρ(x0)=k)  маємо, ( ) ksl ≤   або 
( ) 1−≤ ksl .  Якщо є хоча б одна вершина x' що ρ(x')=l, то з вер-

шини максимального типу можна побудувати шлях довжини  k-l. 
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Нехай у дереві G вершина  x'' не максимального типу. Тоді 
вона буде початком ланцюга S(x'',x0), що зв’язує її з вершиною 
максимального типу. Цей ланцюг має більшу довжину, ніж лан-
цюг S(x',x0). Якщо x0 - вершина максимального типу, то вона не є 
висячою і тому зв’язана принаймні з двома вершинами типу k-1. 
Тоді можна побудувати ланцюг S(x',x0)  довжини k-1, що не про-
ходить через останнє ребро S(x',x0) і не має з цим ланцюгом спі-
льних вершин; тоді  ( ) ( )00 ,'," xxSxxSS =  має довжину більшу 
ніж k-1. 

Нехай у дереві існує ще одна вершина  x1, така, що (ρ(x1)=k). 
Побудуємо S(x',x0), що проходить через точку x1. Тоді і  

( ) ( )00 ,'," xxSxxSS =  має довжину не меншу, ніж k+1. 
Нехай S(x'',x0) не проходить через другу вершину x1,  що 

(ρ(x1)=k).  Тоді ланцюг, який починається у точці x'', має довжину  
k+1, або більшу, тобто:  ( ) ( ) ( ).'',,,' 1100 xxxxxxSS =  

Таким чином, для довільної вершини не максимального ти-
пу її максимальне віддалення більше, ніж  k. Отже, дерево може 
мати один або два центри. ∇ 

Наслідок  19.1 Дерево може мати 1 або 2 центри (напри-
клад, Рис. 46, де дерево має два центри). 

Наслідок 19.2 Нехай максимальний тип дерева дорівнює k. 
Діаметральні ланцюги проходять через центри дерева і мають до-
вжину 2k-2, якщо дерево має один центр, або 2k-1, якщо в дереві 
два центри. Ланцюгів, що мають більшу довжину, немає. 

19.5 Перелічення дерев.  

У різних галузях науки і практики виникають задачі, що 
призводять до необхідності знаходження кількості різних дерев із 
заданою кількістю вершин. Ця задача є досить складною. Можна 
розглядати два її варіанти: 

1) перелічення усіх дерев заданого порядку, розрізняючи 
ізоморфні дерева; 
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2) перелічення усіх дерев заданого порядку, не розрізняючи 
ізоморфні дерева. 

Для розв’язання першої задачі  вводять, так звані, позначен-
ня вершин, і тоді дерево також називається позначеним. Два гра-
фи не розрізняються, якщо їх вершини однаково позначені й 
існує ізоморфізм цих графів, що зберігає позначки.  Кількість са-
ме позначених дерев з n вершинами визначається у наступній те-
оремі. 

Теорема 19.5  (Келі). Кількість різних дерев, що можна по-
будувати в повному графі з n вершинами, дорівнює  2−nn . 

Доведення. При доведенні теореми використаємо комбіна-
торну тотожність (відому з аналізу), яку приймемо без доведення: 

)1(2)( 211
1

1
−=− −−−−

−

=
∑ nnjnjC njnj
n

j

j
n . 

Теорема вірна для графа, який має одну вершину. Припус-
тимо, що теорема має місце для повного графа з кількістю вер-
шин,  меншою за n, і доведемо її справедливість для графа  з n 
вершинами. Позначимо Tn кількість дерев повного графа з n вер-
шинами. Розділимо n вершин  на дві множини, одну з i елементів, 
другу з n-i елементів, де i довільне з чисел 1,2,…,n-1. Згідно з 
припущенням індукції, кількість дерев першого підграфа дорів-
нює 2−ii , а другого  ( ) 2−−− inin . Необхідно дослідити всі способи 
зв’язку дерева першого підграфа з деревом другого підграфа, при 
яких утворюється дерево повного графа. Такий зв’язок може бути 
утвореним між довільною з i вершин першого підграфа та дові-
льною з n-i вершин другого підграфа. Отже, кількість всеможли-
вих зв’язків дорівнює i(n-i) . Таким чином, кількість дерев у пов-
ному графі, які можна утворити при заданому виборі i,  дорівнює: 

( ) ( ) ( ) 11221 −−−−−− −=−− iniini iniinini . 
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Серед n вершин i вершин можна вибрати 
)!(!

!
ini

nCi
n −
= спо-

собами. Візьмемо суму по усіх  добутках одержаної вище кілько-
сті дерев для одного розбиття на кількість розбиттів при даному i, 

одержимо: ∑
−

=

−−− −
1

1

11 )(
n

i

inii
n iniC . 

Деякі дерева можуть входити в одержану суму більше одно-
го разу.  Дійсно, так як існує n-1 спосіб вибору підграфа з і вер-
шинами, то при збільшенні і та наближенні його  до  n-1 величина 
n-1 зменшується до 1. Таким чином, ролі підграфів взаємно змі-
нюються. У результаті виявляється, що існує n-1 пара підграфів з 
(1,n-1), (2,n-2), … ,(n-1,1) вершинами. Кожна з цих пар породжує 
два дерева у початковому графі. Отже, щоб одержати загальну 
кількість дерев початкового грaфа, необхідно останню суму роз-
ділити на 2(n-1).  Враховуючи рівність, що наведено на початку 
доведення, одержимо шуканий результат. ∇ 

Розв’язання другої задачі більш складне (воно базується на 
теорії перелічення конфігурацій Д.Пойа), але кількість непозна-
чених дерев n вершинами значно менша. Цікавою є таблиця кіль-
кості різних класів дерев у залежності від кількості вершин. На-
решті, важливим класом дерев є кореневі дерева. 

Кількість 
вершин 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Непозначені 
дерева 

1 1 1 2 3 6 11 23 47 106 

Кореневі 
дерева 

1 1 2 4 9 20 48 115 286 719 

Позначені 
дерева 

1 1 3 16 125 1296 16897 262114 4782969 108 
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19.6 Матриця Кірхгофа. Максимальне дерево. Остов.  

Нехай G -зв’язний граф. {Zi} -cукупність усіх його циклів. 
Максимальний зв’язний граф T, що не містить циклів і покриває 
всі вершини, називається максимальним деревом у графі G. Мак-
симальне дерево є остовом, так як з графа вилучено всі цикли. 

Задача визначення кількості усіх остовів графа G у загаль-
ному випадку розв’язується за допомогою матриці Кірхгофа. 

Означення 19.3 Матрицею Кірхгофа ( )GK  простого 
зв'язного графа ( )EVG ,  nV = називається квадратна матриця, 
елементи якої визначаються за формулою: 

( )







=

−

=

jivs

суміжнінеvvвершини

суміжніvvвершини

k

i

ji

ji

ij

,

,,0

,,1

, де ( )ivs - степінь вершини iv . 

Твердження 19.2 Алгебраїчні доповнення ijK усіх елементів 

матриці Кірхгофа рівні між собою.  
Теорема 19.6 Кількість остовних дерев у простому 

зв’язному графі з n вершинами дорівнює алгебраїчному допов-
ненню довільного елемента матриці Кірхгофа. 

На основі цієї теореми можна довести теорему Келі. Дійсно, 
усі позначені дерева з n вершинами утворюють множину усіх ос-
твів повного графа nK . Тоді для доведення теореми Келі досить 
обчислити алгебраїчне доповнення 11K , матриці ( )nKK : 

( )
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Алгебраїчне доповнення 11K  дорівнює:  
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19.7 Алгоритми побудови остовного дерева.  

Задача побудови якого-небудь (одного!) остовного дере-
ва у графі G належить до числа найважливіших для практики і є 
найпростішою для алгоритмізації і комп'ютерної реалізації. 
Зрозуміло, що основна ідея побудови повинна полягати у пос-
лідовному відборі ребер, що не утворюють цикли з попередні-
ми. 

Матричний метод побудови остовного дерева.  
На основі цикломатичної матриці для зв’зного графа можна 

досить просто будувати остовні дерева. Матричний метод побу-
дови деякого остовного дерева полягає у вилученні з матриці су-
міжності рядків і стовпчиків, що відповідають хордам циклів 
графа. 

Зрозуміло, що для знаходження усіх остовних дерев графа 
необхідно переглянути усі можливі комбінації хорд даного графа, 
що є досить складною задачею. 

Алгоритм пошуку  у глибину 

Aлгоритм «пошуку у глибину» переглядає по одному ра-
зу всі ребра і всі вершини графа G.  

У процесі пошуку в глибину вершинам графа G послідовно 
привласнюються нові номери ( )kvN від 1 до n, а ребра одержують 
позначки двох класів: «пряме ребро» ( )+e  і «зворотне ребро» 
( )−e . Пошук починається з довільної вершини Vvk ∈ , якій при-

власнюється номер ( ) 1=kvN . Далі обирається будь-яке інциден-
тне до Vvk ∈  ребро Eekj ∈ . Це ребро отримує позначку ( )+kje  

«пряме ребро» і вершині Vv j ∈  привласнюється ( ) 2=jvN . Про-
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Рис. 47 

довження процедури пошуку надамо для кроку m.  Нехай на по-
передньому 1−m - му  кроці деяка вершина Vvs ∈  одержала но-
мер ( ) 1−= mvN s , тоді можливі наступні дві ситуації. 

Вершина Vvs ∈  має  інцидентне непозначене ребро Eesl ∈ . 
Якщо вершина Vvl ∈  вже має новий номер, то ребро Eesl ∈  оде-
ржує позначку ( )−sle  «зворотне», і продовжується пошук непоз-
наченого ребра, що інцидентне вершині Vvs ∈ . Якщо вершина  

Vvl ∈  не має раніше привласненого нового номеру, то їй прив-
ласнюється номер ( ) mvN l = , ребро Eesl ∈  одержує позначку 

( )−sle  «пряме», і пошук переміщується у вершину Vvl ∈ . 
Усі ребра, що інцидентні вершині Vvs ∈ , позначені на 

попередніх кроках. Тоді пошук повертається у вершину, що 
має новий номер 2−m . 

Пошук у глибину закінчується, коли всі ребра графа G 
отримають позначки. 

Позначимо  +E  - множину усіх прямих ребер, −E  - множи-
ну усіх зворотних ребер. Має 
місце наступне: 

Твердження 19.3 Нехай  
( )EVG ,  - зв'язний граф, то підг-

раф ( )+EVG ,  є остовним дере-
вом. Це дерево є  орієнтованим 
кореневим з коренем Vvk ∈ . 

Множина −E  зворотних ребер 
є множиною хорд графа 
( )EVG ,  

Приклад 19.1 Знаход-
ження в графі (Рис.47) остову 
методом пошуку в глибину.  
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Рис. 48 

Рис. 49 

1 крок. Вибирається довільна вершина, наприклад, D.  Їй 
привласнюється номер (1). Вибирається довільне ребро 
інцидентне вершині D (1), наприклад, ребро е. Йому 
привласнюється позначка +.  

2 крок. Вершині А, що інцидентна ребру е, привласнюється 
номер (2). І серед ребер інцидентних цій вершині, які не мають 
позначок, вибираємо довільне ребро, наприклад, а. Цьому ребру 
привласнюється позначка +. 

3 крок. Вершині В, що 
інцидентна ребру а, 
привласнюється номер (3). Пе-
реглядаються не позначені 
ребра інцидентні вершині В(3). 
Ребру g привласнюється по-
значка (-), бо воно інцидентне 
вершині D, яка вже має новий 
номер. І серед ребер с і f 
інцидентних цій вершині, які 

не мають позначок, вибираємо 
довільне ребро, наприклад,  f. 
Цьому ребру привласнюється 
позначка +.  

4 крок. Вершині F, що 
інцидентна ребру f  
привласнюється номер (4). Пере-
глядаються не позначені ребра 
інцидентні вершині F(4). Ребрам 
b і d привласнюється позначка (-
), бо вони інцидентні вершинам 
А і D відповідно, які вже мають 
нові номери. Є тільки одне реб-
ро h інцидентне вершині F(3), 
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яке не має позначки. Цьому ребру привласнюється позначка +.  
5 крок. Вершині С, що інцидентна ребру h,  привласнюється 

номер (5). Переглядаються не позначені ребра інцидентні 
вершині C(5). Ребру c  привласнюється позначка (-), бо воно 
інцидентне вершинфі B, яка вже має новий номер. На цьому ал-
горитм завершує роботу, бо усі вершини перенумеровані й усі 
ребра отримали позначки. Множина ребер { }bdgaE ,,,=+  утво-

рює граф ( )+EVG ,~ , що є остовом. На (Рис. 48) можна побачити 
послідовне виконання кроків алгоритму, а на (Рис.49) результат –
остовне дерево. 

Алгоритм пошуку  у ширину 

Зауважимо, що пошук у 
глибину не єдиний метод пе-
регляду всіх вершин і ребер 
графа G. Часто використову-
ється перегляд графа «пошу-
ком у ширину», при якому у 
кожній черговій вершині пе-
реглядаються всі інцидентні 
їй ребра без виключення і 
всі їх кінцеві вершини (тоб-
то одиничний «окіл» вершини 
X).  Рис. 50 є ілюстрацією ме-
тоду «пошуку у ширину». 
Довільним чином вибрано 
вершину А, привласнено їй 
номер (1). Усім вершинам B,D,F з околу вершини А привлас-
нено наступні номери B(2),D(4),F(3), а ребрам, що з’єднують їх 
з вершиною А – позначка (+). Усі інші ребра підграфа, утворе-
ного  на вершинах А,B,D,F, отримують позначку (-). Після 
цього, по черзі переглядаються околи вершин B,D,F і, якщо в 
них є непозначені ребра і непонумеровані вершини, то повто-

Рис. 50 
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рюємо процедуру, яку наведено для вершини А. Так, в околі 
вершини В є вершина С, що є 
непронумерованою. І вершини 
D,F, які вже мають номери. 
Таким чином, вершина С 
отримує номер (5) і ребро с 
позначку (+).  Переглядаючи 
околи вершин D і F, бачимо, 
що непозначеним є тільки ре-
бро f . Йому привласнюємо 
позначку (-). На цьому алго-
ритм завершує роботу. Результ 
пошуку у ширину наведено на 
Рис. 51. 

19.8 Задача про мініма-
льне сполучення або остов міні 
мальної ваги.  

Нехай G – зважений зв’язний граф, (кожне ребро має певну 
вагу  µ(e)). 

Означення 19.3 Мінімальним сполученням називається мак-
симальне дерево (остов) GT ⊂  з мінімальною загальною вагою 

∑
∈

→µ=µ
Te

eT min)()( . 

Задача про відшукання максимального дерева з мінімаль-
ною загальною вагою називається задачею про мінімальне сполу-
чення (остов мінімальної ваги) або задачею про з’єднання міст.  
Розглянемо кілька алгоритмів розв’язання цієї задачі. 

Алгоритм Краскла.  
Теорема 19.7  Нехай G –зв’язний граф з n вершинами. На-

ступна процедура дає розв’язок задачі про мінімальне сполучен-
ня: 

Рис. 51 
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1) вибираємо ребро міні-
мальної ваги і позначимо його e1, 

min)( 1 →µ e ; 
2) визначаємо за індукці-

єю послідовність ребер 12 ,, −nee  , 
вибираючи на кожному кроці ре-
бро відмінне від попередніх з 
найменшою вагою і таке, що не 
утворює циклів з попередніми ре-
брами. 

Отриманий таким чином під-
граф і є шуканим деревом. 

Приклад 19.2. Для даного графа  
(Рис.52) за алгоритмом Краскла знайти 
дерево Т мінімальної ваги.  

Наступні рисунки демонструють 
покрокову роботу алгоритма.  

1 крок. Перглядаються усі ребра 
графа, і вибирається ребро ВС, яке має 
найменшу вагу 3. (Рис.53) 

2 крок. Перглядаються усі ребра, 

крім ВС, вибирається ребро BD най-
меншої ваги 4. (Рис.54) 

3 крок. Перглядаються усі ребра, 
окрім ВС і BD. Найменшу вагу 5 мають 
три ребра DF, CF, DA, кожне з яких по-
роджує дерево. Отже, на третьому кроці 
існує три варіанти вибору ребер 
(Рис.55,56,57). 
 

 
 

Рис. 53 

Рис. 52 

Рис. 54 
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4 крок. У кожному з отриманих трьох варіантів дерев, пере-

глядаються ребра, що залишились у початковому графі, відкида-
ються ті, що утворюють цикли, а серед інших вибираємо ребро 
найменшої ваги. В даному випадку ця процедура приводить до 
двох остовних дерев мінімальної ваги ( ) 17=µ T  (Рис. 58,59).   

 
 
 
  

 

 

 

Алгоритм Прима.  

Цей алгоритм подібний до алгоритму Краскла. Відрізняєть-
ся тим, що на кожному кроці не переглядаються усі ребра почат-
кового графа, що ще не вибрані. На кожному кроці алгоритма 
Прима множина вершин графа розбивається на дві неперетинні 

Рис. 56 Рис. 55 

Рис. 59 Рис. 58 

Рис. 57 
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підмножини, і переглядаються саме ті ребра, що з’єднують ці пі-
дмножини. Алгоритм складається з наступних кроків. 

1крок. Вибираємо ребро мінімальної ваги і позначимо його 
e1, min)( 1 →µ e  будуємо дерево ( ) ( )EVGYXH ,, 111 ⊂= , де 

{ }211 ,vvX = { }11 eY =  21,vv - вершини інцидентні ребру e1. 
k+1 крок. Нехай вже побудовано дерево ( ) GYXH kkk ⊂= , . 

Переглядаємо  ребра, що з’єднують вершини з множини 
{ }11,..., += kk vvX  з вершинами множини kXV \  . Серед цих ребер 

вибираємо ті, що не утворюють  циклів і мають найменшу вагу. 
Приєднємо вибране ребро до дерева ( ) GYXH kkk ⊂= ,  і отримає-
мо дерево ( ) GYXH kkk ⊂= +++ 111 ,  

Приклад 19.3 Пошук остова мінімальної ваги для графа з 
попереднього прикладу (Рис. 52) методом Прима. 

1 крок. Переглядаються усі ребра графа, і вибирається ребро 
ВС, яке має найменшу вагу 3 (Рис. 53). Будуємо дерево 

( ) ( )EVGYXH ,, 111 ⊂= , де { }CBX ,1 = , { }11 eY = . 
2 крок. Переглядаються усі ребра, що з’днують дерево 1H  з 

множиною вершин  { }FDAXV ,,\ 1 = . Вибираємо ребро BD 
(Рис.54). Будуємо дерево ( )222 ,YXH = ,  де { }DCBX ,,2 = ,

{ }212 ,eeY = . 
3 крок. Серед ребер, що інцидентні вершинам дерева 
( )222 ,YXH = , три мають вагу 5. Це ребра DF, CF, DA. Тому на 

цьому кроці алгоритм має розгалуження. Будуємо дерева:  
а) ( )aaa YXH 333 ,= , де { }FDCBX a ,,,3 = , { }3213 ,, eeeY a =  (Рис.55). 
б) ( )ббб YXH 333 ,= , де { }ADCBX б ,,,3 = , { }43213 ,,, eeeeY б = (Рис. 56).  
в) ( )ввв YXH 333 ,= , де { }FDCBX в ,,,3 = , { }43213 ,,, eeeeY в =  (Рис.57). 

4 крок. Для кожного з дерев, отриманого на попередньому 
кроці, переглядаються ребра, що інцидентні останній вершині 
початкового графа і з’єднують її з відповідним деревом. Вибира-
ється те ребро, що не утворює циклу і має найменшу вагу. Таким 
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чином, отримаємо шукані остови мінімальної ваги (Рис.58,59). 
Так , наприклад, для дерева ( )aaa YXH 333 ,=  залишилось перег-
лянути ребра початкового графа, що інцидентні вершині А і вер-
шинам { }FDCBX a ,,,3 = . Таких ребер три: BA, DA, FA. Серед 
них мінімальну вагу має ребро BA.  Воно приєднується до попе-
реднього дерева, і ми отримаємо остов мінімальної ваги 

( )aaa YXH 444 ,= , де { }AFDCBX a ,,,,4 = , { }43214 ,,, eeeeY a =  
(Рис.58). Як видно, серед отриманих чотирьох остовів є однакові, 
тому маємо шуканих два остови  мінімальної ваги ( ) 17=µ T . 

Матричний метод. 
Матричний метод базується на тому, що граф,  у якому від-  

сутні вершини степеня 1, є об’єднанням усіх своїх  базисних цик-
лів. Кожному циклу відповідає певна хорда,  видалення якої роз-
риває цикл. Отже, видаливши усі хорди графа, отримаємо остов-
не дерево. Якщо граф зважений, то для отримання остова 
мінімальної ваги, необхідно в кожному базисному циклі видали-
ти хорду максимальної ваги. Якщо граф має вершини першого 
степеня, то до дерева, отриманого видаленням хорд максимальної 
ваги, приєднуються ці вершини і інцидентні до них ребра.  

Алгоритм матричного методу визначення остова 
мінімальної ваги. 

q крок. Нехай ( ) 1,,, 111 +−== −−− qmEnVEVG qqq  підграф 

початкового зваженого графа ( ) mEnVEVG == ,,, , отриманий 
на попередньому q-1кроці, має цикли. Для ( )11 , −− qq EVG  

будується зважена матриця базисних циклів 1−qZ  за правилом: 

( )
2,1,1,1,

,0

,
+−−=+−=







∉

∈µ
= nqmjqmk

Re

Ree
Z

jk

jkk
kj ,  ( )keµ  - 

вага вершини ke . Позначимо   ( ) ∑ ∑
+−

=

+−−

=
− =µ

1

1

2

1
1 2

1 qm

k

nqm

j
jkq ZG  загальна 
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вага графа ( )11 , −− qq EVG . Визначається ребро 
qke з максимальною 

вагою ( ) ( )s
qms

k ee
q

µ=µ
+−= 1,1

max  і вилучається з графа. Позначимо 

отриманий підграф ( ) qmEnVEVG qqq −== ,,, . Цей граф має на 

один цикл менше ніж ( )11 , −− qq EVG  і його загальна вага  

( ) ( )∑ ∑ ∑
=

+−

= =
µ−=µ

m

k

nm

j

q

j
kjkq j

eZG
1

1

1 12
1 . 

q+1 крок. 1. Якщо граф, отриманий на кроці q, не має 
циклів, то підграф ( ) qmEnVEVG qqq −== ,,, є дерево. Загальна 

вага цього дерева дорівнює ( ) ( )∑ ∑ ∑
=

+−

= =
µ−=µ

m

k

nm

j

q

j
kjkq j

eZG
1

1

1 12
1 . При 

цьому ( ) 1+−=ν= nmGq .  
Можливі дві ситуації:  
а) граф ( ) mEnVEVG == ,,,  не має висячих вершин; 

б) у графі ( ) mEnVEVG == ,,,  існують висячі вершини. У 

випадку а) граф ( ) qmEnVEVG qqq −== ,,,  є остовне дерево мі-

німальної ваги ( ) ( )( )
∑ ∑ ∑
=

+−

=

ν

=
µ−=µ

m

k

nm

j

G

j
kjkq j

eZG
1

1

1 12
1  . У випадку б) до 

графа ( ) qmEnVEVG qqq −== ,,,  приєднуються усі ребра інци-

дентні висячим вершинам. Ці ребра легко визначити з матриці 
суміжності графа ( ) mEnVEVG == ,,,  (рядки і стовпчики, що їм 
відповідають, мають по одному ненульовому елементу).  

Отриманий граф ( ) wqmEnVEVG qqq +−== ~,,~,~  (w- кіль-

кість висячих вершиин), є шуканим остовом мінімальної ваги 

( ) ( )( )
( )∑∑ ∑ ∑

==

+−

=

ν

=
µ+µ−=µ

w

j
j

m

k

nm

j

G

j
kjkq eeZG

j
11

1

1 1

~
2
1~  ( w,j,e~j 1= - ребра ін-

цидентні висячим вершинам.  
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Алгоритм зупиняє роботу. 
2. Якщо підграф ( ) qmEnVEVG qqq −== ,,, , отриманий на 

попередньому кроці q, має цикли, то для нього виконується про-
цедура кроку q. 

Приклад 19.4  Для графа 
(Рис.60) пошук остова мінімальної ва-
ги виконується наступним чином. 

1 крок. Початковий граф 
( ) 8,5,, == EVEVG , його циклома-

тичне число ( ) 4158 =+−=ν G , зага-

льна вага ( ) ∑ ∑
=

+−

=
==µ

m

k

nm

j
jkZG

1

1

1
1 42

2
1 . 

Будуємо матрицю базисних циклів  Видаляємо хорду ( ) 8, =µ ee , 
яка має максимальну вагу. Отримаємо підграф 

( ) 7,5,, 711 == EVEVG  (Рис.61). Зага-
льна вага цього під графа 

( ) ( )∑ ∑
=

+−

=
=−=µ−=µ

m

k

nm

j
jk eZG

1

1

1
1 34842

2
1  























=

50600300
00085060
00600065
04080005

4

3

2

1

1

R
R
R
R

hgfedcba

Z . 

2 крок. Будуємо цикломатичну матрицю для отриманого 
підграфа ( ) 7,5,, 711 == EVEVG  

Рис. 61 

Рис. 60 
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Рис. 63 

Рис. 64 
















=

0465000
5060300
0060015

2

2

1

2

R
R
R

Z

hgfdcba

  

Видаляємо ребро ( ) 6, =µ ff , яка має 
максимальну вагу. Отримаємо підграф 

( ) 6,5,, 222 == EVEVG  (Рис.62). За-
гальна вага цього підграфа.  

3 крок.  Будуємо цикломатичну 

матрицю для отриманого підграфа 
( ) 6,5,, 222 == EVEVG  
















=

045065
500365

2

13

R
R

hgdcba
Z  

Видаляємо ребро ( ) 6=µ b,b , яка 
має максимальну вагу. Отримаємо пі-
дграф   ( ) 5,5,, 333 == EVEVG  
(Рис.63). Вага цього підграфа 

( ) ( ) ( ) ( ) 22
2
1

1

1

1
3 =µ−µ−µ−=µ ∑ ∑

=

+−

=
bfeZG

m

k

nm

j
jk

4 крок.  Будуємо цикломатичну матри-
цю для отриманого підграфа 

( ) 5,5,, 333 == EVEVG  









=

545351
4 R

hgdca
Z .  

Видаляємо ребро ( ) 5, =µ dd  або  
( ) 5, =µ hh ,  які мають максимальну вагу.  

Рис. 62 
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Рис. 65 

Ребро а інцидентне висячій 
ршині і тому його видаляти неможна.  
Отримаємо два підграфи 

( ) 2,1,4,5,, 444 === iEVEVG iii  

(Рис.64,65). Загальна вага цих підг-
рафів  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 17566842

2
1

1

1

1

1
4

=−−−−=µ−µ−

−µ−µ−=µ ∑ ∑
=

+−

=

db

feZG
m

k

nm

j
jk  

5 крок.  Підграфи 

( ) 2,1,4,5,, 444 === iEVEVG iii  не ма 

ють циклів. Початковий граф не має висячих вершин. Отже, оби-
два графи є остовами мінімальної ваги 17. Алгоритм зупиняє ро-
боту. 

Контрольні запитання 

• Який граф називається деревом? 
• Який граф називається орієнтовним деревом?  
• Що таке бінарне дерево? 
• Що таке остовне дерево? 
• Скільки центрів може мати дерево? 
• Що таке тип вершини дерева? 
• Скільки дерев можна побудувати в повному графі з N верши-

нами? 
• Що таке матриця Кірхгофа, які її властивості? 
• Які існують алгоритми пошуку остовних дерев графа? 
• Як формулюється задача про мінімальне сполучення? 
• Які алгоритми побудови остовів мінімальної ваги вам відомі? 
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§ 20. Планарні графи 

20.1 Топологічні властивості графів.  

Розглянемо топологічні властивості графів, тобто властиво-
сті інваріантні відносно гомеоморфних перетворень. 

Означення 20.1 Два графи називаються гомеоморфними, 
якщо вони є ізоморфними з точністю до вершин степеня 2, тобто,  
якщо вони одержуються з одного графа заміною деяких ребер 
простими ланцюгами. 

На Рис.66 наведено приклад гомеоморфних графів. 
Означення 20.2 Родом поверхні називається найбільше чи-

сло простих замкнених кривих на ній, які не роз 'єднують цю по-
верхню.   

Так, площина та сфера є поверхнями нульового роду, бо 
довільна замкнена крива розділяє ці поверхні. Прикладом 
поверхні першого роду є тор. 

 
 
Означення 20.3 Родом графа називається  мінімальний рід 

серед усіх поверхонь, на яких граф можна зобразити, так, щоб 
його ребра перетинались тільки у вершинах.  

Задача про визначення роду графа  називається задачею про 
вкладення графа. Тут ми розглянемо розв’зок задачі про планар-
ність графа. 

Означення 20.4 Граф називається планарним, якщо  він 
нульового роду, тобто може бути зображеним на площині (або на 
сфері) так, щоб його ребра перетинались тільки у вершинах.  

Рис. 66 
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20.2  Критерій планарності Понтрягіна-Куратовського 

Будемо називати точку площини диз’юнктною до графа G, 
якщо вона не співпадає з вершинами G і не знаходиться на його 
ребрах. 

Крива лінія називається жордановою, якщо вона є непере-
рвною, самонеперетинною, тобто отримується неперервною де-
формацією прямолінійного відрізку. 

Гранню графа G, що містить у собі точку х, називається 
множина точок площини, які з’єднуються з х жордановими кри-
вими, кожна точка яких є диз’юнктною до графа G. 

Теорема 19.1 (Ейлера [12]) Нехай EVG ,=  зв’язний плос-

кий граф. nV = , mE = , крім того, позначимо f –  кількість гра-
ней даного графа. Тоді: 2+=+ mfn . 

Доведення. Доведення проводиться за індукцією відносно 
кількості ребер у графі. Якщо 0=m , то 1=n (бо граф є зв’язним) 
і 1=f  (наскінчена грань). В цьому випадку теорема є вірною. 

Нехай теорема є вірною для довільного графа G, який має 
1−m  ребро. Додамо до цього графа нове ребро e . Тоді мають мі-

сце наступні випадки додавання цього ребра до графа G: 
а) ребро eє петлею й утворює нову грань, при цьому кіль-

кість вершин є незмінною; 
б) ребро e  з’єднує дві різні вершини, що призводить до роз-

биття однієї з граней графа G на дві, при цьому кількість вершин 
є незмінною; 

в) ребро e  є інцидентним тільки одній вершині графа G, при 
цьому додається нова вершина, але кількість граней залишається 
незмінною. 

У всіх трьох випадках теорема виконується. За індукцією 
приходимо до висновку, що теорема є вірною для довільного 
плоского графа.∇ 
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Якщо граф має k компонент зв’зності, то ця формула набере 
вигляду 1++=+ kmfn . 

Наслідок 20.1 Нехай EVG ,=  зв’язний простий плоский 

граф, де 3≥= nV , mE = , тоді 63 −≤ nm . 
Наслідок 20.2 У довільному простому планарному графі іс-

нує вершина, степінь якої не вище 5. 
Теорема 20.2 Графи К5 та К3,3  (Рис.67) не є планарними. 
Доведення. Якщо К5 планарний, то з наслідку до теореми 

Ейлера отримаємо 910 ≤ , що неможливо.  
Розглянемо граф К3,3. Кожна його грань є обмеженою чоти-

рма ребрами, отже, mf 24 ≤ , тобто 92 ≤f , що неможливо, бо за 
теоремою Ейлера маємо 296 +=+ f  або 5=f .∇  

Означення 20.5 Товщею графа ( )Gt  називається найменша 
кількість планарних графів, об’єднання яких дає граф G. 

           

      
                Граф 3,3K                                      Граф 5K                  

За допомогою теореми Ейлера можна довести такий факт. 
Теорема 20.3 Нехай EVG ,=  простий граф, де 3≥= nV , 

mE = . Тоді мають місце нерівності: 

Рис. 67 
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де ρj – степінь вершини з номером j. 
Теорема 20.4  (Понтрягіна-Куратовського). Граф є планар-

ним тоді і тільки тоді, коли він не містить підграфів гомеоморф-
них графам К5 або К3,3. 

Прикладом задач, що приводять до вивчення питання про 
планарність, є задача про проектування електронної печатної 
плати. 

Алгоритм визначення планарності  графа, базується на кри-
терії  Понтрягіна і полягає у відшуканні в графі підграфів гомео-
морфних 5K  або 3,3K . У разі відсутності таких підграфів дослі-
джуваний граф є планарним. 

Зрозуміло, що для визначення планарності графа достатньо 
знайти хоча б одну з заборонених фігур (підграфів гомеоморфних 

5K  або 3,3K ). Заборонені фігури поділяються на два типи: І тип - 
гомеоморфні 5K  та ІІ тип -гомеоморфні 3,3K . 

Якщо граф не планарний, то вилученням із нього певної кі-
лькості ребер, його можна зробити планарним, тобто отримати 
планарний підграф. Тоді постає питання про найменшу кількість 
ребер, що необхідно вилучити з графа.  

Для відповіді на це питання необхідно знаходити усі забо-
ронені фігури і шляхом побудови покриття таблиці заборонених 
фігур визначати ребра, що вилучаються. Це задача досить склад-
на і призводить до великого обсягу обчислень, тому її 
розв’язання потребує застосування обчислювальної техніки. 

Наступний алгоритм дає розв’язання задачі про планарність 
графа, і знаходить щонайменше по одній забороненій фігурі кож-
ного типу, якщо такі є. 
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20.3 Алгоритм матричного методу визначення 
планарності графа.  

Якщо товща графа більше одиниці, тобто граф не є прлана-
рним, тоді в 
 ньому обов’язково є підграфи гомеоморфні 5K  або 3,3K . Наступ-
на процедура дає змогу відшукати підграфи гомеоморфні 5K  або 

3,3K  в графі з n вершинами. 
Будується  матриця суміжності для графа ( )

1,1, +=
=

njiijaA , де 

∑
=

++ ==
n

j
ijinjn aaa

1
11 ( контрольні суми); 

ІІ. Пошук підграфа гомеоморфного графу 5K . 
Крок 1. За допомогою операції синхронного переставлення 

рядків і стовпчиків формується головний мінор 5х5 у верхньому 
лівому куті з нульовою діагоналлю, а саме:  

а) переглядається перший стовпчик і вибирається (довільно) 
один із рядків, для яких виконуються умови  01 =ia  та 

411 ≥= ++ jnin aa , і переставляється з першим рядком; 

б) відповідно синхронно відбувається перестановка одной-
менних стовпчиків; 

в) переглядаються з другого до 5 стовпчиків, вибираються 
рядки за умов 5,4,3,2,1,0 =−>= jjiaij  та 411 ≥= ++ jnin aa  і пе-

реставляються відповідно з 2, 3, 4, 5 рядками. 
При усіх перестановках рядків і стовпчиків початкову нуме-

рацію необхідно зберігати. 
Отримаємо матрицю  ( )

1,1,
~

+=
=

nlkji lk
aA  

Крок 2. Розглянемо матрицю ( ) 1,1, +== nlkklbB ,  

де lkab
lk jikl ,,∀= .  

Якщо усі клітинки головного мінору 5х5 у верхньому ліво-
му куті, окрім діагональних, відмінні від нуля, то цей мінор і ви-
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значає граф 5K . Якщо ж  у цьому мінорі є хоча б одна нульова 
клітинка, наприклад,  5,,0 ≤= lkbkl , то необхідно з’ясувати, чи є 
у графі простий ланцюг, що з’єднує вершини з номерами ki  та lj . 
Якщо такий ланцюг існує, то усі його вершини приєднуються до 
підграфа, визначеного головним мінором 5х5 у верхньому лівому 
куті матриці суміжності. Вони мають степінь два, отже, отрима-
ний підграф є забороненою фігурою гомеоморфною  5K . Якщо 
головний мінор 5х5 у верхньому лівому куті матриці суміжності, 
має кілька порожніх клітинок, то треба перевірити існування про-
стих ланцюгів між відповідними парами вершин, щоб з’ясувати, 
чи існує заборонена фігура. 

У разі коли виявлено підграф гомеоморфний 5K , непланар-
ність графа доведено.  В іншому випадку з початкового графа ви-
лучається підграф, що визначається головним мінором 5х5 у вер-
хньому лівому куті матриці суміжності. Після цього переходимо 
до кроку 1. Так як граф скінчений, то алгоритм обов’язково за-
кінчить роботу. 

ІІІ. Пошук підграфа гомеоморфного графу 3,3K . 
За допомогою операції синхронного переставлення рядків і 

стовпчиків формується мінори 3х3 на побічній діагоналі у верх-
ньому правому та у нижньому лівому куті матриці, а саме:   

Крок 1. а) переглядається перший стовпчик, вибирається 
(довільно) один із рядків, для яких виконуються умови  11 =ia  та 

311 ≥= ++ jnin aa , і цей рядок переставляється з останнім рядком; 

б) відповідно синхронно відбувається перестановка одной-
менних стовпчиків; 

в) переглядається останній рядок і довільні два стовпчики, 
для яких ,1,0 >≠ janj  переставляються відповідно з другим і 

третім стовпчиками. У результаті отримаємо 3
3

1
=∑

=j
nja .  



164 
 

Крок 2. а) в матриці, що отримано в результаті кроку 1, пе-
реглядається перший стовпчик, вибирається (довільно) один із 
рядків, окрім останнього, для яких виконуються умови  11 =ia  та 

311 ≥= ++ jnin aa ,  ni ≠ , і цей рядок переставляється з передостан-

нім, 1−n -шим, рядком; 
б) відповідно синхронно відбувається перестановка одной-

менних стовпчиків; 
в) переглядається 1−n -ший рядок і довільні два стовпчики, 

для яких ,3,0 >≠ janj  переставляються відповідно з другим і 

третім стовпчиками. У результаті отримаємо 3
3

1
1 =∑

=
−

j
jna .  

Крок 3. а) в матриці, що отримано в результаті кроку 2, пе-
реглядається перший стовпчик, вибирається (довільно) один із 
рядків, окрім останніх двох, для яких виконуються умови  11 =ia  
та 311 ≥= ++ jnin aa ,  ni ≠ , і цей рядок переставляється з 2−n -им, 

рядком; 
б) відповідно синхронно відбувається перестановка одной-

менних стовпчиків; 
в) переглядається 2−n -гий рядок і довільні два стовпчики, 

для яких ,3,0 >≠ janj  переставляються відповідно з другим і 

третім стовпчиками. У результаті отримаємо 3
3

1
2 =∑

=
−

j
jna .  

Якщо в результаті трьох кроків отримаємо рівності 

3
3

1
=∑

=j
nja , 3

3

1
1 =∑

=
−

j
jna , 3

3

1
2 =∑

=
−

j
jna , то це означатиме, що лівий 

нижній кут розміру 3х3  матриці немає жодної нульової клітинки, 
а разом з ним, так як матриця симетрична,  і верхній правий кут 
розміру 3х3. Тобто отримаємо підграф ізоморфний 3,3K .  
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У разі коли порушуються рівності 3
3

1
=∑

=j
nja , 3

3

1
1 =∑

=
−

j
jna , 

3
3

1
2 =∑

=
−

j
jna , (хоча б одна з них),  лівий нижній кут розміру 3х3  

матриці матиме нульові клітинки. У цьому випадку (так як і для 
пошуку підграфа гомеоморфного графу 5K ) необхідно перевірити 
існування простих ланцюгів між відповідними парами вершин, 
щоб з’ясувати, чи визначається заборонена фігура.  

У разі коли виявлено підграф гомеоморфний 3,3K , неплана-

рність графа доведено.  В іншому випадку з початкового графа 
вилучається підграф, що визначається лівим нижнім та правим 
верхнім кутами матриці суміжності розміру 3х3. Після цього пе-
реходимо до кроку 1. Так як граф скінчений, то алгоритм 
обов’язково закінчить роботу. 

Процедура пошуку заборонених фігур гомеоморфних 5K  та 

3,3K  може мати два моменти зупинки: коли виявлено хоча б одну 

заборонену фігуру, або якщо не виявлено жодної забороненої фі-
гури. Якщо ж після виявлення першої забороненої фігури продо-
вжити роботу алгоритму, то можна знайти усі заборонені фігури 
гомеоморфні 5K  та 3,3K .  

Нарешті, зупинимось на алгоритмі пошуку ланцюгів, що 
з’єднують вершини заборонених фігур, який застосовується під 
час пошуку заборонених фігур гомеоморфних 5K  та 3,3K . 

Перший варіант полягає у відшуканні степенів відповідних 
матриць. Так, припустимо, що у головному мінорі 5х5 у верхньо-
му лівому куті або у лівому нижньому куті розміру 3х3 матриці 
суміжності, є нульова клітинка. Нехай це klb , тоді підносимо мат-
рицю у степінь до тих пір, поки клітинка lk,  стане ненульовою. 
Це означатиме, що між вершинами з номерами ki  та lj  існує про-
стий ланцюг, що є умовою існування забороненої фігури. Якщо ж 
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усі степені матриці матимуть нульову клітинку lk, , то такого ла-
нцюга не існує, а, отже, не існує і забороненої фігури. Для спро-
щення обчислень, усі значення клітинок у головному мінорі 5х5 у 
верхньому лівому куті або у лівому нижньому куті розміру 3х3 
матриці суміжності необхідно покласти рівними нулю.  

Другий варіант полягає у перегляді елементів матриці сумі-
жності за наступною схемою.  Нехай 0=klb ,  але 1=ksb , тоді пе-
реглядається рядок з номером s. Клітинки ks,  не розглядається. 
Не розглядаються також клітинки, що відповідають номерам не-
нульових елементів у головному мінорі 5х5 у верхньому лівому 
куті або у лівому нижньому куті розміру 3х3 матриці суміжності. 
Нехай, 1=smb . Якщо lj = , то ланцюг знайдено, якщо lm ≠ , то 
переглядається рядок з номером m .  Клітинки km, , sm, . Нехай, 

1=mjb . Якщо lj = , то ланцюг знайдено, якщо lj ≠ , то перегля-

дається рядок з номером j . Процес продовжується до тих пір, 
поки не буде досягнуто рівність lj = , що означатиме існування 
шуканого ланцюга, або поки у рядку, що переглядається, не буде 
ненульових клітинок, тобто рі-
вність lj =  не досягається, що 
означатиме відсутність шука-
ного ланцюга. 

 Зауваження 20.1 Якщо 
товща графа дорівнює одиниці, 
то наведену процедуру необ-
хідно продовжити до повного 
перебору усіх можливих варіа-
нтів комбінування по п’ять  або 
по шість рядків. Алгоритм мо-
же бути таким, як запропоно-
вано у [5] . 

Приклад 20.1 Нехай є граф (Рис. 68). Тут 7=n , 16=m , тоді  

Рис. 68 
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Отже, граф має товщу більше одиниці і не є планарним. Для 
визначення ребер, які необхідно видалити, щоб граф став планар-
ним, потрібно знайти заборонені фігури, тобто підграфи гомео-
морфні графам К5 
або К3,3.  Продемо-
нструємо процеду-
ру побудови забо-
ронених фігур за 

допомогою матриці 
суміжності. Для 
прикладу знайдемо 
одну з таких фігур, 
хоча матричний ал-

горитм дозволяє 
знаходити усі за-
боронені фігури. 
Отже, спочатку ви-
пишимо матрицю 
суміжності даного 
графа.  Визначаємо заборонену фігуру гомеоморфну К5.  

Головний  мінор отриманої матриці розміру 5х5  представ-
лятиме граф К5, якщо будуть заповнені одиницями клітинки (2,5) 
та (5,2). 

 Розглянемо матрицю з головним мінором 5х5, усі елементи 
якого є нулі. Другий степінь цієї  матриці у клітинці (2,5) має 
слова dp та cn. Це означає існування ланцюгів довжини 2 з вер-
шини 2 до вершини 5. Отже, заборонену фігуру знайдено, взявши 
до уваги до уваги ланцюг dp, отримаємо фігуру Q2.  
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Рис. 69 

Розглянемо другий 
варіант пошуку заборо-
нених фігур.  
Клітинка 025 =b ,  але є 
ненульові клітинки 

127 =b  та 121 =b , перегля-
даємо рядок з номером 7. Клітинка 27, , 37, , 67,  не розглядається, 
тоді, 175 =b , 171 =b . Отже, при 175 =b  отримуємо ланцюг 2→7→5 
(фігура Q2).   
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Переглянемо 1-й рядок. Отримаємо 117 =b  , а далі 175 =b . Таким 
чином, отримаємо ланцюг 2→1→7→5. Таким чином можна 
отримати усі заборонені фігури. На Рис. 69  наведено  підграфи 
гомеоморфні графам К5, а на Рис.70  підграфи гомеоморфні К3,3. 

Для даного графа знайдено  дев’ять заборонених фігур. По-
будуємо таблицю, рядки, якої відповідають забороненим фігурам 
Qk, а стовпчики - ребрам початкового графа. 

Фігури Q8, Q9 не враховуємо, бо вони відрізняються від фі-
гур Q2, Q4 тільки довжиною ланцюга.  

Побудуємо мінімальне покриття цієї таблиці стовпчиками. 
Це покриття покаже, які ребра необхідно видалити з графа, щоб 
він став планарним.  У даному прикладі покриттями є стовпці, що 
заповнені одиницями. Вони відповідають тим ребрам, вилучення 
яких робить граф планарним.  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 70 
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У даному прикладі таких є декілька варіантів: {2,4}, {3,6}, 
{4,5}, {5,7}.  Отже, видалення з даного графа одного з цих ребер, 
наприклад, {3,6} зробить граф планарним. 

Таблиця заборонених фігур 
 

Q ребра 
1,2 1,6 1,7 2,6 2,7 2,3 2,4 3,7 3,4 3,6 4,5 4,6 5,3 5,7 5,6 6,7 

Q1    1 1 1 1 1 1 1 1 1  1  1 
Q2    1 1 1 1  1 1 1 1 1 1 1  
Q3     1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
Q4    1 1 1 1 1  1 1  1 1 1 1 
Q5    1 1  1 1 1 1 1   1 1  
Q6 1 1 1   1 1 1  1 1   1 1  
Q7 1 1 1   1 1 1  1 1 1  1   

 
20.4 Двоїсті графи. Критерій Уїтні.  
Розглянемо ще один 

критерій планарності графів, 
основою якого є поняття абс-
трактно двоїстого графа. 

Означення 20.5 Граф 
∗G  називається абстрактно 

двоїстим до графа G , якщо 
між ребрами цих графів існує 
взаємно однозначна відпові-
дність і підмножині ребер з 
графаG , які утворюють у 
ньому цикл, відповідає підм-
ножина ребер графа ∗G , що 
утворюють у ньому розріз. 

Процедура побудови двоїстого графа полягає в наступному: 
1) всередині кожної грані графа вибираємо по одній точці, 

це і будуть вершини двоїстого графа; 

Рис. 71 
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2) кожному ребру даного графа співставимо лінію, що його 
перетинає і з’єднує точки суміжних даному ребру граней.  

Для прикладу розглянемо двоїстий граф (Рис.71) для графа з 
попереднього прикладу, після вилучення з нього ребра {3,6}. Ре-
бра двоїстого графа зображатимемо пунктирною лінією, а вер-
шини – хрестиками. 

Теорема 20.5  (Уїтні) Граф є планарним тоді і тільки тоді, 
коли існує граф абстрактно двоїстий до нього. 

Алгоритм побудови абстрактно двоїстого графа метода-
ми матричної алгебри.  

Нехай EVG ,=  зв’язний плоский граф. nV = , mE = . 
Якщо граф не має циклів, тобто є деревом, то абстрактно 

двоїстий  граф ∗∗∗ = EVG ,  має єдину вершину (бо дерево має 

тільки одну грань) і усі його m  ребер є петлями. 
Якщо граф має цикли, то неважко переконатись, що кожний 

базисний цикл є гранню графа, а, отже, в  абстрактно двоїстому 
графі йому відповідає вершина. Враховуючи теорему 20.1, отри-
маємо   12 +ν=+−= nmf , де ν  - цикломатичне число графа. 

Таким чином, 1+ν=∗V . 

Нехай ( )
nj
miijII
,1
,1

=
==  матриця інцидентності графа EVG ,= , а 

( )
njiijaA

,1, =
=  його матриця суміжності. Має місце наступна фо-

рмула: ABII =−′⋅ , де I ′ - транспонована матриця інцидентності, 
а елементи матриці В обчислюються за формулою 









≠

=
= ∑

=

ji

jiII
b

m

k
kiik

ij

,0

,
1 . 

Перейдемо до описання процедури побудови матриці сумі-

жності абстрактно двоїстого  графа ∗∗∗ = EVG , . Кожному ба-
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зисному циклу графа EVG ,=  (тобто кожній скінченій грані) 
поставимо у відповідність вершину абстрактно двоїстого графа 
(кількість таких вершин дорівнює ν ) і 1+ν  - вершина відповідає 
нескінченій грані графа EVG ,= . В такому разі C′  матриця 
транспонована до матриці С базисних циклів є матрицею інциде-

нтності підграфа абстрактно двоїстого  графа ∗∗∗ = EVG , , що  

не містить 1+ν -ї вершини. Враховуючи формулу  ABII =−′⋅ , 
отримаємо матрицю суміжності ∗

νA  цього підграфа: 

∗
ν=−′⋅ ABCC ,   де 
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=
= ∑

=
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Для отримання матриці суміжності ∗A  залишилось до мат-
риці ∗

νA  додати 1+ν - й стовпчик і рядок, елементи яких обчис-
люються за формулами: 

1,
11

11 +ν<−== ∑∑
ν

=

∗

=

∗
+ν

∗
+ν iacaa

k
ik

m

k
kiii , ∑∑

+ν

+ν≠=
=

∗

=

∗
+ν+ν −=

1

1
1,1,

11

ji
ji

ij

n

ji
ij aaa  

Перша з формул визначає кількість кратних ребер, що 
з’єднують і-ту вершину, яка відповідає скінченій грані,  з 1+ν -ю 
вершиною, яка відповідає нескінченій грані.  Друга формула ви-
значає подвоєну кількість петель на 1+ν -й вершині, що відпові-
дають ребрам графа EVG ,= , які не належать його циклам. 

Контрольні запитання 
• Що називається родом графа? 
• Які графи називаються гомеоморфними? 
• Який граф називається планарним? 
• Що таке товщина графа?  
• Який граф називається абстрактно двоїстим? 
• Як формулюється критерій Понтрягіна? 
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• Що таке заборонена фігура? 
• Як формулюється критерій Уїтні? 

§ 21. Стійкість. Паросполучення. Розфарбування графів. 

21.1 Стійкість. Паросполучення.  

При розв’язанні прикладних задач доводиться обчислювати 
так звані інваріанти графів. Розглянемо задачу: для відслідкову-
вання технологічного процесу, який поділяється на певні техно-
логічні модулі, необхідно розташувати камери спостереження та-
ким чином, щоб їхня кількість була мінімальною, і на моніторі 
або пульті спостерігача було видно усі модулі. Цій задачі співс-
тавляється граф, вершини якого відповідають модулям техноло-
гічного процесу. Дві вершини з’єднуються ребром, якщо за 
відповідними модулями можна спостерігати, знаходячись біля 
одного з них. Для розв'язку цієї задачі необхідно визначити такий 
інваріант, що називається вершинним числом зовнішньої 
стійкості данного графа.  

Перейдемо до визначення інваріантів графа.  
Означення 21.1 Будь-яка сукупність попарно несуміжних 

вершин називається внутрішньо стійкою на графі.  
Означення 21.2 Внутрішньо стійка множина називається 

порожнім підграфом, якщо при додаванні до неї хоча б однієї ве-
ршини, що не належить даній множині, утворюється щонаймен-
ше одне ребро.  

Означення 21.3 Потужність максимального порожнього пі-
дграфа називається числом внутрішньої стійкості або вершин-
ним числом незалежності графа ( )G0ε .  Максимальна кількість 
попарно несуміжних ребер даного графа називається реберним 
числом незалежності графа ( )G1ε . 

Якщо ребро інцидентне вершині, то кажуть, що вони покри-
вають одне одного. Множина вершин, що покривають усі ребра 
графа, називається вершинним покриттям графа. 
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Означення 21.4 Мінімальна потужність вершинного пок-
риття називається числом вершинного покриття графа ( )G0π .  
Множина ребер, які покривають усі вершини графа, називається 
реберним покриттям. Мінімальна потужність реберного покрит-
тя графа G називається числом реберного покриття ( )G1π . 

Теорема 20.1 Для довільного зв’язного графа EVG ,=  має 

місце рівність: ( )G0ε + ( )G0π = ( )G1ε + ( )G1π = V . 
Означення 21.5  Граф називається дводольним, якщо мно-

жина його вершин складається з двох неперетинних підмножин 

1V  та 2V , в яких вершини не є попарно суміжними. 
Теорема 21.2 Для того, щоб граф був дводольним, необхід-

но і достатньо, щоб усі його цикли мали парну довжину. 
Означення 21.6  Множина ребер графа, в якій ніяка пара 

ребер не є суміжною, називається паросполученням в графі G. 
Паросполучення, у якому кількість ребер дорівнює ( )G1ε , назива-
ється максимальним. 

Для дводольних графів має місце теорема про паросполу-
чення. 

Теорема 21.3  (Кеніга). Для дводольного графа кількість ре-
бер у найбільшому паросполученні дорівнює числу вершинного 
покриття графа, тобто ( )G1ε = ( )G0π . 

Означення 21.7  Досконалим паросполученням з 1V  у 2V в 
двохдольному графі  називається бієктивне відображення між ве-
ршинами 1V  та 2V , при якому кожна вершина з 1V  з’єднується ре-
бром з деякою вершиною з 2V . 

З теореми Менгера випливає наступна важлива теорема, яка 
пов’язана з відомою задачею про весілля. Задача полягає в тому, 
що деяку кількість юнаків, які знайомі з кількома дівчатами, не-
обхідно одружити так, щоб кожний одружився зі знайомою дів-
чиною. За яких умов це можно зробити? 



175 
 

Теорема 21.4  (Холла). Розв’язок задачі про весілля існує 
тоді і тільки тоді, коли довільні k – юнаків з даної множини зна-
йомі у сукупності щонайменше з k – дівчатами. 

Цю теорему можна сформулювати у термінах паросполу-
чень для дводольних графів. 

Теорема 21.5  Нехай ( )21,VVG  - дводольний граф і для дові-
льної підмножини 1VA ⊂  позначимо ( )Aϕ  множину тих вершин з 

2V , які суміжні щонайменше з однією вершиною з А. Тоді доско-
нале паросполучення з 1V  у 2V існує в тому і тільки в тому випад-
ку, коли ( )AAVA ϕ≤⊂∀ :1  для кожної підмножини 1VA ⊂ . 

Задачі, у яких вивчаються паросполучення, пов’язані з до-
сить складними задачами теорії оптимізації лінійного програму-
вання, що виходить за рамки тематики даного посібника. Зокре-
ма, задача пошуку максимального досконалого паросполучення 
безпосередньо зводиться до так званої «транспортної задачі». 

21.2 Розфарбування графів. Проблема чотирьох фарб.  

Серед прикладних задач, які приводять до задач розфарбу-
вання графів можна назвати такі.  

Задача про завантаження або розміщення n предметів по ок-
ремих коробках, так зване сортування предметів. Граф цієї задачі 
має n  вершин,  а ребро ( )jk vv ,  означає, що предмети несумісні, 

тобто не можуть знаходитись у одній коробці. Отже, задача про 
розміщення предметів зведеться до задачі розфарбування цього 
графа. 

 Задача складання розкладів або планування. Вершини гра-
фа відповідають певній події або операції, а їх з’єднання означає 
їхню несумісність у часі. Отже, побудова оптимального розкладу 
еквівалентна оптимальному розфарбуванню графа. 

 Класична задача розфарбування географічних карт, де краї-
нам відповідають вершини графів, ребра - це кордони між краї-
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нами. Зрозуміло, що сусідні країни не повинні мати однакові ко-
льори. 

Означення 21.8 Нехай граф G не містить петель, тоді він 
називається k-кольоровим, якщо кожній вершині можна приписа-
ти один з k кольорів таким чином, що ніякі дві суміжні вершини 
не мають однакового кольору. Число k називається хроматичним 
числом графа, якщо він k-кольоровий, але не (k-1)-кольоровий. 
Хроматичне число позначається так ( )Gη . 

Наприклад, ( ) nKn =η . Взагалі, можна побудувати граф з 
довільним скільки завгодно великим хроматичним числом.  

Зрозуміло, що якщо ( ) 1=η G , то граф не є зв’язним.  
Якщо ( ) 2=η G , то граф називається біхроматичним. Має мі-

сце така теорема. 
Теорема 21.6 (Кеніг) Граф є біхроматичним тоді і тільки 

тоді, коли усі його цикли мають парну довжину. 
Згідно з теоремою 21.2 усякий дводольний граф є біхрома-

тичним. 
Виникає питання про визначення хроматичного числа гра-

фа.  
Теорема 21.7 (Брукс) 1) Якщо G неповний граф і найвищий 

степінь ( ) 3max ≥GS , то ( ) ( )GSG max≤η . 2) Для довільних натура-

льних чисел γα,,n , які задовольняють умовам α−+≤γ≤ 1
2

nn , 

існує граф з n вершинами і такий, що ( ) γ=η G , ( )G0ε=α . 
Наступний факт дає зв’язок хроматичного числа з степеня-

ми вершин графа. 
Теорема 21.8 Якщо найвищий степінь вершин графа дорів-

нює ρ , то цей граф є ( )1+ρ -кольоровий. 
Для планарних графів має місце теорема про п’ять кольорів. 
Теорема 21.9 Довільний планарний граф є 5-кольоровим. 
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З іншого боку постає питання, чи можна розфарбувати дові-
льний планарний граф чотирма фарбами? Це є досить відома 
проблема чотирьох фарб. 

Гіпотеза 4-х фарб. Довільний планарний граф є 4-
кольоровим. 

Доведення цього факту поки, що не відоме, але мають місце 
такі твердження: 

• (Герч) довільний планарний граф, що не містить три-
кутників, є 3-кольоровим; 

• (Уітні) гіпотезу чотирьох фарб досить довести для га-
мільтонових планарних графів . 

Відомо, що гіпотезу чотирьох фарб було перевірено Аппе-
лем і Хакеном прямим перебором всеможливих варіантів за до-
помогою ЕОМ ([7]). 

Контрольні запитання 

• Що називається внутрішньо стійкою множиною графа? 
• Який підграф називається порожнім? 
• Що таке реберне число незалежності? 
• Що таке реберне покриття?  
• Що таке вершинне покриття? 
• Який граф називається дводольним?  
• Умови дводольності графа? 
• Що називається паросполученням? 
• Що називається досконалим паросполученням? 
• У чому суть теореми Холла про розв’зання задачі про весілля? 
• Який граф називається k-кольоровим? 
• Які умови біхроматичності графа? 
• У чому полягає проблема чотирьох фарб? 
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§ 22. Орієнтовані графи 

22.1  Основні означення.  

Нехай ( )E,VG  - орієнтований граф.  Нагадаємо, що в орієн-
тованому графі (скорочено орграфі) порядок суміжних вершин 
визначає направленість ребер інцидентних цим вершинам. На-
приклад, для пари ( )jk vv ,  перша вершина це початок ребра, друга 

– кінець. Інакше кажучи, множина дуг Е - це бінарне відношення 
(так званої «орієнтованої» суміжності вершин) на множині V, яке 
є відношенням часткового порядку. Таким чином, на множині ве-
ршин орграфа можна розглядати відображення VV →Γ : , 
( ) { }

kiiii xxxx ,...,,
21

=Γ , де 
jix - вершина кінцева вершина дуги з 

початком у вршині ix .  
Ребра орграфа називають дугами.   
Маршрутом на орграфі є послідовність дуг незалежно від 

їхньої орієнтації, що зв’язує деяку пару вершин. Маршрут, у яко-
му враховується орієнтації дуг, називається шляхом і, якщо кожна 
дуга цього шляху  використовується лише один раз, то він нази-
вається орієнтованим ланцюгом. Якщо ж орієнтований ланцюг 
проходить через вершини тільки по одному разу, то він назива-
ється простим шляхом.  

Цикли на орграфі називаються контурами.  Контур – орієн-
тований, якщо він утворюється орієнтованим ланцюгом. Контур 
- простий, якщо він утворюється простим шляхом.  

Вершина називається початковою або витоком в орграфі, 
якщо вона не є кінцевою ні для однієї дуги.  

Вершина називається кінцевою або стоком графа, якщо во-
на не є початковою ні для однієї дуги. 

Означення 22.1 Вершина v  називається досяжною з вер-
шини u , якщо існує шлях з u  до v . 

Таким чином на носієві орграфа визначається бінарне від-
ношення – відношення досяжності. Легко перевірити, що це від-
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Рис. 72 

ношення є антирефлексивним, антисиметричним і транзитивним, 
тобто є відношенням строгого часткового порядку.  

Теорема 22.1 Відношення досяжності на орієнтованому 
графі є відношенням строгого часткового порядку тоді і тільки 
тоді, коли в графі немає жодного контуру. 

22.2. Сильна зв’язність. 

 Означення 22.2 Орграф називається сильно зв’язним, якщо 
кожна пара вершин поєднується шляхом. 

Якщо умова сильної зв’язності порушується, то орграф на-
зивається слабко зв’язним, тобто, якщо не враховувати орієнта-
цію ребер, то слабка зв’язність - це звичайна зв’язність графа як 
неорієнтованого. 

Алгоритм визначення сильної зв’язності графа, так як і ал-
горитм визначення зв’язності неорієнтованого графа, базується 
на обчисленні матриці досяжності, яка є сумою степенів матриці 
суміжності ([5]). Компоненти си-
льної зв’язності утворюють бло-
ки у матриці сильної досяжності, 
яка будується точно за тим же 
правилом, що й матриця 
досяжності неорієнтованого гра-
фа. Однак, у матриці можуть бу-
ти інші ненульові елементи, які 
не входять до блоків сильної 
зв'язності. 

 Приклад 22.1 Знайти ком-
поненти сильної зв'язності графа 
(Рис.72). 
Знайдемо матрицю досяжності 

данного графа за формулою  ( ) ( )
( )
∑
=

=
Gd

i

i GSGD
1

, де 



180 
 

( )























=

0000
0000
0000

0000
00

5
4
3
2
1

54321

g
h

b
e

cfa

GS
. 

 
Для даного графа маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )GSGSGSGSGSGSGD 54321 +++++= . 
При цьому отримаємо матрицю, усі клітинки якої є ненульовими, 
тобто цей граф є сильнозв’язним. Якщо ж з нього видалити дугу 
b (Рис. 73), то він стає слабко зв’язним. Матрицю  досяжності на-
ведено нижче. Перші три стовпчики і рядки матриці утворюють 
ненульовий блок,  що відповідає компоненту сильної зв’язності – 
підграфа на трьох вершинах {1,2,5}. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )GSGSGSGSGD 321 +++= =
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Означення 22.3 Орієнтований 
граф називається тотальним, якщо 
для кожної пари вершин існує шлях 
хоча б в одному напрямі, що зв’язує 
їх.  

Для тотального графа має місце 
теорема, що стверджує існування га-
мільтонових шляхів на орграфі.  

Теорема 22.2 Орграф без циклів 

має точно один гамільтонів шлях то- Рис. 73 
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ді і тільки тоді, коли  він є тотальним. 

22.3 Задача про найкоротші шляхи.  

Нехай є зважений орграф ( ) mEnVEVG == ,,,  і його ваго-

ва матриця  ( )
njiijcC

,1, =
= . Задача полягає у відшуканні шляху 

найменшої ваги з деякої початкової вершини s до іншої вершини 
t. Розглянемо цю задачу за умов, що усі ваги є додатніми, і у гра-
фі не існує контурів від’ємної сумарної ваги. (Взагалі цю задачу 
можна розглядати для графа, де не усі ребра орієнтовані, тоді 
вважають, що неорієнтоване ребро має два напрямки). 

Задача має два варіанти постановки.  
Перший, коли необхідно знайти найкоротший шлях між за-

даними двома вершинами.  
Другий, коли треба знайти усі найкоротші шляхи між усіма 

парами вершин графа. Розглянемо розв’зання цієї задачі за алго-
ритмом Дейкстри. 

Алгоритм Дейкстри. 
1 крок. На початкову вершину s навішуємо позначку 

( ) 0=sl  і вважаємо її постійною. Постійні позначки вирізнятиме-
мо, дописуючи до них плюс. 

Для усіх вершин  sv j ≠ , позначки матимуть вигляд 

( ) ∞=jvl  і вважаються тимчасовими.  Покладемо sy =  

2 крок.  Для усіх ( )sv j Γ∈ , позначки яких є тимчасовими, 

треба виконати заміну позначок, користуючись правилом:  
( ) ( ) ( ) ( )[ ]ijj vyylvlvl ,;min µ+= , де ( )ivy,µ  - вага дуги, що з’єднує 

вершину y та jv . 

3 крок.  Серед усіх вершин jv , що мають тимчасову познач-

ку, визначаємо вершину ∗v  за правилом: ( ) ( )[ ]jvlvl min=∗ . Для 

цієї вершини позначка вважається постійною і покладаємо ∗= vy
. 
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4 крок. Якшо виявилось, що ty = , то ( )yl є найкоротша від-
стань між s  і t . Алгоритм завершує роботу. Якщо ж ty ≠ , то пе-
реходимо до 2 кроку. 

Якщо необхідно знайти відстані від вершини s  до усіх вер-
шин графа, то виконуємо дії за кроками алгоритма доти, доки усі 
вершини не отримають постійної позначки. Вони і вказують на 
найкоротші шляхи від вершини s . 

Як тільки визначені найкоротші відстані від вершини s , то 
можна знайти й самі шляхи мінімальної ваги. Наприклад, кінце-
вою вершиною шляху є деяка jv .  Позначимо z передостанню ве-

ршину шляху, що є початковою для дуги ( )jvz, . Цю вершину ви-

значаємо, використовуючи правило ( ) ( ) ( )ij vzzlvl ,µ+= . Якщо 

виявиться, що sz = , то шлях знайдено, якщо ж svz j ≠=
1

, то 

вважаємо цю вершиину кінцевою і повторюємо процедуру пошу-
ку попередньої вершини шляху.  

Приклад 22. 2  Знайти на графі (Рис.74) усі найкоротші 
шляхи з вершини А до усіх вершин. Для данного графа вагова 
матриця має вигляд: 
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1 крок. На початкову вер-
шину А навішуємо позначку 
( ) += 0Al  і вважаємо її постійною. 

На усі вершини  Av j ≠  навішуємо тимчасові позначки ( ) ∞=jvl .  

Покладемо Ay =  

Рис. 74 
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І ітерація. 
2 крок.  Для усіх вершин з ( ) { }DCBA ,,=Γ , позначки яких є 

тимчасовими, виконуємо заміну позначок:  
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 550;min,;min =+∞=µ+= ByylBlBl , 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 990;min,;min =+∞=µ+= CyylClCl , 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 10100;min,;min =+∞=µ+= DyylDlDl . 
3 крок.  Серед вершин з тимчасовими позначками, визна-

чимо вершину ∗v  за правилом: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 5,,,10,9,5min,,,,,min =∞∞∞=↔∗ PlFlElDlClBlvl

Отже, Bv =∗ . Постійна позначка ( ) += 5Bl . Покладемо By = . 
ІІ ітерація. 
2 крок.  Для усіх вершин з ( ) { }FCB ,=Γ , позначки яких є  

тимчасовими, виконуємо заміну позначок:  
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 9115;9min,;min =+=µ+= CyylClCl , 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 1055;min,;min =+∞=µ+= FyylFlFl . 

3 крок.  Серед вершин з тимчасовими позначками, визна-
чимо вершину ∗v  за правилом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 9,,10,10,9min,,,,min =∞∞=↔∗ PlElFlDlClvl . 

Отже, Cv =∗ . Постійна позначка ( ) += 9Cl . Покладемо Cy = . 
ІІІ ітерація. 
2 крок.  Для усіх вершин з ( ) { }FEC ,=Γ , позначки яких є 

тимчасовими, виконуємо заміну позначок:  
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 21129;min,;min =+∞=µ+= EyylElEl , 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 1089;10min,;min =+=µ+= FyylFlFl . 

3 крок.  Серед вершин з тимчасовими позначками, визна-
чимо вершину ∗v  за правилом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 10,21,10,10min,,,min =∞=↔∗ PlElFlDlvl . 

Отримуємо два варіанти вибору. Нехай  Fv =∗ . Постійна 
позначка ( ) += 10Fl . Покладемо Fy = . 
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ІV ітерація. 
2 крок.  Для вершини  ( ) { }EF =Γ  виконуємо заміну позна-

чок:  
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 211110;21min,;min =+=µ+= EyylElEl . 

3 крок.  Серед вершин з тимчасовими позначками, визна-
чимо вершину ∗v  за правилом: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 10,21,10min,,min =∞=↔∗ PlElDlvl . 

Отже, Dv =∗ . Постійна позначка ( ) += 10Dl . Покладемо Dy = . 
V ітерація. 
2 крок.  Для вершин з  ( ) { }PED ,=Γ  виконуємо заміну поз-

начок:  
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 211310;21min,;min =+=µ+= EyylElEl , 
( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 302010;min,;min =+∞=µ+= PyylPlPl . 

3 крок.  Серед вершин з тимчасовими позначками, визна-
чимо вершину ∗v  за правилом: 

( ) ( ) ( )[ ] [ ] 2130,21min,min ==↔∗ PlElvl  

Отже, Ev =∗ . Постійна позначка ( ) += 21El . Покладемо Ey = . 
VІ ітерація. 
2 крок.  Для вершини  ( ) { }PE =Γ  виконуємо заміну позна-

чок: 

 
3 крок.  Серед вершин з 

тимчасовими позначками, 
визначимо вершину ∗v  за 
правилом: ( ) ( )[ ]=↔∗ Plvl min

[ ] 2929min =  

Отримуємо Pv =∗ . 
Постійна позначка 
( ) += 29Pl . Покладемо 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] 29821;30min,;min =+=+= PyylPlPl µ

Рис. 75 
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Py = . 
Усі вершини мають постійні позначки (Рис.75),  які вказу-

ють на величини найкоротших шляхів від вершини А до інших 
вершин графа. Алгоритм закінчує роботу. 

Знайдемо дерево найкоротших шляхів даного графа. Нехай 
кінцевою вершиною шляху є P. Позначимо z передостанню вер-
шину шляху, що є початковою для дуги ( )Pz, . 

 Дійсно з рівності 
( ) ( ) ( ) 29, =µ+= PzzlPl  випливає, 

що Ez = . Тепер застосуємо ту ж 
формулу для вершини Е 
( ) ( ) ( ) 21, =µ+= EzzlEl . Звідси 

випливає Cz = . Застосуємо ту ж 
формулу для вершини С 
( ) ( ) ( ) 9, =µ+= CzzlCl . Отримує-

мо Az = . Отже, знайдено шлях 
мінімальної ваги 

PECA →→→ . До речі, з рі-
вності ( ) ( ) ( ) 21, =µ+= EzzlEl  випливає також Fz = . Тоді, про-
довжуючи процедуру, отримаємо ( ) ( ) ( ) 10, =µ+= FzzlFl , звідки 

Bz = . Далі ( ) ( ) ( ) 5, =µ+= BzzlBl , звідки Az = . Отже, знайдено 
ще один найкортший шлях PEFBA →→→→ . Нарешті, не-
складно побудувати дерево найкоротших шляхів для даного гра-
фа. Воно матиме два варіанти (Рис.75,76). 

Матричний метод пошуку шляхів мінімальної ваги. 

При дослідженні питання про шляхи мінімальної ваги на 
орієнтованому графі можна використовувати степені матриці су-
міжності графа. При обчисленні степенів необхідно видаляти 
слова, що містять дублювання ідентифікаторів ребер та слова у 
клітинках головної діагоналі, якщо такі присутні в даному графі.  
Так як матриця суміжності графа є нільпотентною, то необхідно 

Рис. 76 
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знайти максимальний степінь, що дає ненульову матрицю.  Дода-
вши усі нетривіальні степені матриці суміжності, отримаємо мат-
рицю, в клітинках якої містяться усі шляхи між вершинами гра-
фа. Для кожної клітинки обчислюємо ваги її шляхів і залишаємо 
мінімальне значення. Отримаємо матриці мінімальних шляхів 
(Рис. 78).  

Приклад 22. 3  Розглянемо приклад орієнтованого графа, 
що має один виток і один стік. Знайти: 1) шляхи мінімальної ваги 
від витоку до стоку; 2) усі шляхи мінімальної ваги. 

Сьомий степінь матриці суміжності графа (Рис. 77) дорів-
нює нульовій матриці. Це означає, що найдовший шлях на дано-
му графі має довжину 6 і є шляхом з вершини 1 (витоку) до вер- 

 
 Рис. 77 
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шини 7 (стоку). Це шлях {adegln}. Крім того, у клітинці на пере-
тині першого рядка та сьомого стовпчика матриці, що є сумою 
усіх степенів матриці суміжності даного графа, містяться усі 
шляхи довжини від одного до 6.  

Обчисливши ваги цих шляхів, отримаємо: 
Шлях am bhn akn cehn cfln bgln adehn adfln cegln adegln 

Вага 30 29 43 36 29 36 45 38 43 52 

Очевидно,  що мінімальна вага шляху від витоку до стоку 
дорівнює 29, і цю вагу мають два шляхи: {bhn}, {cfln}. 

Аналогічно, розглянувши інші клітинки матриці, що є су-
мою степенів графа, визначимо усі мінімальні шляхи між кожною 
парою вершин. Результат представлено у матриці мінімальних 
шляхів даного графа.  

 
 
 
Очевидно матричний метод потребує велику кількість опе-

рацій, що зменшує його перевагу над методом Дейкстри, але він 
дає змогу отримати розв’язок другої, більш загальної,  задачі про 
усі мінімальні шляхи орієнтованого графа 

22.4 Мережі. Потоки в мережах.  

Обмін інформацією між абонентами обчислювальної мере-
жі, при використанні у мережі спільної пам’яті, коли кожний 
процесор отримує доступ до загальних модулів на певний обме-

Рис. 78 
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жений проміжок часу, призводить до задачі про передачу макси-
мального обсягу інформації за визначений проміжок часу. 

У транспортних системах при здійсненні обміну транспорт-
ними одиницями між вузлами мережі також виникає задача  про 
передачу максимального обсягу транспортних одиниць за визна-
чений проміжок часу. 

Об’єм інформації або транспортних одиниць, що 
передається від одного вузла до іншого, називають потоком і по-
значають jkϕ . 

Граф, що зображує транспортну систему, називають мере-
жею. Особливості такого графу – відсутність петель та кратних 
ребер і орієнтація усіх ребер. 

Означення 22.4 Мережею ( )EVM ,  називається орграф, в 

якому виділено дві множини вершин +V - множина витоків та −V  
- множина стоків, а всі інші вершини є одночасно і стоками, і ви-
токами.  

Означення 22.5  Потоком на мережі ( )EVM ,  називається 
цілочисельна функція  на множині дуг ZE →ϕ : , або ( )Eϕ .  Ціле 
число ( )eϕ  називається потоком на дузі е. Нехай дуга ( )jk vve ,≈ , 

то при ( ) 0≥ϕ e  потік напрямлений від kv  до jv , а при ( ) 0≤ϕ e  на-

впаки, від jv  до kv . 
Найбільший потік, що може пропустити дуга мержі, назива-

ється пропускною спроможністю дуги і позначається  kjC . Кож-

ній дузі мережі можна співставити пару додатних чисел 
( ) ( )ee β≤α≤0 , що визначає нижню і верхню грані її “пропускної 

спроможності”. Потік називається допустимим, якщо 
( ) ( ) ( ) Eeeee ∈∀β≤ϕ≤α , . Зрозуміло, що  ( ) kjjk Cvv ≤ϕ≤ ,0 . 

 У вершині-витоку величина потоку дорівнює сумі потоків 
по усім дугам, що виходять з цієї вершини. У вершині-стоку ве-
личина потоку дорівнює сумі потоків по усім дугам, що заходять 
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до цієї вершини. Для довільної проміжної вершини сума потоків, 
що виходять з неї, і тих, що до неї заходять, рівні. 

22.5 Задача про максимальний потік у мережі. 

 Однією з важливих задач є задача про визначення максима-
льного потоку у мережі. Відповідь на питання  про величину мак-
симального потоку у мережі дає наступна теорема, що є ще од-
ним з варіантів теореми Менгера. 

Теорема 22.3 Максимальний потік через транспортну мере-
жу дорівнює мінімальній пропускній спроможності її розрізу. 

Отже, максимальний потік у мережі з обмеженою пропуск-
ною спроможністю можна відшукати, обчислюючи пропускні 
спроможності усих розрізів і вибираючи з отриманої сукупності 
значень найменше. Але при такому підході залишається невідо-
мим, як потік розподіляється по дугах мережі, що важливо для 
певного класу задач. 

Алгоритм Форда.  
Покладемо початкове значення максимального потоку 

[ ] ( ) 00
max

=ϕ E . 

Крок n-1.  Виконується пошук довільного шляху від витоку 
до стоку. Якщо такого немає, то максимальна пропускна спромо-
жність мережі дорівнює [ ]( )En 1

max
−ϕ , і алгоритм зупиняє роботу. 

Якщо такий шлях існує, то виконується перехід до наступного 
кроку. 

Крок n.  Серед дуг ( )
kii ee ,...,

1
 довільного шляху від витоку 

до стоку виконується пошук дуги mine  мінімальної ваги 
[ ]( ) ( ) ( )( )

kii
n eee µµ=µ ,...,min

1min .  

Значення ваги знайденої дуги віднімається від значень ваг 
дуг, що входять до розглядуваного шляху,  і цим дугам привлас-
нюються нові вагові значення 
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Рис. 79 

Рис. 80 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) kjeee n
i

n
i

n
jj

,1,~
min

1 =∀µ−µ=µ − . 

При цьому вага знайденої дуги стане нульовою і вона в подаль-
шому не розглядається. 

Значення ваги знайденої дуги додається до значення макси-
мального потоку [ ] ( ) [ ]( ) [ ]( )min

1
maxmax

eEE nnn µ+ϕ=ϕ − , отриманого на 

попередньому кроці. Виконується перехід до кроку n-1. 
Приклад 22.3 Знайти максимальний потік через мережу 

(Рис.79), пропускні спроможності якої вказані у ваговій матриці 
С. 
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Покладемо початкове зна-
чення максимального потоку 
[ ] ( ) 00
max

=ϕ E . 

Крок 2.  Дуга k має міні-
мальну вагу [ ]( ) 21 =µ k . Значен-

ня ваги [ ]( ) 21 =µ k  віднімається 
від значень ваг дуг, що входять 
до розглядуваного шляху,  і цим 
дугам привласнюються нові ва-
гові значення ( ) 2=µ a , ( ) 2=µ s . 
При цьому вага знайденої дуги 
стане нульовою і вона в пода-
льшому не розглядається (Рис. 80). 
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Значення ваги знайденої дуги додається до значення макси-
мального потоку [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]( ) 220101

maxmax
=+=µ+ϕ=ϕ kEE , отримано-

го на попередньому кроці. Виконується перехід до наступної іте-
рації. 

ІІ ітерація. 
Крок 1.  Вибираємо 

довільний шлях від витоку 
до стоку. Нехай це буде 
шлях 1-3-6.  

Крок 2.  Дуга b має мі-
німальну вагу [ ]( ) 22 =µ b . Це 
значення ваги віднімається 
від значень ваг дуг, що вхо-
дять до розглядува- 
ного шляху,  і цим ребрам 
привласнюються нові вагові 
значення ( ) 1=µ n . При цьому 
вага знайденої дуги стане нульовою і вона в подальшому не розг-
лядається (Рис.81). 

Значення ваги знайденої дуги додається до значення макси-
мального потоку [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]( ) 422212

maxmax
=+=µ+ϕ=ϕ bEE отриманого 

на попередньому кроці. Вико-
нується перехід до наступної 
ітерації. 

ІІІ ітерація. 
Крок 1.  Вибираємо 

довільний шлях від витоку до 
стоку. Нехай це буде шлях 1-2-
3-5-6.  

Крок 2.  Дуги а,m,s мають 
мінімальну вагу 

Рис. 81 

Рис. 82 
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[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) 2333 =µ=µ=µ sma . Значення цієї ваги  віднімається від 
значень ваг дуг, що входять до розглядуваного шляху,  і цим ду-
гам привласнюються нові вагові значення ( ) 1=µ d . При цьому ва-
га дуг а,m,s стане нульовою і вона в подальшому не розглядаєть-
ся (Рис.82). 

Значення ваги знайденої дуги додається до значення макси-
мального потоку [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]( ) 624323

maxmax
=+=µ+ϕ=ϕ aEE , отримано-

го на попередньому кроці. Виконується перехід до наступної іте-
рації. 

ІV ітерація.  
Крок 1.  Залишився 

шлях 1-4-6.  
Крок 2.  Дуга с має мі-

німальну вагу [ ]( ) 54 =µ c . 
Значення цієї ваги  відніма-
ється від значень ваг дуг, що 
входять до розглядуваного 
шляху,  і цим дугам привлас-
нюються нові вагові зна-
чення ( ) 2=µ p . При цьому 
вага дуги с стане нульовою і вона в подальшому не розглядається 
(Рис.83). Значення ваги знайденої дуги додається до значення ма-
ксимального потоку [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]( ) 1156434

maxmax
=+=µ+ϕ=ϕ cEE , отри-

маного на попередньому кроці. Так як більше шляхів з вершини 1 
до вершини 6 не існує, то отримано значення максимального по-
току ( ) 11

max
=ϕ E . 

Алгоритм побудови дерева розрізів мережі. 

 Ще один досить ілюстративний алгоритм, що базується на 
теоремі 22.3  і дає змогу побудувати усі розрізи мережі, серед 

Рис. 83 
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яких є розріз мінімальної ваги, що і визначає величину максима-
льного потоку.  

 Спочатку сформулюємо необхідні означення. 
Означення 22.5 Околом ( )0vG  вершини 0v  графа ( )EVG ,  

називається підграф ( )000 , EVG , носій якого складається з вер-
шин, що знаходяться на відстані 1 від вершини 0v , а сигнатура - з 
усіх ребер, що з’єднують вершини з 0V . 

Означення 22.6  Неоколом ( )0vG  вершини 0v  графа 
( )EVG ,  називається підграф ( )000 , EVG , носій якого є доповнен-

ням носія 0V , а сигнатура складається з усіх ребер, що з’єднують 
вершини з 0V . 

Алгоритм побудови дерева порожніх підграфів, що еквіва-
лентно побудові дерева розрізів мережі, полягає в наступному: 

1) співставимо кореню дерева даний граф G; 
2) фіксуємо вершину 0v  і вершини її окола ( )0vG . Співста-

вимо взаємно однозначно кінцю кожної дуги, що виходить з ко-
реня, вершину з { }00 ,Vv ; 

3) кожну кінцеву вершину αv  побудованих дуг зважимо не-
околом ( )αvG ; 

4) кінцеві вершини αv  побудованого яруса є коренями ново-
го дерева. 

Повторюючи пункти 2)-4) до тих пір, поки кожний кінець 
побудованих дуг не буде зваженим порожньою множиною.  

Теорема 22.4. Порожній підграф, що не містить в собі вер-
шину 0v , містить хоча б одну вершину з її околу. 

Наслідок. Шлях між кінцем дуги, яка виходить з кореня де-
рева порожніх підграфів, та висячою вершиною, зваженою сим-
волом ∅, складається з вершин порожнього графа. 

При побудові дерева порожніх підграфів, для уникнення по-
вторення порожніх підграфів використовують закон поглинання. 
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Закон поглинання. Якщо у k-тому ярусі дерева вершини iv
та jv не є суміжними і піддерево  з коренем iv  побудоване і, якщо 

у піддереві з кореневою вершиною jv  з’являється ребро з верши-

ною iv , то відповідна гілка дере-
ва не будується. 

Приклад 22.4 Знайти мак-
симальний потік через мережу 
прикладу 21.3. 

Алгоритм відшукання мак-
симального потоку базується на 
побудові дерева порожніх під 
графів, а саме,  графа досяжно-
сті мережі.  

Означення 22.7  Графом 
( )ddd EVG ,  досяжності мережі  

називається неорієнтований 
граф, кожна вершина якого взає-
мно однозначно відповідає дузі 
даної мережі, і дві вершини поєднуються ребром тоді і тільки то-
ді, коли відповідні їм дуги входять у шлях даної мережі.  

У розглядуваному прикладі граф досяжності наведено на  
Рис.84.  

Порожній підграф графа досяжності однозначно визначає 
розріз даної мережі. Мінімальна сума пропускних спроможнос-
тей дуг, що увійшли до розрізу згідно з теоремою 22.3, буде дорі-
внювати максимальному потоку. 

Отже, необхідно виділити усі порожні підграфи графа дося-
жності. Ця процедура зводиться до побудови дерева порожніх пі-
дграфів графа досяжності. У даному прикладі дерево порожніх 
підграфів має вигляд (Рис.85), де розрізи мережі позначені kA . 
Обчислюючи ваги цих розрізів і, виділяючи розріз мінімальної 
ваги, отримаємо величину максимального потока. 

Рис. 84 
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Розріз { } 11524,,3 =++−= cbaA  має мінімальну пропускну 
спроможність і визначає максимальний потік 11max =ϕ  через да-
ну мережу. 

{ } 1862325,,,,1 =++++−= emnkcA , 
{ } 123225,,,2 =+++−= dbkcA , 

{ } 11524,,3 =++−= cbaA , 
{ } 183645,,,4 =+++−= nescA , 
{ } 14734,,,5 =++−= pnsA ,  

{ } 142327,,,6 =+++−= mnkpA . 

 
Зауваження 22.1 Відомо, що орграф на множині вершин є 

відношенням порядку. Якщо розглядається мережа, то це 
відношення строгого порядку. Алгоритм побудови дерева поро-
жніх під графів завжди находить розріз мінімальної ваги, а з ним  

Рис. 85 
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Рис. 86 

 і величину максимального пото-
ку, якщо для кожної вершини су-
марна пропускна спроможність 
дуг, які заходять до неї, не більше 
сумарної пропускної спромож-
ності ребер, які виходять з цієї ве-
ршини.  

Матриця суміжності такої 
мережі має вигляд верхньої три-
кутної з нульовим останнім ряд-
ком. Якщо мережа не задовольняє 
наведеній вище умові, то алгоритм не може виявити перерізи ме-
режі, тобто таку множину дуг, через яку проходять усі шляхи з 
витоку до стоку. Переріз мережі не завжди є її розрізом, тобто 
при видаленні перерізу з мережі, орграф, що залишається може 
бути слабкозв’язним (зв’язним у сенсі зв’язності неорієнтованих 
графів).   

Приклад 22.5 Розглянемо 
мережу попереднього прикладу зі 
зміненим напрямом дуги d 
(Рис.86). Максимальний потік, ви-
значений за алгоритмом Форда 
дорівнює 9. Метод побудови дере-
ва порожніх під графів дає ту саму 
відповідь, що й раніше 

{ } 11524,,3 =++−= cbaA . Наспра-
вді ж, у цій мережі є переріз 

{ } 9522,, =++−= cbkR  (Рис.87), 
який не є розрізом. Видалення цієї 
множини дуг { }cbk ,,  з мережі приведе до відсутності шляхів з 
вершини 1 до вершини 6. Але мережа, як неорієнтований граф, не 
втратить зв’язності. 

Рис. 87 
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Контрольні запитання 

• Що таке орієнтований ланцюг на орграфі? 
• Який шлях називається простим на орграфі?  
• Як називаються цикли на орграфі?  
• Як класифікуються вершини орграфа? 
• Який орграф називається сильно зв’язним? 
• Який орграф називається слабко зв’язним? 
• Який орграф називається тотальним? 
• В чому суть задачі про найкоротші шляхи? 
• Який орграф називається мережею? 
• Що таке потік у мережі? 
• Що таке пропускна спроможність дуги? 
• У чому суть задачі про максимальний потік? 
• Яка теорема є основою розв’язку задачі про максимальний 

потік? 
• Що називається околом вершини? 
• Що називається неоколом вершини? 
• Що таке граф досяжності? 
• Що таке дерево розрізів графа? 
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Додаток 1. 
Метод математичної індукції. 

 
Математична індукція – це метод доведення вірності математичного 

твердження А(n), яке залежить від натуральної змінної, для всіх значень ці-
єї змінної. 

Метод математичної індукції є загальним принципом доведення і 
для його застосування виявляється несуттєвим те, що математичне твер-
дження, вірність якого доводиться, та засоби його одержання можуть мати 
різну математичну природу, тобто можуть відноситись до різних галузей 
математики. 

Принцип математичної індукції. Припустимо, що для кожного 
n∈N деяке твердження А(n). Нехай також є правило, що дозволяє встанови-
ти істинність твердження А(k) для кожного k за умови, що А(j) вірне для 
всіх j<k (в тому числі для k=1). Тоді А(n) вірне для всіх n∈N. 

Застосування метода математичної індукції складається з двох ета-
пів. На першому етапі (його називають базою індукції) перевіряється істин-
ність твердження А(n) при малих значеннях n, наприклад, при n=1. На дру-
гому етапі (його називають індуктивним переходом) з припущення вірності 
твердження при деякому довільному k, доводиться його вірність при k+1. 
Якщо це вдається довести, то, згідно з принципом математичної індукції 
твердження А(n) визнається істинним для всіх значень n. 

Метод математичної індукції застосовується при доведенні теорем, 
тотожностей, нерівностей, при розв’язанні геометричних задач та багатьох 
інших задач. 

Приклад 1. Довести, що для довільного натурального n справджу-
ється рівність 

 

Розв’язок.  
1). База індукції. Перевіримо справедливість рівності при n=1. Дійс-

но, в результаті підстановки n=1 до рівності одержимо 1/3=1/3.  
2). Індуктивний перехід. Припустимо, що рівність вірна для деякого 

довільного k, та перевіримо її справедливість для n=k+1 та зробимо відпо-
відні перетворення з урахуванням припущення про справедливість рівності 
: 

.
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Отже одержимо : 

 

Зрозуміло, що ми одержали праву частину рівності, що доводиться, 
при n=k+1. Згідно з принципом математичної індукції рівність вірна для 
усіх  n.  

Приклад 2. Довести, що при довільному натуральному n, 
ділиться на 19. 

Розв’язок. Перевіримо справедливість твердження для n=1. Маємо: 
. Отже,  ділиться на 19. При-

пустимо, що при деякому довільному k  ділиться на 19. Доведемо, 
що тоді для n=k+1  ділиться на 19. За припущенням 

. Перетворюємо досліджуваний вираз з урахуванням цієї рі-
вності. 

Одержимо: 
. 

Згідно з принципом математичної індукції дане твердження є істин-
ним при всіх натуральних n. 

Приклад 3. Довести, що для всіх натуральних n>1 справджується 
нерівність (інколи її називають нерівністю Я. Бернуллі)    , 

. 
Розв’язок. Перевіримо справедливість нерівності для n=2. Маємо: 

. Припустимо, що при деякому довільному k нері-
вність справджується і доведемо її істинність для n=k+1. Дійсно, 

. 
Згідно з принципом математичної індукції нерівність справджується при 
всіх натуральних n. 
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Додаток 2. 

Тестові завдання до курсу «Дискретна математика» 

Тестові завдання для визначення рів-
ня засвоєння теоретичних знань 

1.  Яке з тверджень є правильним для довільних множин А,В,С? 
А   САто,СВиВАесли ∈∈∈  
Б   САто,СВиВАесли ⊆⊆⊆  
В   САто,СВиВАесли ∈∈⊆  
Г   АСто,ВСиСАесли ⊂⊂⊆  
Д   САто,ВСиСАесли ⊂⊂⊆  

2. Серед наведених процедур знайти ту, що не є способом визначен-
ня множини 

А  Описання властивостей елементів множини. 
Б   Перерахування елементів. 
В   Побудова діаграм Венна або кругів Ейлера 
Г   За допомогою операцій над множинами  
Д   Визначення множини за допомогою рекурентного співвідношення. 

3. Потужністю множини називається: 
А    Кількість підмножин даної множини 
Б    Кількість елементів даної множини 
В    Кількість елементів деякої підмножини даної множини 
Г  Кількість елементів доповнення деякої підмножини даної множини 
Д   Кількість елементів множини усіх підмножин даної множини 

4. Булеаном називається: 
А  Усі підмножини деякої підмножини даної множини 
Б  Довільна множина підмножин даної множини 
В  Множина усіх підмножин даної множини 
Г  Деяка множина підмножин даної множини  
Д  Підмножина даної множини 

5. Потужність булеану, побудованого  на множині А, що складається 
з  N елементів, дорівнює: 

А  ( ) 12 += NAB ,   Б  ( ) 12 −= NAB ,   В  ( ) NAB 2= , 

Г  ( ) NAB 2= ,   Д  ( ) 12 += NAB  
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6. Множина С є результат операції над множинами А та В. Поставити 
у відповідність наведені означення операціям над множинами, які вони ви-
значають: 
А    Елементами множини С є усі елементи множини А 
та усі елементи множини В, і яка не містить інших 
елементів.  

1  Перетин 

Б      Елементами множини С є ті і тільки ті елементи 
множини А, що не є елементами множини В. 

2  Об’єднання 

В     Елементами множини С є ті і тільки ті елементи 
множин А, що їй не належать. 

3  Різниця 

Г    Елементами множини С є ті і тільки ті елементи 
множин А та В, що не належать цим множинам одно-
часно. 

4  Доповнення 

Д    Елементами множини С є ті і тільки ті елементи, 
які належать одночасно як множині А, так і множині В. 

5 Декартовий 
добуток 

Е     Елементами множини С є впорядковані пари, 
елементів з А та В 

6 Симетрична 
різниця 

7. Яка з наведених формул визначає симетричну різницю двох мно-
жин? 

А  ( ) ( )ABBA \\  ,  Б  ( ) ( )ABBA \\  , В  ( ) ( )ABBA \\  , 
Г  ( ) ( )ABBA  \ ,    Д  ( ) ( )ABBA  \  

8. Потужність множини А дорівнює n, а множини В - відповідно m. 
Потужність декартового добутку дорівнює: 

А   m+n,     Б   n+m-1,     В   n(m+1),     Г   nm ,     Д   n(m-1) 
9.  Нехай G –відношення на декартовому добутку множин та В. Пос-

тавити у відповідність наведені означення властивостям відношень, які во-
ни визначають: 
А Кожний елемент множини В має прообраз, що 
складається хоча б з одного елемента.  

 1  Ін’єктивність 

Б  Кожний елемент множини А має образ, що скла-
дається хоча б з одного елемента. 

2 Функціональність 

В Різним елементам множини А відповідають різні 
елементи множини В. 

3  Бієктивнісь 

Г  Кожний елемент А має образ, що складається не 
більше ніж з одного елемента В. 

4 Сюр’єктивність 

Д    Кожному елементу множини А відповідає один і 
тільки один елемент множини В 

5   Скрізь визна-
ченність 
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10.  Серед наведених означень властивостей бінарного відношення 
W, визначеного на множині А, знайти означення рефлексивності, симетри-
чності та транзитивності.  
А   для довільного а виконується аWа 
Б   для довільних a,b з множини А з того, що aWb випливає bWa 
В   для довільних a,b з множини А з того, що aWb та bWa випливає a=b 
Г   для деякого а виконується аWа 
Д   для деяких a,b з множини А з того, що aWb випливає bWa 
Е   для довільних a,b,c з множини А з того, що aWb та bWc випливає aWc 

11.  На множині усіх висловлювань операції визначаються таблиця-
ми істиності. Поставити у відповідність наведеним нижче таблицям назви 
операцій, які вони визначають. 
А Б В Г Д Е 
А В  А В  А В  А В  А В  А В  
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 
 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 
 
1 2 3 4 5 6 
Кон’юнкція Диз’юнкція 

 
Імплікація Штрих 

Шефера 
Логічне 
додавання 

Еквівалент-
ність 

 
12.  Серед наведених операцій визначити мультиплікативні. 
А   об'єднання,   Б   кон'юнкція,   В   доповнення,   Г   перетин, 

Д   диз'юнкція,  Е   заперечення,  Ж  симетрична різниця,  З   імплікація 
 
13.  Серед наведених операцій визначити адитивні. 
А   об'єднання,   Б   кон'юнкція,   В   доповнення,   Г   перетин, 

Д   диз'юнкція,  Е   заперечення,  Ж  симетрична різниця,  З   імплікація 
 
14. Які з наведених операцій складають сигнатуру алгебри Кантора? 

А   Об'єднання    Б   Симетрична різниця    В   Різниця 
Г   Перетин   Д   Доповнення 

 
15.  Дві алгебри A1 та A2  називаються ізоморфними:  

А   якщо між носіями та сигнатурами встановлено бієктивну відповідність.  
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Б   якщо між носіями встановлено бієктивну відповідність. 
В   якщо між сигнатурами встановлено бієктивну відповідність. 
Г  якщо між носіями та сигнатурами встановлено бієктивну відповідність 

η таку, що: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )akakaaiakakaai mmmmfmmmmf ηηηηη =↔= −− 121121 ,,,,,,  ,  

де 1Mmaj ∈ , , ( ) 21 ,,,1 SfSfkj ii ∈∈= η . 

Д    якщо між носіями та сигнатурами встановлено відповідність 

16. Нехай алгебра  A= f,M  - групоїд. Поставити у відповідність 
наведеним означенням поняття, які вони визначають. 
А     операція  f   підкоряється закону mfm=m   для до-
вільного m 

 1Абелева напівг-
рупа 

Б    операція  f   підкоряється асоціативному закону 
(nfm)fk=nf(mfk) для довільних n,m,k.  

2 Моноїд 

В    напівгрупа з нейтральним елементом, тобто існує 
елемент e такий, що  efm=m=mfe для довільного m 

3  Ідемпотентний 
групоїд  

Г   напівгрупа, де викронується комутативний закон  
nfm=mfn для довільних n,m 

4 Напівгрупа 

Д     напівгрупа, де кожний елемент має обернений, 
тобто для довільного n існує m такий, що nfm=e 

5   Група  

 
17.  Серед наведених тотожностей знайти закони асоціативності, 

дистрибутивності для операцій об'єднання та перетину 
А  ABABA = ,                             Б   ABBA  = ,   
В  ( ) ( ) ( )CABACBA  = ,           Г  ( ) ( ) CBACBA  = ,    
Д  ( ) ( ) CBACBA  = ,                  Е  AAAAAA ==  , . 
 
18.  Нехай  A= ∗,,M   алгебра, сигнатура якої має дві операції. Як на-

зивається алгебра, якщо операції для довільних Mz,y,x ∈  задовольняють 
законам: 1) ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∗∗=∗  ;  2) ( ) ( ) ( )zxyxzyx  ∗=∗ . 

А   Дистрибутивна алгебра    Б   Поле     В   Кільце 
Г   Структура або гратка      Д   Булева алгебра    Е   Тіло 

19.  Нехай  A= ∗,,M   алгебра сигнатура, якої має дві операції. Як на-
зивається алгебра, якщо відносно операції   носій утворює абелеву групу, 

( ) 2Mmaj ∈η
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а відносно операції ∗  - абелеву напівгрупу і виконується закон 
( ) ( ) ( )zxyxzyx ∗∗=∗  . 

А   Дистрибутивна алгебра    Б   Поле     В   Кільце 
Г   Структура або гратка      Д   Булева алгебра    Е   Тіло 

20.  Нехай  A= ∗,,M   алгебра, сигнатура якої має дві операції. Як на-
зивається алгебра, якщо відносно обох операцій носій утворює  абелеві 
групи і виконується закон ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∗∗=∗  . 

А   Дистрибутивна алгебра    Б   Поле     В   Кільце 
Г   Структура або гратка      Д   Булева алгебра    Е   Тіло 

21.  Нехай  A= ∗,,M   алгебра, сигнатура якої має дві операції. Як на-
зивається алгебра, якщо відносно операції   носій утворює  абелеву групу, 
а відносно операції ∗  - групу і виконується закон ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∗∗=∗  . 

А   Дистрибутивна алгебра    Б   Поле     В   Кільце 
Г   Структура або гратка      Д   Булева алгебра    Е   Тіло 

22. Нехай  A= ∗,,M   алгебра, сигнатура якої має дві операції.  Як на-
зивається алгебра, якщо відносно кожної операції носій є ідемпотентною 
абелевою напівгрупою, і операції підкоряються законам ( ) abaa =∗ , 

( ) abaa =∗   для довільних Mb,a ∈ .  

А   Дистрибутивна алгебра    Б   Поле     В   Кільце 
Г   Структура або гратка      Д   Булева алгебра    Е   Тіло 

23. Нехай  A= ∗,,M   алгебра, сигнатура якої має дві операції. Як на-
зивається алгебра, якщо відносно кожної операції носій є ідемпотентною 
абелевою напівгрупою, кожний елемент має доповнення і для довільних 

Mb,a ∈ Mz,y,x ∈  операції підкоряються законам:  ( ) abaa =∗ , 
( ) abaa =∗  , ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∗∗=∗  ,  ( ) ( ) ( )zxyxzyx  ∗=∗ . 

А   Дистрибутивна алгебра    Б   Поле     В   Кільце 
Г   Структура або гратка      Д   Булева алгебра    Е   Тіло 

 
24. Впорядкувати назви законів, що діють у булевій алгебрі згідно з 

порядком слідування нижче наведених формул. 
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Формули представлення законів  Назви законів 

1)  abba  = ; abba ∗=∗  
2)  ( ) abaa =∗ , ( ) abaa =∗  ; 

3) aa = . 
4) ( ) ( ) ( )cabacba ∗∗=∗  , 

( ) ( ) ( )cabacba  ∗=∗ ; 
5)  aaa,aaa =∗= ; 
6)  ( ) ( ) cbacba  = , ( ) ( ) cbacba ∗∗=∗∗ ; 

7)   




∗=
=∗

baba
baba



 ; 

8)  ababa =⋅+⋅ , ( ) ( ) ababa =+⋅+ ; 
9)  ( ) babaa ∗=+⋅  
 

Дистрибутивність 
Комутативність 
Де Моргана 
Порецького 
Поглинання 
Подвійного доповнен-
ня 
Асоціативність 
Ідемпотентність 
Склеювання 
 

 
25. Поставити у відповідність замкненим класам булевих функцій їх-

ні означення 
А     мнoжина усіх функцій, що задовольняють умові  
                       ( ) ( )nn x,,xfx,,xf  11 =  

1   K0 

Б    мнoжина усіх функцій, що задовольняють умові   для до-
вільних векторів  
    ( ) ( ) ( ) ( )*

n
*

n
*
n

*
n ,,f,,f,,,, σσ≤σσ⇒σσ≤σσ  1111                

2   сK  

В       мнoжина усіх функцій, що задовольняють умові 
                 ( ) ( ){ }00,,0:,,10 ==  fxxfK n  

3   1K  

Г   мнoжина усіх фyнкцiй виглядy 

       ( ) n,j,,c,xccx,,xf jjj

n

jn 010
101 ==






 ⊕⊕=

=
  

4   мK  

Д     мнoжина усіх функцій, що задовольняють умові                  
                     ( ) ( ){ }11,,1:,,11 ==  fxxfK n . 

5    лK  

 
26. Поставити у відповідність наведені означення з поняттями 
комбінаторики, які вони визначають: 

А    Довільна k–елементна підмножина n–елементної 
множини. 

 1  Перестановки 
з повтореннями 

Б      Множини, що містять n елементів, при чому 2  Перестановки 
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кожний елемент належить до одного з заданих т ти-
пів 
В     Довільна упорядкована множини з n елементів 3   Розміщення 
Г    Представлення множини А у вигляді об’єднання 
множин Ві, що попарно не перетинаються. 

4   Сполучення з 
повтореннями 

Д    Упорядковані k–елементні підмножини множини 
з n елементів 

5  Сполучення 

27. Яка з наведених тотожностей не є вірними? 
А   1

1
1
2

1
1

−
−

−
−

−
− +++= k

k
k
n

k
n

k
n C...CCC  

Б    i
k

i
k

i
k CCC 1

1
+

− =+  

В   01210 =−+−+− n
n

n
nnn C)(...CCC  

Г   0110
m

k
n

k
mn

k
mn

k
mn CC...CCCCC +++= −

+  
Д   11210 =+++++ − n

n
n
nnnn CC...CCC  

28. Поставити у відповідність наведені формули з величинами, які 
вони обчислюють. 

А     ( )!kn!k
!nC k

n −
=  

 1  Перестановки з повтореннями 

Б      
!k!...k

!nC
m

m
n

1
= , де ki ≥0, k1+…+km=n 2  Перестановки 

В     n
mn

m
mn

n
m CCf 1

1
1 −+

−
−+ ==  3   Розміщення 

Г     !nPn = . 4   Сполучення з повтореннями 

Д     ( ) ( ) ( )11 +−−=
−

= kn...nn
!kn

!nAk
n  

5  Сполучення 

29. Поставити у відповідність різним типам графів їхні означення: 
А     Сукупність двох множин V –вершин  та E -
ребер, що на якій визначено відношення інцидент-
ності, тобто кожне ребро з’єднує дві вершини. 

1 Простий граф 

Б      Одна вершина графа суміжна з усіма іншими 
вершинами 

2  Орієнтований граф 

В     Довільні дві вершини графа суміжні. 3  Неорієнтований 
граф 

Г     Сукупність двох множин V – вершин  та E -
ребер, на якій визначено відношення інцидентнос-
ті, тобто кожне ребро з’єднує дві вершини Vvv ∈",'

4   Зважений граф 
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, де 'v  вважається першою, а "v другою. 
Д     Суміжні вершини з’єднані тільки одним реб-
ром 

5  Регулярний граф 

Е    Степені усіх вершин графа рівні між собою. 6.  Зірчастий граф 
Ж   Кожній вершині або (та) кожному ребру  ста-
виться у відповідність елемент деякої множини 

7.  Повний граф 

30. Які бінарні відношення визначаються на графах?  
А    Відношення суміжності         Б    Відношення напрямленості 
В    Відношення інцидентності Г    Відношення досяжності 

Д    Відношення циклічності 

31. Співставити елементам графа їхні означення: 
А     Скінчена або нескінчена послідовність ребер гра-
фа, які мають спільну інцидентну вершину. Одне й те 
саме ребро може зустрічатися кілька разів, і початкова 
вершина співпадає з кінцевою. 

 1  Маршрут 

Б      Скінчена або нескінчена послідовність ребер гра-
фа, які мають спільну інцидентну вершину. Одне й те 
саме ребро може зустрічатися кілька разів. 

2  Циклічний 
    маршрут 

В     Скінчена або нескінчена послідовність ребер гра-
фа, які мають спільну інцидентну вершину. Кожне реб-
ро зустрічається не більше одного разу, і початкова ве-
ршина співпадає з кінцевою. 

3   Ланцюг 

Г     Скінчена або нескінчена послідовність ребер гра-
фа, які мають спільну інцидентну вершину. Кожне реб-
ро зустрічається не більше одного разу. 

4   Простий цикл 
 

Д     Скінчена або нескінчена послідовність ребер гра-
фа, які мають спільну інцидентну вершину. Кожне реб-
ро зустрічається не більше одного разу і довільна вер-
шина інцидентна не більше ніж двом ребрам. 

5   Цикл 

Е   Скінчена або нескінчена послідовність ребер графа, 
які мають спільну інцидентну вершину. Кожне ребро 
зустрічається не більше одного разу, довільна вершина 
інцидентна не більше ніж двом ребрам, і початкова ве-
ршина співпадає з кінцевою. 

6   Простий 
    ланцюг  

32. Нехай  відстань між вершинами  та . Яка з наведе-
них формул визначає радіус графа? 

( )"v,'vd 'v "v
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А    ,    Б     ,   В     

Г         Д     

33. Нехай  відстань між вершинами  та . Яка з наведе-
них формул визначає діаметр графа? 

А    ,    Б     ,   В     

Г         Д     

34. Нехай  відстань між вершинами  та . Яка з наведе-
них формул визначає віддаленнісь (ексцентриситет) графа? 

А    ,    Б     ,   В     

Г         Д     

35. Поставити у відповідність наведені означення з їхніми назвами:  

А     Зв’язний граф, що не містить ні одного циклу. 1  Унікурсальний 
граф 

Б      Мінімальна відокремлююча множина в графі 
G, яка не має власної відокремлюючої підмножи-
ни.  

2  Гамільтоновий 
граф 

В     Реберне відокремлення графа являє собою 
єдиний ланцюг або цикл. 

3  Дерево 

Г     Усі вершини графа мають парний степінь. 4   Розріз 
Д     Граф містить простий цикл, що проходить че-
рез кожну його вершину. 

5   Остов 

Е   Підграф, який містить усі вершини графа і не 
має циклів.  

6   Ейлеровий граф 

Ж  Множина вершин графа складається з двох не-
перетинних підмножин, в яких вершини не є попа-
рно суміжними. 

7    Паросполучення 

З   Мінімальна відокремлююча множина в графі G, 
яка містить одне ребро. 

8 Дводольний граф 

К   Множина ребер графа, в якій ніяка пара ребер 
не є суміжною. 

9 Міст 

36. Два графи називаються гомеоморфними: 
А   якщо між множинами вершин  і множинами ребер графів встано-
влено взаємно однозначну відповідність;  

( )''v,'vdmax
G''v,'v ∈

( )'v,vdminmax
GvG'v ∈∈

( )'v,vdmaxmin
G'vGv ∈∈

( )'v,vdmin
G''v,'v

′′
∈

( )'v,vdmax
G'v∈

( )"v,'vd 'v "v

( )''v,'vdmax
G''v,'v ∈

( )'v,vdminmax
GvG'v ∈∈

( )'v,vdmaxmin
G'vGv ∈∈

( )'v,vdmin
G''v,'v

′′
∈

( )'v,vdmax
G'v∈

( )"v,'vd 'v "v

( )''v,'vdmax
G''v,'v ∈

( )'v,vdminmax
GvG'v ∈∈

( )'v,vdmaxmin
G'vGv ∈∈

( )'v,vdmin
G''v,'v

′′
∈

( )'v,vdmax
G'v∈
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Б   якщо вони є ізоморфними з точністю до вершин степеня 2; 
В   якщо вони мають однакову кількість ребер і вершин; 
Г   якщо між множинами вершин графів встановлено взаємно одноз-
начну відповідність; 
Д   якщо вони одержуються з одного графа заміною деяких ребер 
простими ланцюгами деякої довжини. 
37. Нехай у графі . Поставити у відповідність наведені 
формули з  назвами величин, які вони обчислюють:  

А     , k-кількість компонент 
зв’язності 

 1  Товщина графа 

Б      , де sj – степінь вер-

шини з номером j. 

 
2 Матриця досяжності   

В     v(G)= m-n+k, k-кількість компонент 
зв’язності 

3   Ранг розрізу 

Г     , де S(G)–матриця суміж-

ності,  - діаметр графа. 

4   Кількість остовних 
дерев у повному графі  

Д      5  Цикломатичне число 
 

38. Граф  називається абстрактно двоїстим до графа : 
А   якщо між ребрами цих графів існує взаємно однозначна відповід-

ність і кожному циклу графа однозначно  відповідає  розріз  
графа ; 

Б    якщо між ребрами цих графів існує взаємно однозначна відповід-
ність і кожному циклу графа однозначно  відповідає цикл гра-
фа ; 

В   якщо між ребрами цих графів існує взаємно однозначна відповід-
ність і кожному розрізу графа однозначно  відповідає розріз 
графа ; 

Г    якщо між вершинами цих графів існує взаємно однозначна відпо-
відність і кожному циклу графа однозначно  відповідає  розріз  
графа ; 

mE,nV ==

kn)G( −=χ
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26

2
1 +



















−

−
≥
∑
=

n

s
Gt

n

j
j

( ) ( )
( )
∑
=

=
Gd

i

i GSGD
1

( )Gd
2−nn

∗G G

G
∗G

G
∗G

G
∗G

G
∗G



210 
 

Д    якщо між вершинами і ребрами цих графів існує взаємно однозна-
чна відповідність і кожному циклу графа однозначно  відпові-
дає  розріз  графа ; 

39. Граф є біхроматичним тоді і тільки тоді:  
А   коли усі його цикли мають парну довжину; 
Б   коли граф є дерево; 
В   коли він є дводольний; 
Г  коли він має парну кількість циклів;  
Д  коли усі розрізи мають парну кількість ребер. 

40. Максимальний потік через транспортну мережу дорівнює: 
А  максимальній пропускній спроможності її розрізу; 
Б   мінімальній довжині циклу; 
В   максимальній довжині шляху від витоку до стоку;  
Г  мінімальній пропускній спроможності її розрізу 
Д  максимальній пропускній спроможності  ребер шляхів від ви-

току до стоку. 
41.  Граф називається планарним: 

А     якщо  він може бути зображеним на площині так, щоб його 
ребра перетинались тільки у вершинах; 

Б    якщо  він може бути зображеним на торі так, щоб його ребра 
перетинались тільки у вершинах. 

В        якщо він може бути зображеним на площині; 
Г    якщо він може бути зображеним на сфері так, щоб його ребра 

перетинались тільки у вершинах; 
Д       якщо він не є гомеоморфним ні одному з графів К5 та К3,3.  
 

Тестові завдання для визначення рівня засвоєння практич-
них навичок  

 
1.  Поставити у відповідність множини та способи їх визначення 
 
А     {-2,-1,0,1,2, 3}                                                                               1   Описання властивостей елеме-

нтів множини. 

Б     
2   Перерахування елементів. 

В       3   Визначення множини за допо-
могою породжуючої  процедури 

G
∗G







 ∈π+

π
=∈ Nk,ka,Ra kk 2

2
( ) ( )A\BB\A 
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Г   {літературні твори, що удостоєні 
Нобелівської премії} 

4    операції над множинами  
 

Д     {натуральні числа менші за число 
100}                                     

 

Е      

Відповідь записати у вигляді пар (літера, цифра). 

2.  Дано числову множину  {7,13,25,34,101,112}. Які з наведених 
множин є підмножинами цієї множини? 

А  {1,7,13}         Б  {25,112,34}       В  {7,13,25,112,34,101} 
               Г  {0,1,12}                          Д  {23,12,112,34} 

3. Універсум складається з 26 літер латинського алфавіту.  
Нехай дано множини A={b,d,l,m}, B={d,e,l,v}, C={k,l,z}, 

D={b,d,k,l,s,t,x,y}. Знайти множину X=  та обчислити поту-
жність її декартового добутку з множиною D.  

4. Універсум складається з 26 літер латинського алфавіту.  
Нехай дано множини: A={b,d,l,m}, B={d,e,l,v}, C={k,l,z}, 

D={b,d,k,l,s,t,x,y}. Знайти множину X=  та обчислити поту-
жність її декартового добутку з множиною D.  

5. Спростити: . Які з наведених виразів є результа-
том спрощення? 

А        Б        В        Г          Д   

6. Спростити: . Які з наведених виразів є результатом 
спрощення? 

А      Б       В    
Г         Д   

7.  Нехай є три множини людей. А- множина розумних, В - множина 
чесних, С - множина жадібних. Які якості властиві людям, що входять до 
множини ? 

А  Брехливі, розумні та щедрі 
Б  Брехливі, дурні та жадібні 
В  Чесні, дурні та жадібні 
Г  Брехливі та дурні або розумні та чесні 
Д  Брехливі та дурні або брехливі та жадібні 

( ) ABA ×

( ) ( )DCB\A 

( ) ( )D\CBA 

( ) ( )BABA 

BA BA  BA BA  BA

( )CBA 

CBA  CBA  CBA 

CBA  CBA 

( ) ( )BCA\CX =
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8.  Нехай є три множини людей. А- множина розумних, В - множина 
чесних, С - множина жадібних. Які якості властиві людям, що входять до 
множини  ? 

А  Брехливі, розумні та щедрі 
Б  Брехливі, дурні та жадібні 
В  Чесні, дурні та жадібні 
Г  Брехливі та дурні або розумні та чесні 
Д  Брехливі та дурні або брехливі та жадібні 

9. Визначити властивості відображення  (S - множина слів 
української мови, L - множина літер українського алфавіту) кожному слову 
ставить у відповідність його першу літеру. 

А   Всюди визначене   Б   Сюр’єктивне   В   Ін’єктивне 
             Г   Бієктивне   Д   Функціональне 

10. Визначити властивості відображення  (S - множина слів 
української мови, L - множина літер українського алфавіту) кожному слову 
ставить у відповідність його останню літеру. 

А   Всюди визначене    Б   Сюр’єктивне    В   Ін’єктивне 
            Г   Бієктивне    Д   Функціональне 

11. Нехай М = {множина точок площини},  - поворот на  за го-

динниковою стрілкою навколо початку координат,  - поворот на  

проти годинникової стрілки. Що означає  ( - знак композиції). 

А   Поворот на  проти годинникової стрілки 

Б   Поворот на  проти годинникової стрілки 

В   Поворот на  за годинниковою стрілкою 

Г   Поворот на  за годинниковою стрілкою 

Д   Поворот на  за годинниковою стрілкою 

 12. А - множина всіх прямих у просторі. Які з наведених бінарних 
відношень не є відношеннями еквівалентності? 

А   пряма   перетинається прямою   

( ) ( )CBA\BX =

LS→

LS→

ϕ
2
π

ψ
3

2π

ψϕ  

6
π

3
π

6
5π

6
π

3
π

1l 2l
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Б   пряма перетинає ті самі площини, що й пряма   
В  прямі  та  лежать на одній відстані від точки К 
Г  прямі та   утворюють з даною площиною однакові кути 
Д  пряма  не перетинається з прямою   

13. Нехай є множини  А = {1,2,3} та В = {1,2,3,4} і визначене  на 
 бінарне відношення . Яке з наведених 

бінарних відношень є оберненим до відношення? 
А    

Б    

В    

Г    

Д    
14. Нехай є множини  А = {1,2,3},  В = {1,2,3,4}та С = {2,3,4}  і ви-

значені  на  бінарне відношення , і на 
 .  Яке з наведених бінарних відно-

шень є добутком відношень ? 
А   
Б   
В   
Г   
Д   

 15. Нехай А  множина людей, . . Яке з 
наведених бінарних відношень є добутком відношень ? 

А      
Б       
В       
Г       
Д       

16. Які з наведених бінарних відношень є відношеннями еквівалент-
ності? 

А   Людина А одного віку з людиною В 
Б   Людина А знайома з людиною В 
В   Людина А є батьком людини В 

1l 2l

1l 2l

1l 2l

1l 2l

BA× ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3213412221 ,,,,,,,,,=ℜ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }33131422121 ,,,,,,,,,=ℜ−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }23311422121 ,,,,,,,,,=ℜ−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }31234122121 ,,,,,,,,,=ℜ−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }23311422211 ,,,,,,,,,=ℜ−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }32334422211 ,,,,,,,,,=ℜ−

BA× ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }32134122211 ,,,,,,,,,=ℜ

CB × ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }43232242312 ,,,,,,,,,=ℜ

12 ℜℜ=ℜ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3313321221 ,,,,,,,,,=ℜ
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3223332211 ,,,,,,,,,=ℜ
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3223211241 ,,,,,,,,,=ℜ
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3233412211 ,,,,,,,,,=ℜ
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3212412223 ,,,,,,,,,=ℜ

Ac,b,a ∈ { }сдитиноюєa=ℜ

ℜℜ=ℜ 

{ }cонукоюабоонукомєb=ℜ
{ }bонукоюабоонукомєa=ℜ

{ }сдитиноюєb=ℜ

{ }идитиноюєс=ℜ
{ }абабусеюабодідусемєb=ℜ
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Г   Людина А  з людиною В навчаються в одній групі 
Д  Людина А з людиною В мають спільних батьків 

  17. Які з наведених бінарних відношень є відношеннями порядку? 
А  Паралельність прямих 
Б  Перпендикулярність прямих 
В  Вкладення однієї множини в іншу 
Г  Подібність трикутників 
Д  Рівність трикутників 
Е  Одне число більше другого 

 18. Які з наведених бінарних відношень є відношеннями еквівалент-
ності? 

А  Паралельність прямих 
Б  Перпендикулярність прямих 
В  Вкладення однієї множини в іншу 
Г  Подібність трикутників 
Д  Рівність трикутників 
Е  Одне число більше другого 

19. Які з наведених бінарних відношень не є відношеннями еквівале-
нтності? 

А  відношення подібності трикутників 
Б  трикутник Х має таку ж площину, що і трикутник У 
В  сторони трикутника Х паралельні сторонам трикутника У 
Г  відношення рівності периметрів трикутників 
Д трикутник Х має кут рівний одному з кутів трикутника У 

20. На множині слів {ПЕРЕВАЛ, ПЕРЕХІД,  ПЕРЕКЛАД, ПЕРЕРО-
БКА, ПОПЕРЕДЖЕННЯ, ПЕРЕХВАТ, ВИПЕРЕДЖЕННЯ}. Упорядкувати 
цю множину у лексико-графічному порядку. 

21. Знайти мінімальну диз'юнктивно-кон'юктивну форму представ-
лення булевої функції, яка має десятковий код 209 і вибрати її серед наве-
дених формул 

А        Б       В       Г     

22.  Нехай  N = {2,3,6,8,11}. Знайти усі елементи бінарного відно-
шення: {число а є дільником числа b }.  Відповідь записати у вигляді пар 
(цифра, цифра). 

23.  Нехай  N = {2,3,6,8,11}.  Серед даних матриць знайти  ту, що ви-
значається  бінарним відношенням: {числа а та b мають спільний дільник}. 

 

2132 xxxx ∨ 2132 xxxx ∨ 2131 xxxx ∨ 2131 xxxx ∨
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24.  Які з властивостей має бінарне відношення, що визначається на-
веденою матрицею?   

 
А  Рефлексивність                Б  Транзитивність             В  Симетричність 

Г  Антисиметричність           Д  Антирефлексивність 
25. Які з наступних речень не є висловлюваннями? 

А  Трикутник АВС є подібним до трикутника DFE 
Б   Один з кращих студентів університету 
В   Київ - столиця України 
Г   Ріка Дніпро впадає у Каспійське море 
Д   Громадянин Петров - студент вищого навчального закладу 

26. Визначити десятковий еквівалент виразу
.  

27. Визначити десятковий еквівалент виразу
.  

28. Яка з наведених таблиць є таблицею істинності логічного виразу 

? 

1000011
011018
011116
001103
011012

118632

=A

0000011
000008
001106
001103
000002

118632

=B

1001011
011018
011016
100103
011012

118632

=C

1000011
011118
010116
000113
011012

118632

=D

1010111
011018
001116
101103
011012

118632

=E

1001011
011018
011016
100103
011012

118632

( ) ( ) ( ))RPRQ(QP →→→∨→

( ) ( )( ) ( )RPRQQP →→→∨→

( )( ) ( )QPPQPF ∨→∧→=
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А      Б       В       Г       Д    

29. Знайти вагу похідної  функції        

30.  Перевірити приналежність  функції     до замкнених 
класів булевих функцій. Відмітити ті класи, до яких функція належить. 

А    К0,             Б    К1                     В   Кл                   Г   Кс                     Д    Км 
31. Знайти представлення у вигляді поліному Жегалкіна булевої фу-

нкції  . У відповіді записати послідовність значень коефіцієнтів 
. 

32. На факультеті 1400 студентів. З них:  1250 - вміють кататись на 
лижах, а 915 - на ковзанах. Ні на лижах, ні на ковзанах не вміють кататись 
60 чол. Скільки студентів вміють кататись і на лижах, і на ковзанах? Виб-
рати вірну відповідь. 

А Б В Г Д 
735 805 635 535 435 
 

33. А - множина натуральних чисел кратних одному з чисел 2, 3, 5. 
Знайти кількість елементів множини А, якщо серед них є: 70 - кратних 2;  
60 - кратних 3;  80 - кратних 5;  32 - кратних 6;  35 - кратних 10;  38 - крат-
них 15 і 20 кратних 30. 

А Б В Г Д 
225 135 155 125 145 

34. Розв’язати рівняння  ? Вибрати вірну відповідь. 

А Б В Г Д 
4 5 6 7 8 

35. Скільки існує п’ятизначних номерів (цифри в номері не повто-
рюються), які не містять цифру 8?  Вибрати вірну відповідь. 

А Б В Г Д 
13640 13540 13440 13740 13840 
36. Поставити у відповідність графам (Рис. 88) їхні матриці суміжно-

сті 

111
001
110
100
FQP

111
101
110
100
FQP

111
001
010
100
FQP

011
101
010
100
FQP

111
101
010
000
FQP

x∂
∂ ( )zyx ⇔∨

2132 xxxx ∨

2132 xxxx ∨

710 C,...,C,C

.xCA x
xx 1423 =+ −
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37. Поставити у відповідність графам (Рис. 89) їхні матриці інциден-

тності 
 

000115
001114
010103
111002
110001
54321

=G

010015
101114
010113
011012
111101
54321

=F

011015
100114
100013
010012
111101
54321

=C

001105
000114
100113
111002
011001
54321

=D

001105
000114
100113
111012
011101
54321

=E

Рис. 88 
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10100
01010
01010
00110
00101
00101
54321

f
e
d
c
b
a

G =

10100
10010
01010
00110
01001
00101
54321

f
e
d
c
b
a

F =

10100
10001
01010
11000
01001
00101
5432

f
e
d
c
b
a

a

C =

01100
10010
01010
00110
10001
01001
54321

f
e
d
c
b
a

D =

01010
00110
10001
01001
00101
00011
54321

f
e
d
c
b
a

E =

Рис. 89 
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38. Який з наведених графів (Рис. 90) є Ейлеровим? 
 

 
 

39. Скільки існує простих шляхів довжини 3 у даному графі (Рис. 
91). 

 
 
 

Рис. 90 

Рис. 91 
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40. Знайти цикломатичне число S і кількість P простих циклів дов-
жини 3 у даному графі  (Рис. 92). Формат відповіді S= , P= 

 
 
 
41. Скільки остовних дерев має граф Г (Рис. 89). Вибрати вірну 

відповідь. 
A 10,    Б  6,     В  8,   Г   7,    Д 9 

  
42.  Знайти в даному графі (Рис. 93) гамільтонів цикл з початком у 

вершині 1. Відповідь виписати як послідовність ідентифікаторів ребер, на-
приклад, k,p,…,s.  

 
 

Рис. 92 

Рис. 93 
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43. Визначити радіус, діаметр і центри графа (Рис. 94) 
 

 
 

44. Знайти остов мінімальної ваги графа (Рис. 95). У відповіді випи-
сати послідовність ребер, які складають остовне дерево, і його вагу, напри-
клад, k,p,…,s; 34. Ідентифікатори ребер розташувати за зростанням їхньої 
ваги. 

 
 

45. Знайти дев’ятий член розкладу . Вибрати вірну відпо-
відь. 

А Б В Г Д 
     

 

( )12
ba +

44495 ba 44395 ba 44595 ba 44475 ba 44465 ba

Рис. 94 

Рис. 95 
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46. Які з наведених графів не є планарними (Рис. 96). 
 

 
 

47. Знайти на орграфі (Рис. 97) шлях мінімальної ваги з витоку А до 
стоку P. У відповіді виписати послідовність вершин від А до P. 

 

Рис. 96 

Рис. 97 
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48. Для даного графа (Рис. 98)  знайти серед наведених графів (Рис. 
99) двоїстий граф 

 

 
49. Знайти значення максимального потоку у мережі (Рис. 100) 

 
 

Рис. 99 

Рис. 98 

Рис. 100 
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Бланк відповідей тестового завдання № ___ 
Дисципліна «Дискретна математика». 

Група Прізвище та ініціали Дата 
Для завдань з однією або кількома правильними відповідями 

Завдання № 1 А Б В Г Д 
Завдання № 2 А Б В Г Д 

Для завдань на співставлення 
Завдання № 1 Завдання № 2 Завдання № 3 … 
А 1 А 1 А 1 А 1 
Б 2 Б 2 Б 2 Б 2 
В 3 В 3 В 3 В 3 
Г 4 Г 4 Г 4 Г 4 
Д 5 Д 5 Д 5 Д 5 
Для завдань на впорядкування 

Завдання № 1 Завдання № 2 … 
1  1  1  
2  2  2  
3  3  3  
4  4  4  
5  5  5  
Для завдань з відкритою відповіддю 

Номер завдання Відповідь 

№ 1  
Коментар. Тестові завдання включають питання п’яти типів:  
1) з однією правильною відповіддю, 2) з кількома правильними від-

повідями, 3 ) співставлення, 4) впорядкування, 5) з відкритою відповіддю.  
У разі, коли тестування відбувається у паперовому варіанті, бланк 

відповідей формується з таблиць відповідно до типу тестового завдання.  
Відповіді до практичних завдань 

1. А-2; В-4; Е-4; Г-1; Д-1; Б-3   2. Б,В   3. 32   4. 21   5. BA  6.  BAC    7. 
В   8. В   9. А,Д   10. А,Б,Д 11. А  12. Б,В,Г 13.Б  14. Б. 15. В 16. А,Г,Д  17. В, Е  18. 
А,Г,Д  19. Д  20. ВИПЕРЕДЖЕННЯ, ПЕРЕВАЛ, ПЕРЕКЛАД, ПЕРЕРОБКА, ПЕ-
РЕХВАТ, ПЕРЕХІД, ПОПЕРЕДЖЕННЯ  21. А 22. 2,6; 2,8 ; 3,6 23. А 24. А;В  25. Б  
26. Б 27.  239  28.  175  29. 2  30. Б  31. 11101101  32. Б 33. Г  34. Б  35. В 36. А-С; 
Б-D; В–G; Г-F; Д-E   37.  А-C; Б-F; В-D; Г-E; Д-G   38. Д  39.  6  40.  S=4; P=4  41. В  
42. bdefa  43. R=4; d=8; центр вершина 4  44. gdneamd; 29  45. А 46. Д  47. ADP; 8   
48. В  49. 13     
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Додаток 3 

Програмне забезпечення для курсу «Дискретна математика» 
Олійник Л.О., Крушельницький О.В. 

Навчальний посібник «Дискретна математика» має електронну вер-
сію, в якій передбачено програмне забезпечення, яке можна віднести до 
так званих інтерактивних експертно-тренувальних навчальних засобів. 

Одним з напрямків застосування сучасних інтерактивних технологій 
є навчання з використанням мультимедійних засобів навчання, до яких ві-
дносяться й автоматизовані навчальні системи (АНС). Під АНС розуміють 
електронні підручники, навчальні посібники, тренажери, засоби контролю 
знань у вигляді тестових програм. Серед компонентів АНС найскладніши-
ми для реалізації є програмні модулі, так звані тренажери, що дозволяють 
моделювати процеси, задачі, з якими стикаються студенти під час навчан-
ня.  

Cтворення таких програм є складною задачею. Це пов’язано з тим, 
що програмування моделюючих програм потребує вільного володіння 
знаннями в певній галузі, а також тим, що досить часто інформація, яка є 
необхідною для створення навчальних програм-тренажерів, складна і спе-
цифічна.   

Розробка інтерактивних експертно-тренувальних начальних засобів 
для методичного забезпечення курсу «Дискретна математика» виконува-
лась, як науково-дослідна студентська робота, що завершилась захистом 
магістерської дипломної роботи ([12],[13]).  

Програмні модулі тренажери «Множини», «Булеві функції», «Теорія 
графів» забезпечують можливість самостійного опрацювання студентами 
певного кола задач курсу «Дискретна математика» в режимі тренажера, а 
також проведення контролю якості засвоєння матеріалу в режимі тесту-
вання. Крім того викладач може використовувати ці програмні засоби під-
час проведення лекційних або практичних занять для демонстрації різних 
методів розв’язання задач даного курсу.  

Програмний модуль «Множини» 
Програма призначена для графічного зображення операцій над мно-

жинами та демонстрації етапів розв’язання задач теми «Множини. Опера-
ції над множинами». При чому зображуються послідовні кроки виконання 
операцій даної формули. Крім того програма представляє графічну ілюст-
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рацію перевірки рівності множин заданих аналітично різними формульни-
ми представленнями. 

Інтерфейс програми має вигляд: 

 
 

1 - поле введення формули – операцій над множинами. 
2 - віртуальна клавіатура введення формул 
3 - область виведення результатів 
4 - вибір режиму порівняння формул. 
Програмний модуль підтримує роботу з формулами, які виконують 

операції з трьома множинами, що належать універсаму. Введення формул 
можна здійснювати як за допомогою віртуальної клавіатури (2), а також з 
клавіатури комп’ютера. При цьому використовуються наступні клавіші: 

“A”, ”B”, ”C”, “U” – для введення позначень множин у формулах 
“(” “)” – введення дужок 
“+” – операція об’єднання двох  множин 
“-” – операція доповнення  множини 
 “*” – операція перетину  двох  множин 
“/” або “\” – операція різниці двох  множин 
“d” – операція симетричної різниці двох  множин  
Після введення формул у результаті натискання клавіші “=” на пра-

вій панелі інтерфейсу у полі результатів виводиться послідовність малюн-

Рис. 101 
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ків (кругів Ейлера), що відповідають послідовності виконання операцій 
над множинами для даної формули. Результат виконання операцій виділя-
ється штриховкою.  

Для графічного порівняння двох формул, що представляють множи-
ну, необхідно активізувати кнопку 4 і ввести формули для порівняння діаг-
рам Ейлера двох різних формул. 

Програмний модуль «Булеві функції» 
Програму-тренажер  «Булеві функції» призначено для роботи з буле-

вими функціями. Вона підтримує роботу з функціями, що залежать не бі-
льше ніж від восьми змінних (кількість булевих функцій складає 2256). 

Враховуючи ізоморфізм булевої алгебри й алгебри Кантора, програ-
мний модуль дозволяє виконувати мінімізацію представлення множини у 
нормальній формі Кантора. Для множин диз’юнктивно-кон’юнктивна нор-
мальна форма (ДДКНФ) булевої функції інтерпретується  як нормальна 
форма Кантора представлення множин, що визначається на системі твір-
них множин кількістю не вище восьми. 

Програмний модуль «Булеві функції» реалізує демонстрацію та са-
мостійне опрацювання задач розділу ІІІ «Представлення елементів булевої 
алгебри. Мінімізація представлення». Програма дозволяє: 

• будувати досконалу диз’юнктивно-кон’юнктивну нормальну 
форму булевої функції; 

• виконати процес мінімізації булевої функції; 
• знаходити представлення у вигляді поліному Жегалкінаь отри-

маної мінімальної форми; 
•  перевіряти на входження до основних п’яти замкнених класів 

і, на основі цієї перевірки, визначати повноту заданої системи 
булевих функцій; 

• будувати методом каскадів логічну схему, що реалізує задану 
булеву функцію. 

У режимі роботи викладача програма «Булеві функції» розв’язує пе-
рераховані вище задачі, що дає змогу викладачеві ефективніше використо-
вувати лекційний час. 

У режимі тренажера програма «Булеві функції» перераховані задачі 
розв’язуються студентом самостійно, при необхідності консультуючись з 
викладачем. Так як частина обчислень та побудов виконується програмою, 
у студента є час і можливість зосередитись на ключових етапах розв’язку 
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задач і опрацювати набагато більше завдань. Програму розроблено таким 
чином, що на певних етапах розв’язання тієї чи іншої задачі студент пови-
нен відповісти на поставлені питання і тільки після правильної відповіді 
отримує змогу просуватися до наступного етапу розв’язку.  

У режимі контролю у програмі «Булеві функції» усі перераховані 
типи задач розглядаються як одна велика задача з дослідження властивос-
тей булевої функції.  Якщо студент успішно виконав усі завдання програ-
много модуля і пройшов усі етапи прозв’язання задач, він отримує оцінку 
у стобальній шкалі. У разі коли студент тричі відповідає неправильно на 
поставлене питання, програма повертає його на початок розв’язання зада-
чі, і наявність таких помилок суттєво знижує підсумкову оцінку.    

Інтерфейс програми має вигляд: 

 
 

 
1- команда введення нової функції; 
2 - відкриття раніше збереженого файлу; 
3- збереження файлу; 
4- вибір режиму роботи викладача; 
5 - вибір режиму тренажеру; 
6 - вибір режиму контролю знань; 
7 - виведення на екран статистики контролю й оцінки; 
8- вибір мови інтерфейсу (програма двомовна); 

Рис. 102 
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9 - поле введення функції  
передбачено три варіанти введення 

а) у вигляді формули;  
б) у вигляді десяткового коду (числа); 
в) у вигляді двійкового коду (вектору); 

10 - поле виведення результатів розв’язання задач; 
11 - кнопки команд на виконання задач, які передбачено в програмі. 

Необхідно відмітити, що введення нової функції можна виконувати як з 
клавіатури, так і за допомогою кнопок панелі вводу (Рис.102). 

Задача мінімізація булевої функції методом Квайна. 

Для заданої функції з десятковим кодом 189 результат роботи про-
грами у режимі викладача наведено на рис 103. 

У лівому полі виведення результатів будується таблиця істинності 
даної функції - 1. 

У правому полі виведення результатів будується зображення даної 
булевої функції на гіперкубі – 2, таблиця Квайна – 3, і мінімальна форма 
представлення даної булевої функції - 4. 

 
 

 
 

У режимі тренажера  студент отримує серію запитань (Рис.104, 105, 
106). Після правильної відповіді на поставлене питання він просувається 

Рис. 103 
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до наступного етапу розв’язку задачі. Перша задача завершується побудо-
вою мінімального представлення булевої функції Рис.103. 

 
 

 
 
 

Рис. 104 

Рис. 105 
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На наступному етапі розв’язується задача дослідження булевої фун-
кції  на включення до основних замкнених класів. 

Програма виконує перевірку наступних властивостей булевої функ-
ції: збереження 0 та 1, самодвоїстість, монотонність і лінійність. В резуль-
таті в правому поля виведення результатів з’явиться поліном Жегалкіна 
даної булевої функції і приналежність її до замкнених класів рис 107. 

Нарешті  розв’язується третя задача синтезу логічної схеми, що реа-
лізує задану булеву функцію. Застосовується метод каскадів, якому вико-
ристовуються блоки виключення змінних. За допомогою обчислення похі-
дних булевої функції та вагових значень її змінних покроково будується 
логічна схема. На кожному кроці побудови схеми обчислюються ваги по-
хідних даної функції та отриманих її залишкових функцій. Визначається 
змінна, що повинна вилучатися в першу чергу і будується відповідний 
блок виключення логічної схеми (Рис. 108).  Програма спрощує зображен-
ня блоку виключення, у разі наявності такої можливості.  В результаті про-
грамою буде виведено у правому вікні результатів схема, що реалізує за-
дану булеву функцію (Рис.109) 

 

Рис 106 
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Рис. 107 

Рис. 108 
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Рис. 110 

 
 
В режимі контролю знань студент отримає статистичний 

звіт і оцінку своєї роботи (Рис. 110). 

 
 
 

Рис. 109 
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Програмний модуль «Теорія графів» 

Програму-тренажер  «Теорія графів» призначено для роботи з 
графами. Вона підтримує роботу з графами, у яких не більше 20 вершин. 

Програмний модуль дає змогу розглядати задачі до розділу V «Еле-
менти теорії графів» і дозволяє: 

• зображати графа (орієнтованого, неорієнтованого, зваженого) з 
паралельною побудовою матриці суміжності;  

• побудову степенів матриці суміжності і матриці досяжності; 
•  визначення цикломатичної базисної матриці і базисної матри-

ці розрізів, побудову остова; 
• визначення основних характеристик дерева; 
• визначення планарності графа і знаходження в ньому заборо-

нених фігур;  
Цей програмний модуль призначено в режимі викладача для демон-

страції методів розв’язання задач теорії графів. Графічне зображення графа 
(орієнтованого, неорієнтованого, зваженого) з паралельною побудовою 
матриці суміжності і, навпаки, побудова матриці суміжності з автоматич-
ним зображенням відповідного графа. 

 
 
Режим тренажера та контролю знань організовано аналогічно про-

грамному модулю «Булеві функції». 
Інтерфейс програми має вигляд (рис 111): 
1 - поле  зображення графа; 

Рис. 111 
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2 - панель інструментів побудови графа; 
3 - поле зображення матриці суміжності графа; 
4 - поле зображення степенів матриці суміжності графа; 
5 - показник степеня матриці суміжності графа; 
6 - поле зображення маршрутів відповідної клітинки певного степеня 

матриці суміжності; 
7 - панель управління задачами для даного графа 

Побудова графа 

Для побудови графа використовуються наступні кнопки панелі ін-
струментів: 

 – загрузка графа з файлу; 
 – збереження графа у файл; 
 – зображення вершин у полі побудови графа; 
 – зображення ребер графа; 
 – виділення та переміщення вершин 
 – видалення вершин або ребер 

Крім того,  кількість вершин орієнтованість та зваженість можна вка-
зати на панелі задач (правий верхній кут). При цьому вершини автоматич-
но розташуються по колу, а у випадку орієнтованого графа ребра зображу-
ватимуться стрілками. 

Створити ребро на графі можна записавши до відповідної клітини 
матриці суміжності одиницю або ідентифікатор ребра. Для зваженого гра-
фа в матрицю вводяться ваги ребер. Кратні ребра програмою не підтриму-
ються.  

Степінь матриці 

Програма дозволяє обчислювати степені матриці суміжності, у клі-
тинках якої визначаються шляхи відповідної довжини на графі. Так як ма-
триця суміжності графа є нільпотентною, то, починаючи з деякого n, її 
степені дорівнюватимуть нулю. При виборі деякої клітинки степеня мат-
риці суміжності в полі (6) (Рис.111) деталізації результатів виводяться усі 
маршрути між вершинами, що відповідають цій клітині. Активізація цих 
записів на графі зеленим кольором виділяє відповідний маршрут. Прапо-
рець «Кратні ребра» визначає необхідність відображення маршрутів з реб-
рами, які повторюються.  Вибір степеня (поле 5 (Рис.111)), до якого підно-
ситься матриця, виконується на лівій панелі поля відображення результа-
тів. 
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Матриця досяжності 

Матриця досяжності отримується як сума степенів матриці суміжно-
сті. Вищий степінь у цій сумі дорівнює діаметру графа, і матриця досяжно-
сті має вигляд блочної матриці, де в блоках немає порожніх клітинок. У 
клітинках матриці досяжності виписуються усі шляхи, між відповідними 
двома вершинами на графі. Перегляд цих шляхів здійснюється за допомо-
гою поля деталізації результатів. Разом з цим програма визначає компоне-
нти зв’язності. При цьому вершини в графі досяжності будуть впорядкова-
ні згідно з компонентами зв’язності. Програма будує матрицю досяжності і 
за нею виділяє компоненти зв’язності. Обрана компонента зв’язності на 
графі виділяється зеленим кольором. 

Характеристики дерева 
Програма шляхом сортування вершин за типами виконує пошук 

центрів дерева й обчислює його радіус та діаметр (Рис.112).  
Таким чином програма дає змогу визначати характеристики остовно-

го дерева довільного графа. 
 

 
 

 

 

 

Рис. 112 
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Цикломатика графа. 

Програма визначає цикломатичне число графа і за допомогою степе-
нів матриці суміжності (починаючи з третього) визначає незалежні цикли, 
кількість яких дорівнює цикломатичному числу. Це і є один з базисів век-
торного простору циклів даного графа. Вони виносяться в так звану фун-
даментальну матрицю циклів, яка дозволяє, виконуючи операцію логічно-
го додавання відповідних векторів-рядків цієї матриці, отримувати інші 
цикли даного графа (Рис.113). При цьому цикли на графі виділяються зе-
леним кольором. Програма дозволяє видаляти ребра-хорди з базисних ци-
клів і таким чином отримувати остовне дерево графа (Рис.114).  

Базис розрізів графа спряжений з базисом циклів отримується пере-
бором ребер остовного графа в об’єднанні з множиною хорд.  Програма 
дозволяє таким чином отримати базис розрізів. А за допомогою векторів-
рядків матриці базисів розрізів будувати  усі інші розрізи шляхом їхнього 
логічного додавання (Рис. 115).  

 
 

 
 
 
 

Рис. 113 
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Отримання остовного дерева на графі. 

 
 

 
 

 

Інтерфейс програми в режимі тренажера та контролю знань має вигляд: 

Рис. 114 

Рис. 115 
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1- команда введення нового графа; 
2 - відкриття раніше збереженого файлу; 
3 - збереження файлу; 
4 - вибір режиму роботи викладача; 
5 - вибір режиму тренажеру; 
6 - вибір режиму контролю знань; 
7 - виведення на екран статистики контролю й оцінки; 
8 - вибір мови інтерфейсу (програма двомовна); 
9 - інструменти побудови графа  
10 - поле розміщення графа; 
11 - кнопки команд на виконання задач, які передбачено в програмі. 
В режимі тренажера, як і в програмі «Булеві функції»,  студент 

отримує серію запитань (Рис.117, 118, 119). Після правильної відповіді на 
поставлене питання він просувається до наступного етапу розв’язку задачі. 
Перша задача знаходження матриці суміжності та другого степеня 
(Рис.117, Рис.118). Друга задача (Рис. 119) полягає у дослідженні циклома-
тики графа. 

Рис. 116 
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Рис. 117 

Рис. 118 
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Остання задача (Рис. 120) полягає у визначенні основних характери-
стик остовного дерева початкового графа. 

 
 

Рис. 119 

Рис. 120 
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У режимі контролю знань студент отримає статистичний 
звіт і оцінку своєї роботи (Рис. 121). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 121 
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Додаток 4 

Конструювання безконтактних схем  
Підвищення технологічних вимог до електроприводу, розширення 

його функцій приводять до зростання складності систем керування і збі-
льшення кількості елементів автоматики. 
 Сучасний етап автоматизації характеризується переважним застосу-
ванням регульованого електропривода з використанням силових напівпро-
відникових перетворювачів, а також аналогових і логічних інтегральних 
мікросхем у керуючих пристроях. 
 Незважаючи на різноманітність керуючих пристроїв можна сформу-
лювати основні техніко-економічні вимоги до них: 

- висока надійність та швидка дія; 
- довговічність, стабільність параметрів у часі та у процесі експлуа-

тації; 
- захищеність від впливу навколишнього середовища та негативних 

дій з боку мережі живлення; 
- стабільність роботи, уніфікованість, простота монтажу, налаго-

дження, експлуатації, мінімальні габарити, маса, вартість. 
Одним з найбільш поширених складових у схемах керування елект-

роприводами є логічні елементи дискретної дії. На їхній основі будується 
логічна частина системи керування.  

Проектування схем на логічних елементах можливо за двома напря-
мами: 

- створення формули алгебри логіки, а потім схеми за технологіч-
ними умовами; 

- перебудова релейно-контактних схем на схеми з логічними еле-
ментами. 

Для розв’язання задачі проектування логічних схем необхідно засто-
сування математичного апарату алгебри логіки, а саме: побудова булевої 
функції, представлення її у мінімальній формі, і, нарешті, метод синтезу 
схеми на логічних елементах, яка реалізує цю функцію.  

Розглянемо приклад проектування безконтактних схем на логічних 
елементах. Усі релейно-контактні схеми будуються з різних композицій 
послідовних і паралельних з’єднань замикаючих і розмикаючих контактів, 
кола яких живлять катушки реле, контакторів, пускачів, електромагнітів, 
апаратів сигналізації.  
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Рис. 122 

При складанні алгебраїчної формули у відповідності до релейно-
контактної схеми необхідно керуватись такими положеннями: 

- послідовне зєднання контактів відповідає логічній операції «і», 
тобто кон’юнкції; 

- паралельне – логічній операції «або», тобто диз’юнкції. 

Замикаючий контакт позначаємо А, розмикаючий - A , що відповідає опе-
рації заперечення. 

      Приклад.  Пуск К4 можливий: 
- якщо працює К1 або працює К3 при відключеному К2 та 

наявності дозволу від С; 
- працює К2 або при відключеному К3 є дозвіл від D. 
Формула, яка відповідає умовам пуску К4, має вигляд:  

( )( ) 65324231 xxxxxxxxF →∧∧∨∧∧∨=  
Синтезувати логічну схему, що реалізує булеву функцію F . 
Перш ніж застосовувати метод каскадів, дану логічну функцію, не-

обхідно записати у диз’юнктивно-кон’юнктивній нормальній формі та мі-
німізувати це представлення. Після цього шляхом визначення максималь-
ної ваги похідних виключити послідовно змінні, отримуючи блоки виклю-
чення для побудови схеми керування пуском К4. На рис. 122  наведено мі-
німальну нормальну форму представлення мулевої функції F та обчислено 
максимальну вагу, що дорівнює 10 для змінної 6x . 
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Рис. 123 

Застосовуючи процедуру методу каскадів, отримаємо схему (Рис.123) ке-

рування запуском К4 одиничної функції.  
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